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M emorias

De la XIX Semana Regional de
Investigacion y Docencia en Matematicas

Presentacion

La Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas es organizada por el
Departamento de Matematicas como un foro de difusion y discusion de ideas relativas a
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas asi como un evento que invita a la
exposicion de los problemas, avances y resultados de la investigacion de las diversas
areas de las matematicas y de la computacion. En este afio, ademas de ser el evento
décimo noveno de esta naturaleza, también fue el foro para celebrar los 45 afios de la
licenciatura en Matematicas.

Como parte de dicha celebracién, se organizaron diversos eventos académicos, en los
cuales se discutieron los avances de investigacion en areas como teoria de graficas,
biomatematicas, control, sistemas dindmicos, topologia y estadistica. Agradecemos la
asistencia y participacion de estudiantes, profesores e investigadores que nos
acompanaron de distintos centros de investigacion del pais y del extranjero.

En esta memoria se recogen los trabajos presentados en el evento general de la
Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas y algunas de las
ponencias del Taller de Topologia. Expresamos nuestro agradecimiento a todos
aquellos que participaron, tanto a los autores de los trabajos que se presentan, como a
los docentes que nos apoyaron en la revision y edicion de esta memoria.

Los editores,

Gabriel Alberto Garcia Mireles
Silvia Elena Ibarra Olmos

Hermosillo, Sonora
Noviembre de 20009.
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Optimizacion del proceso de aprendizaje en linea
personalizado usando redes bayesianas

Francisco Javier Tapia Moreno y Claudio Alfredo Lopez Miranda
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora
{ftapia, claudio}@gauss.mat.uson.mx

Resumen

En este articulo, proponemos un modelo basado en redes bayesianas para
optimizar el proceso de aprendizaje en linea personalizado. Este modelo determina
el tipo de personalizacion requerido por el alumno de acuerdo a sus necesidades
reales. Las relaciones de causa y efecto se codificaron en una red bayesiana, para
la cual consideramos cuatro fases que afectan el proceso de aprendizaje del
alumno: fase de los conocimientos previos, fase del progreso del conocimiento,
fase de los objetivos y metas del profesor/alumno y la fase de las experiencias y
preferencias de navegacion. Mostramos la eficacia de las redes bayesianas en la
primera fase y deducimos el tipo de personalizacion requerido por el alumno a
traves de un conjunto de perfiles y sus probabilidades asociadas.

1. Introduccion

El proceso de aprendizaje en linea personalizado (PALP), es un sistema de ensefianza-
aprendizaje en linea en el cual las fases del conocimiento se adaptan a las necesidades del
alumno. En este sistema, se estudian las caracteristicas principales del alumno en cada etapa
del proceso de ensefianza-aprendizaje, para optimizar el PALP de acuerdo a sus necesidades
reales, en conjuncion con los objetivos y metas del profesor y del alumno, y en relacion al
programa de estudios. El proceso de aprendizaje en linea supone el uso de las tecnologias
multimedia e hipermedia para desarrollar y mejorar nuevas estrategias de aprendizaje. Este
proceso utiliza herramientas de la tecnologia de la informacion tales como: CD-ROMs,
Internet, intranet o dispositivos moviles para hacer el conocimiento accesible al mayor numero
de personas. Asi, el conocimiento se obtiene por medio de cursos en linea, correos
electronicos, aprendizaje por computadora, libros electronicos, CD-ROMs, simulacion virtual y
otros tipos de software tales como: wikis, forum y otros espacios colaborativos.

Los trabajos previos sobre aprendizaje en linea basados en modelos bayesianos (MBs) se han
implementado para identificar s6lo una caracteristica del alumno. Ejemplos de tales trabajos
son los software: OLAE (On-line assessment of expertice), un sistema de computo para evaluar
el conocimiento del alumno de fisica y mecanica Newtoniana, POLA (Probabilistic on-line
assessment), ANDES, HYDRIVE, SIETTE (Sistema inteligente de evaluacion mediante test),
CAPIT, and POET (The on line preference elicitation tool). Los MBs usados en los software
mencionados, son usados exitosamente para construir y actualizar el modelo del alumno, pero
¢éstos solo realizan diagnosticos del nivel de conocimientos del alumno, mientras que en otros
MBs, Unicamente sirven para predecir un s6lo objetivo de personalizacion, por ejemplo, el
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estilo de aprendizaje [3]. Consecuentemente, tales MBs no toman en cuenta las preferencias,
necesidades, metas, intereses y otra informacion acerca del alumno, las cuales son muy
importantes para determinar el perfil deseable de una manera realista.

En este articulo, presentamos un MB mejorado para optimizar el PALP. Este modelo
probabilistico se desarrolld considerando los objetivos y objetos de adaptividad en las cuatro
fases fundamentales: adaptividad para los conocimientos previos del alumno, adaptividad para
el progreso de los conocimientos, adaptividad para los objetivos y las metas del
profesor/alumno, y adaptividad para las experiencias y preferencias de navegacion. Para
optimizar el PALP de una manera individualizada, es necesario recopilar todas las posibles
métricas de aprendizaje (MA). Las MAs son toda clase de informacién acerca de los procesos
y actividades de aprendizaje, y todas las maneras de registrar el desarrollo del aprendizaje
[11,12]. La MAs consideradas fueron: nivel de conocimientos (alto, intermedio y bajo), estilo
cognitivo (dependiente e independiente), estilo de comunicacion (pasivo, asertivo y agresivo),
estilo de aprendizaje (activo, reflexivo, tedrico y pragmatico), entre otros. El modelo se evalua
mediante la simulacion de un curso en linea con 45 alumnos de diversas areas del
conocimiento, tales como bellas artes, ciencias exactas y naturales, ingenieria, biologia, etc.
Ademas, incluimos una lista de objetos y objetivos de personalizacion, para determinar las
potencialidades, cualidades y preferencias personales del alumno.

El resto del documento esta distribuido como sigue: en la Seccidon 2 revisamos algunas técnicas
de modelado del alumno. En la Seccion 3 presentamos las redes bayesianas (RBs). En la
Seccion 4 describimos el disefio del experimento. En la Seccidon 5 mostramos las variables que
componen nuestro MB y definimos las fases del conocimiento, estas fases son fundamentales
para la personalizaciéon del PALP. La Seccion 6, contiene los resultados principales de esta
investigacion, los cuales son muy utiles para inferir las distribuciones de probabilidades
condicionales y conjuntas, asi como el tipo de perfil del alumno en cada una de las fases y las
probabilidades previas y posteriores de los nodos padres y de los nodos hijos. Por tltimo, en la
Seccion 7 presentamos las conclusiones de nuestra investigacion.

2. Técnicas de modelado del alumno

Para construir el modelo del alumno necesitamos inferir cierta caracteristica de éste, tales como
sus habilidades, creencias, motivos, preferencias individuales, necesidades personales, estilos
de aprendizaje, conocimientos previos, acciones futuras y asi sucesivamente. Esa caracteristica,
implica incertidumbre cuando se usa en un STI. Existen técnicas para tratar los casos de
incertidumbre: 1) métodos deterministas: suponen que toda la informacion requerida puede
cuantificarse a priori y hacerla disponible en caso necesario [1]; 2) métodos de extension
algoritmicos y deterministas: asumen que algunos algoritmos pueden abarcar todos los planes y
sus acciones correspondientes [8]; 3) aprendizaje de maquina: los sistemas del modelado
tradicional del usuario tienen desventajas, algunas de éstas pueden ser cubiertas con las
técnicas del aprendizaje de maquina [4]; 4) logica difusa: estas técnicas son usadas para
representar y concluir con conceptos vagos, para imitar el estilo de razonamiento humano; 5)
métodos probabilistas. Ejemplos de estos métodos son: las redes bayesianas de creencia,
factores de certeza, Dempster-Shafer y otros mas. Tales métodos se basan en la premisa de que
asignar un cierto valor a la hipdtesis del plan, reflejando la probabilidad de lo que esta siendo
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demandado por el usuario [7]. De acuerdo con Heckerman [5], una red bayesiana (RB) ofrece
un gran nimero de ventajas para el andlisis de datos, algunos de ellos son: el modelo puede
manejar situaciones donde algunos datos de entrada estan perdidos y el modelo también nos
permite deducir relaciones causales entre variables o nodos.

3. Redes bayesianas

Conforme a Friedman y Goldsmidt [2], una RB es un modelo grafico para representar
eficientemente una distribucion de probabilidad conjunta en un conjunto de variables aleatorias
V. Una RB es denotada por (G, P) donde G es una grafica aciclica dirigida (GAD) definida en
V' (esta grafica codifica relaciones de independencia entre las variables contenidas en V); y P
denota un conjunto de distribuciones de probabilidad locales, una por cada wvariable
condicionada por sus padres. Las variables estan representadas por los nodos que indican
conceptos y las flechas que denotan dependencias de causa-efecto entre los conceptos. Los
nodos finales se visualizan como efectos (valores recabados de los ambientes de aprendizaje),
mientras que el nodo de mayor nivel se toma como causas. Cada nodo tiene dos o mas
resultados posibles; cada resultado es denominado un estado de la variable. Asi, la
probabilidad asociada a cierto perfil del alumno se obtiene desde una GAD. Una vez que el
perfil del estudiante es determinado, puede usarse ocasionalmente para construir el modelo de
aprendizaje personalizado de este alumno.

Sea V ={x,,x,,---,x,} el dominio, tal que su RB asociada represente la distribuciéon de
probabilidad conjunta P(x) sobre el conjunto de variables aleatorias x,. La probabilidad
conjunta se calcula mediante la formula:

P(XIJXZJ"'nxn):ﬁP(xi/Hi) (1)

en donde II, es un conjunto de padres relativos a cada una de las variables x,, tal que
I, c {x,x,,---,x,,} es un subconjunto de variables en donde x; es condicionalmente
dependiente. Usando la regla de la cadena para variables aleatorias [9] podemos reescribir la
distribuciéon de probabilidad conjunta como sigue:

P(xl,xz,---,xn/e):HP(xl./xl,xz,--- X e) 2)

s NVp—1°
i=1

donde e representa la evidencia con respecto a la variable x;.

Ahora, para cada x, habra alguno subconjunto I, V' tal quex, y V sean condicionalmente
independientes dado IT,. Esto es,
P(xl./xl,x2,~-~,xn_l,e)=P(xl./Hl.,e) (3)

La estructura de la RB codifica las afirmaciones de independencia condicional como una
grafica aciclica dirigida tal que cada nodo corresponde a una sola variable y los padres del



OPTIMIZACION DEL PROCESO DE APRENDIZAJE...

nodo correspondiente a x; son los nodos asociados a las variables en I1,. El par formado por la

estructura (la gréafica) y la coleccion de las distribuciones locales P(xi

Hi) de cada nodo en el

dominio, constituye la RB para este dominio.

Tabla 1. Variables del MB y sus estados.

Variable

Estados o resultados posibles y su notacién

Objetivos de Personalizacion

1. Conocimientos previos 1) Bajo, 2) Intermedio, y 3) Alto

2. Estilo de aprendizaje 1) Activo, 2) Reflexivo, 3) Teodrico, y 4) Pragmatico

3. Estilo cognitivo 1) Dependiente (DEP), y 2) Independiente (IND)

4. Estilo de comunicacion 1) Pasivo (PAS), 2) Asertivo (ASE), 3) Agresivo (AGR)

5. Estilo de enseflanza preferido 1) Autoritario, 2) Demostrador, 3) Facilitador, y 4) Delegador

6. Técnicas de aprendizaje 1) Para aprendizaje visual, 2) Para aprendizaje activo, y 3) Para aprendizaje colaborativo (COL)

7. Preferencias individuales 1) Visuales, 2) Auditivas, y 3) Kinestéticas (KIN)

8. Curriculo 1) Ciencias Exactas y Naturales, 2) Ingenieria, 3) Biologia y Ciencias de la Salud, 4) Ciencias

Sociales, 5) Econdomicas y Administrativas, y 6) Humanidades y Bellas Artes

Objetos de Personalizacién

9. Necesidades personales

1) Ambientales (AMB), 2) Emocionales (EMO), 3) Sociales (SOC), y 4) Fisiologicas (FIS)

10. Seleccion de los objetos de

1) En CD ROM, 2) En linea, y 3) Combinado

aprendizaje
11. Presentacion de los objetos de 1) Por necesidad del programa de ensefianza, y 2) Como una facilidad para tener acceso a un objeto
aprendizaje de aprendizaje particular sugerido

12. Seleccion de métodos de entrada

1) Ratén, 2) Teclado, 3) Pulsador, 4) Sistema de reconocimiento de lenguaje (SRL)

13. Dispositivos de aprendizaje

1) Objetos inteligentes, (OI) 2) Infraestructuras de la informacion (II), y 3) Ambientes artificiales
compartidos (AAC)

14. Usabilidad del sistema de software
por parte del alumno

1) Buena, 2) Regular, 3) Deficiente

Fase de personalizacién

15. Fase de los conocimientos previos

1) Adaptar, 2) No adaptar

16. Fase del progreso del conocimiento

1) Adaptar, 2) No adaptar

17. Fase de los objetivos y metas del
profesor/alumno

1) Adaptar, 2) No adaptar

18. Fase de las preferencias y
experiencia de navegacion

1) Adaptar, 2) No adaptar

Demanda

Demanda fase 1
19. Sistema 1) Adecuacion automatica (AA) , 2) Adecuacion manual (AM)
20. Alumno 1) Capacitar (CAP), 2) No capacitar (NCAP)

Demanda fase 2
21. Sistema 1) Adecuacion automatica (AA), 2) Adecuacion manual (AM)
22. Alumno 1) Capacitar (CAP), 2) No capacitar (NCAP)

Demanda fase 3
23. Sistema 1) Adecuacion automatica (AA) , 2) Adecuacion manual (AM)
24. Alumno 1) Capacitar (CAP), 2) No capacitar (NCAP)

Demanda fase 4
25. Sistema 1) Adecuacion automatica (AA) , 2) Adecuacion manual (AM)
26. Alumno 1) Capacitar (CAP), 2) No capacitar (NCAP)

4. Diseio del experimento

En nuestro experimento se asigna aleatoriamente un estilo de aprendizaje a cada uno de los 45
alumnos del curso mencionado en la Seccion I, se asigna también un estilo cognitivo, un estilo
de comunicacion, un estilo de ensefanza preferido, técnicas de aprendizaje preferidas, un nivel
de conocimientos previos, preferencias individuales, un curriculum o experiencia en el area
(ingenieria, biologia, etc.), y necesidades personales. Cada caracteristica representa un objetivo
de personalizacion del alumno en el MB. Ademas, asignamos aleatoriamente a cada uno de los
estudiantes las siguientes particularidades: seleccion de objetos de aprendizaje (CD-ROM, en
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linea, cualquier combinacion de estas dos formas), seleccion de métodos de entrada (raton,
teclado, pulsador, sistema de reconocimiento de lenguaje), dispositivos de aprendizaje
preferidos y nivel de usabilidad del sistema por parte del alumno. Cada caracteristica
representa un objeto de personalizacion del alumno en el MB. Tanto los objetivos como los
objetos de personalizacion, son considerados como eventos independientes entre si. Cada
objeto u objetivo de personalizacion representa una causa que tiene un efecto directo en alguna
de las cuatro fases del conocimiento antes mencionadas. Cada fase, a su vez, es considerada
como una causa que tiene un efecto directo en el aprendizaje del alumno y en la adecuacion del
sistema de ensefianza/aprendizaje. También, el alumno y el sistema de computo son tomados
como eventos mutuamente independientes. Asi, es posible determinar el perfil deseable en

cada fase. En la siguiente seccion, vemos como se construyd el MB para la optimizacion del
PALP.

5. Modelacion de las fases del conocimiento con RBs

El andlisis de datos se realizd considerando las probabilidades més altas de los resultados
obtenidos en cada una de las fases de personalizacion. Estas probabilidades representan la
credibilidad del STI usado para el proceso de ensefianza/aprendizaje en linea, acerca de las
caracteristicas del alumno que determinan su tipo de personalizacion. El resultado final se
obtiene multiplicando las probabilidades calculadas en el nodo del alumno y en el nodo del

SII.
Lo . . N T~ ’m @
P a -

Técnicas de aprendizaje ‘_——

Estilo
cognitivo

Personalizacion de
los conocimientos previos

Tipo de
personalizacion del

@ : alumno \
& / ------------- Presentacion de los
objetos de aprendizaje
Necesidades
personales
Estilo de

aprendizaje
Seleccion de métodos
de entrada
Dispositivos de Seleccion de objetos de
aprendizaje aprendizaje Pulsador
&>

Figura 1. Estructura de la red bayesiana (ver nomenclatura en la Tabla 1).

Personalizacién de los
objetivos y metas del
profesor/alumno

Personalizacion de las
preferencias y experiencia
de navegacion

Usabilidad del sistema
de software

7
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Construir un MB para un dominio implica una diversidad de tareas [6,9]. La primera tarea
consiste en identificar las variables significativas y sus posibles valores. En nuestro dominio
aplicacion, las variables representan objetivos y objetos de personalizacion, las fases de
personalizacion, el alumno y el sistema (STI). La Tabla 1 muestra las variables y sus estados
que se usan en este articulo.

La segunda tarea consiste en construir la parte cualitativa identificando las independencias
entre las variables. Luego, debemos expresar esto en una GAD que codifique las afirmaciones
de las independencias condicionales. Esta grafica es denominada estructura de la RB y es
mostrada en la Figura 1. En esta figura, el PALP esta dividido en cuatro fases:

1. Fase de los conocimientos previos. En esta etapa, se detecta el nivel de conocimientos del
alumno por medio de una evaluacion individual, y mediante algun procedimiento, los objetos
de aprendizaje son seleccionados y puestos al alcance del alumno dependiendo del nivel de
conocimientos detectado. En nuestro MB esta fase es considerada como una causa de los
siguientes objetivos de personalizacién: conocimientos previos del alumno, estilo cognitivo
del alumno y estilo de comunicacion. Teniendo estos objetivos en mente, es posible capacitar
al alumno (si es necesario) para usar el STI 6ptimamente y obtener informacion particular del
alumno. Asi, el STI se podra adaptar a las necesidades del alumno y estara listo para usarse
en las fases siguientes.

2. Fase del progreso del conocimiento. En este paso, el proceso de aprendizaje del alumno se
controla mediante trayectorias o itinerarios personales de aprendizaje, de acuerdo a algunas
caracteristicas especificas del alumno. Esta fase se considera como causa de los objetivos de
personalizacion: estilo de aprendizaje, técnicas de aprendizaje, y el objeto de personalizacion
de las preferencias individuales. Asi, es posible capacitar al alumno y adecuar al STI de
modo que el alumno obtenga el conocimiento deseado durante la etapa de aprendizaje, de
acuerdo a los objetivos y objetos de personalizacion identificados en esta fase y en la
primera.

3. Fase de los objetivos y metas del profesor/alumno. En esta etapa, se guia al alumno
mediante trayectorias especiales de aprendizaje acordes a los objetivos y metas tanto del
profesor como del alumno. Esta fase es considerada como una causa de los objetivos de
personalizacion: curriculum o experiencia en el drea, necesidades personales, estilo de
ensefnanza preferido y el objeto de personalizacion: dispositivos de aprendizaje preferidos.
Con estos objetivos y objetos de personalizacion, es posible preparar al estudiante y al STI de
acuerdo a los objetivos y metas tanto del profesor como del alumno, y seleccionar los
contenidos y su presentacion.

4. Fase de la experiencia y preferencias de navegacion. En esta paso, se ofrecen al alumno
varios apoyos a la navegacion. Aqui, el estudiante puede tener la libertad total de navegacion,
o puede ser guiado a objetivos y metas especificos mediante itinerarios de aprendizaje
previamente establecidos. En el MB, esta fase se considera como una causa de los objetos de
personalizacion: Usabilidad del sistema por el alumno, eleccion de los métodos de entrada,
seleccion de los objetos de aprendizaje y presentacion de los objetos de aprendizaje.
Conociendo estos objetos de personalizacion es posible preparar al alumno para la
navegacion y al STI de acuerdo a las preferencias y experiencia del alumno. El resultado
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obtenido en cada una de las fases, es usado para determinar el modelo personalizado de
aprendizaje del alumno.

6. Resultados del experimento

Ahora discutiremos las estadisticas obtenidas en nuestro experimento (curso en linea
simulado), el cual describimos en la Seccion 4. Las probabilidades mostradas en esta seccion,
son las frecuencias relativas obtenidas en la simulacion.

6.1. Distribuciones de probabilidad condicional y probabilidad conjunta

Las independencias condicionales entre los objetos y los objetivos de personalizacion definen
la estructura de la RB de la Figura 1. Esta estructura se usa para obtener probabilidades
conjuntas de perfiles del alumno tales como
(4)
P(Alto, IND, ASE, Adaptar, CAP, AA)

en la Fase 1.
P(Activo, COL, Visual, Adaptar, CAP, AA) (5)

en la Fase 2, y asi sucesivamente.
En cada fase, los perfiles se obtienen mediante el producto de probabilidades tales como:
P(Alto, IND, ASE, Adaptar, CAP, AA)x P(Alto, IND, ASE, Adaptar, CAP, AA) (6)

donde el primer factor corresponde a la probabilidad del nodo del alumno y el segundo factor a
la probabilidad del nodo del STI. Se selecciona el perfil con mayor probabilidad y se establece
como el tipo de personalizacion del alumno (TPA) en la fase correspondiente. Este perfil
representa la credibilidad del STI en relacion a las caracteristicas del estudiante. Para construir
la RB completa, debemos calcular el valor de un conjunto probabilidades condicionales

correspondientes a las distribuciones locales P(x[|1_[i). El modelo queda completo
estableciendo el valor de las probabilidades asociadas a cada nodo de la grafica. Esto es, en
cada fase estableceremos una funcion de distribucion de probabilidad (FDP), I1,, para cada

estado de los nodos. Las funciones de distribucion de probabilidad asociadas con los nodos
independientes tienen una distribucion multinomial [9].

6.2. Perfiles del alumno en la primera fase

La seccion punteada de la Figura 1 engloba la estructura de la RB de la personalizacion de los
conocimientos previos en la Fase 1. Las Tablas 2, 3 y 4 contienen las estadisticas de esta fase,
las cuales representan las distribuciones de probabilidad de los nodos padres: nivel de
conocimientos previos, estilo cognitivo y estilo de comunicacion, respectivamente.
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Tabla 2. FDP del nivel de Tabla 3. FDP del estilo de Tabla 4. FDP del estilo de
conocimientos previos. comunicacion. cognitivo.
1. Nivel de Prob 4. Estilo de 3. Estilo cognitivo | Prob.
conocimientos previos ) comunicacion Prob. 1. Dependiente 0.5556
1. Alto 0.2667 1. Pasivo 0.4444 2. Independiente | 0.4444
2. Intermedio 0.4222 2. Asertivo 0.2223
3. Bajo 0.3111 3. Agresivo 0.3333

En la Tabla 2 note que el 42.22% de las veces, el nivel de conocimientos previos del alumno ha
sido intermedio. Estos valores se actualizan al mismo tiempo que el administrador del sistema
de computo, recopile informacion acerca del nivel de conocimiento de sus usuarios. Las
probabilidades de las Tablas 3 y 4 indican algo similar.

Procediendo de una manera andloga, las Tablas 5, 6 y 7 muestran las probabilidades
condicionales de los nodos hijos Personalizacion de los conocimientos previos, Alumno y
Sistema, respectivamente. El cuarto renglon y la cuarta columna de la Tabla 6, indica la
siguiente probabilidad condicional

P(Adaptar/Bajo, Agresivo, Dependiente) (7)

Tabla 5. Probabilidades condicionales para el nodo de la Fase 1.

Adecuacién del sistema en la fase de
Nodos padres . .
los conocimientos previos
Nivel de conoctmientos EStll.o de. X Estilo cognitivo Adaptar No adaptar
previos comunicacion
Pasivo Dependiente 0.5 0.5
Independiente 1 0
) Asertivo Dependiente 0 1
Bajo Independiente 1 0
. Dependiente 0.6667 0.3333
Agresivo -
Independiente 0.3333 0.6667
. Dependiente 0.25 0.75
Pasivo
Independiente 0.5 0.5
Intermedio Asertivo Dependu’inte 0.6 0.4
Independiente 0 1
Agresivo Dependiente 1 0
£ Independiente 0.6667 0.3333
Pasivo Dependiente 0.5 0.5
Independiente 1 0
. Dependiente 0.6667 0.3333
Alto Asertivo -
Independiente 1 0
) Dependiente 0 1
Agresivo Independiente 0.6667 0.3333

Las probabilidades de las Tablas 6 y 7 indican algo similar.
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Tabla 7. Probabilidades condicionales para el nodo

sistema de la Fase 1.

Nodo Alumno Nodo Sistema
Personalizacion de No Personalizacion de | Adecuacion | Adecuacion
los conocimientos | Capacitar . los conocimiento automatica manual
. capacitar .
previos previos
Adaptar 0.5769 0.4230 Adaptar 0.6484 0.3516
No adaptar 0.6316 0.3684 No adaptar 0.5544 0.4456

Por cuestiones de espacio se omitieron los resultados de las Fases 2, 3 y 4, mismas que se
pueden consultar en [12].

6.3. Probabilidades previas y posteriores de los perfiles

El proposito de esta seccion es calcular las probabilidades de todos los perfiles posibles que se
generan en cada fase de personalizacion. Por ejemplo, en la fase de los conocimientos previos
obtenemos probabilidades previas tales como:

P(Alto, Independiente, Asertivo, Adaptar, capacitar, Adecuacion. Automatica)  (8)

Las probabilidades se calculan en dos partes. La primera parte proporciona la probabilidad del
nodo del alumno, y la segunda la probabilidad del nodo del sistema. Por consecuencia, la
probabilidad total se calcula mediante la multiplicacion directa por ser nodos independientes.

6.3.1. Probabilidades previas

Las probabilidades previas tales como (8), se calculan mediante el teorema de probabilidad
total. Para informacion mas detallada consultar [12]

6.3.2. Probabilidades posteriores

Cuando se termina una actividad o modulo en el curso en linea, podemos hacer inferencias
sobre la actividad o moédulo siguiente, usando las probabilidades previas y calculando las
probabilidades posteriores. Estas probabilidades pueden usarse para deducir las caracteristicas
y necesidades del alumno, adecuaciones del sistema y otros requerimientos del curso en linea.
También, estas probabilidades pueden usarse para inferir perfiles parciales del alumno tales
como P(alto, pasivo, dependiente) o P(capacitar/alto, pasivo, dependiente).

Para calcular las probabilidades posteriores de todos los nodos de la Fase 1 (ver Figura 1
seccion punteada en rojo), usamos las probabilidades previas mostradas en las Tablas 1I-V y el
software MSBNX [10]. Los resultados se muestran en la Figura 2. En esta Figura, el primer
valor de la columna State 0 de la Figura 2 (0.6009), representa la probabilidad de que un
alumno dado necesite capacitarse. Por lo tanto, el STI tomara la decision el 60.09 por ciento de
las veces de sugerir alguna forma de capacitacion al alumno. Similarmente, el tercer valor de la
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columna State 0 de la Figura 2 (55.56), significa que existe un 55.56% de probabilidad de que
un alumno particular tenga un estilo cognitivo dependiente. Asi, el STI tomard esta
probabilidad para asignar un estilo cognitivo al alumno con estilo cognitivo desconocido y asi
sucesivamente.

=¥ Evaluation: 0 |Z| |E| @

Conocimientos previos Spreadshest ] Bar Chart ] Recommendations l
[Fl& Aumno
[Fle Conocimientos_Previos Mode Name State0  |Gtated | Stats 2
@ Estilo Cognitivo Alumio Capacitar | Mo capacitar
[/l Estia_ds_Comunicacidn [0.6003 0.3331
[l Personalizacidn_Conoc_Previos | Conocimienta Previos Bajo Irtermedio Bt
[[le Sistema 0.3241 0.4338 0.2361
Estilo Cogritiva Dependiente| Independiente
0.5556 0.4444
E ztilo de Comunicacian Paziva Azertivo bgresivo
0 4444 02223 03333
Personalizacidn de Conoc. Previos | Adaptar Mo Adaptar
0.5615 0.4381
Sistema Lutomatica | Manual
0.6072 (1.3328
S >

Figura 2. Probabilidades posteriores de la Fase 1.

Por otro lado, usando los valores mostrados en la Figura 2, podemos aplicar el Teorema de
Bayes para calcular las probabilidades posteriores y hacer inferencias acerca del perfil parcial
de personalizacion del alumno considerando su tipo de personalizacion. Este calculo puede
hacerse como sigue:

P(Alto, Pasivo, Dependiente/Adaptar)
P(Alto, Pasivo, Dependiente)

P(Adaptar/Alto, Pasivo, Dependiente) =

_ P(Alto, Pasivo, Dependiente/Adaptar) x (0.5619)
(0.2361)%(0.4444) % (0.5556)

0.5

Asi,
P(Alto, Pasivo, Dependiente/Adaptar) = 0.052

Esto indica que, que cuando sabemos que en alguna actividad o médulo del curso en linea se
necesitd adaptar el sistema, hay un 5.2% de posibilidad de que un alumno tendrd un perfil
parcial ( Alto, Pasivo, Dependiente ).

De una manera similar, podemos hacer deducciones acerca de un perfil de personalizacién
parcial en un curso en linea calculando las probabilidades previas, usando el valor de la Tabla
5 (primera columna y treceavo renglon) y las probabilidades de las Tablas 2-4.
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Perfil Conocimientos Estilo Estilo de PZ‘:;’:::‘::E;O“ Estado del Adecuacion del Prob
previos cognitivo comunicacion . : alumno sistema :
previos
1 Capacitar Manual 0,0164
2 Adaptar Automatico 0,0106
3 No Capac Manual 0,0109
4 Pasivo : Automatico 0,0070
5 Capacitar Manual 0,0128
6 . Dependiente No adantar Automatico 0,0083
7 Bajo oadap Manual 0,0085
3 No Capac. Automético 0,0055
Truncado para Asertivo
49 Capacitar Manual 0,0223
50 Adaptar Automatico 0,0144
51 No Capac Manual 0,0148
52 Pasivo i Automatico 0,0096
53 Capacitar Manual 0,0174
54 No adaptar Automatico 0,0112
55 No Capac Manual 0,0115
56 : Automatico 0,0075
Dependiente Truncado para Asertivo
65 Capacitar Manual 0,0223
66 Adaptar Automatico 0,0144
67 No Capac Manual 0,0148
68 . i Automatico 0,0096
69 Intermedio Agresivo . Manual 0,0174
70 No adaptar Capacitar Automatico 00112
71 No Capac Manual 0,0115
72 i Automatico 0,0075
73 Capacitar Manual 0,0223
74 Adaptar Automatico 0,0144
75 No Capac Manual 0,0148
76 Pasivo : Automatico 0,0096
77 Capacitar Manual 0,0174
78 Independiente No adaptar Automatico 0,0112
79 No Capac Manual 0,0115
80 i Automatico 0,0075
81
Truncado para Agresivo
Truncado para Dependiente
Truncado para Pasivo
137 Capacitar Manual 0,0120
138 Alto Adaptar Automatico 0,0077
139 Independiente No Capac Manual 0,0079
140 Aoresi i Automatico 0,0051
141 grestvo Canacit Manual 0,0093
142 No adaptar apacrar Automatico 0,0060
143 No Capac Manual 0,0062
144 i Automatico 0,0040
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6.3.3. Perfiles de personalizacion del alumno

Usando los resultados de la Figura 2, obtenemos la Tabla 8 mediante multiplicaciones directas
dado que los eventos son independientes. Esta tabla contiene todos los perfiles de
personalizacion posibles en la fase 1 y sus probabilidades.

De acuerdo a nuestro MB, el perfil con la probabilidad mas alta sera la credibilidad del sistema
experto (STI) acerca del TPA. En este caso, hay tres perfiles posibles, ellos son los perfiles 49,
65 y 73 de la Tabla 8. El SIT escogera aleatoriamente uno de estos perfiles. En estos tres
perfiles, hay tres cosas en comun: 1) el sistema requiere adaptacion, 2) el alumno necesita
capacitacion, 3) la adecuacion del sistema debe ser manual.

7. Conclusiones

Hemos disefiado un modelo matematico util para deducir el TPA, usando los objetivos y
objetos de personalizacion. Nuestro modelo puede optimizar el proceso global del aprendizaje
en linea del alumno siempre y cuando los contenidos, el apoyo, la infraestructura y la
orientacion adecuada sean dados al alumno. Por lo tanto, es necesaria una labor
multidisciplinaria entre profesionales de la educacion, psicologia y ciencias de la computacion,
todas ellos apoyados en la ingenieria del conocimiento cuya aplicacion puede responder, en
general, a los requerimientos y problemas especificos de los alumnos y/o profesores. Las
caracteristicas principales del modelo propuesto aqui son: las relaciones causales entre los
objetivos y objetos de aprendizaje, las fases del conocimiento, alumno y sistema electronico
usado para gestionar el proceso de ensefianza-aprendizaje del alumno. Obtuvimos un conjunto
de perfiles de personalizacion considerando las principales caracteristicas del alumno. Estos
perfiles pueden usarse para proponer un modelo de ensefianza-aprendizaje al alumno, con el
cual pueda optimizar su PALP de acuerdo a sus necesidades reales. Dicho MB puede servir,
total o parcialmente, durante el proceso de ensefianza-aprendizaje, para realizar diagnosticos
acerca de TPA, en caso de incertidumbre o de datos perdidos relativos a las caracteristicas
individuales del alumno. Es importante mencionar que el modelo por si mismo no garantiza el
aprendizaje del alumno, ya que el conocimiento de éste depende (en gran medida), de la
actitud, el esfuerzo, el desempefio e interés por obtener el conocimiento.
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Resumen

La presente ponencia es un reporte de investigacion realizada en el Estado de
Hidalgo, con la finalidad de dar a conocer y analizar como se promueve el
desarrollo de competencias matemdaticas en educacion primaria e identificar las
problematicas que se presentan durante el proceso enseiianza aprendizaje; con el
proposito de implementar una propuesta de innovacion a través de actividades con
apoyo de materiales manipulables que permitan el desarrollo de competencias
matemdticas  (planteamiento y  resolucion de problemas, comunicacion,
argumentacion y utilizacion de técnicas).

1. Introduccion

La principal intencion y la gran apuesta de los cambios de enfoque propuestos en los Programas
de Estudio del Acuerdo Nacional para la Modernizacion Educativa de 1992, fueron la
reorientacion de la practica educativa, de manera que el desarrollo de capacidades y
competencias cobrase primacia por sobre la vision predominantemente memoristica e informativa
del aprendizaje que la educacion basica conserva desde su origen.

Esta reforma curricular en educacion primaria en especifico, enfatiza los procesos de aprendizaje
con una nueva concepcion de las competencias de lectura, escritura y matematicas, de llevar a las
aulas actividades de estudio que despierten el interés de los alumnos y los inviten a reflexionar.
Sin embargo, en la escuela se generan y reproducen practicas que provocan esta persistencia en la
ensefnanza y la evaluacion que impiden mejorar los resultados educativos, pese a los esfuerzos de
la politica educativa (produccion y distribucion de materiales, actualizacion de profesores y
programas de estimulos al desempefio profesional).

Considerando lo anterior es necesario retomar el trabajo y la experiencia de quienes laboran en
las instituciones educativas. La educacion primaria debe proporcionar a todos sus educandos
herramientas suficientes que les permitan avanzar a los grados superiores, pero principalmente
brindar una educaciéon de calidad. En este sentido la Direccion de Investigacion Educativa y
Fortalecimiento Institucional del Estado de Hidalgo (DIEFI), se ha preocupado por darle
prioridad al establecimiento de acciones que permitan contribuir al mejoramiento de una
educacion de calidad dentro del estado, mismas que estdn orientadas a promover de manera
prioritaria la investigacion educativa, cuyo rigor metodoldgico garantice incidir favorablemente
en las principales problematicas educativas en los distintos niveles y servicios que integran la
Secretaria de Educacion Publica de Hidalgo; por lo que se dio a la tarea de realizar la
investigacion “Competencias matematicas en educacion primaria”.
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2. Antecedentes

El hecho de que se ensefien matematicas en la escuela primaria responde a dos necesidades, la
individual y la social; cada uno de nosotros debe saber un poco de matematicas para poder
resolver o por lo menos reconocer los problemas a los que nos enfrentamos mientras se convive
con los demas. La presencia de las matematicas en la escuela es una consecuencia de su presencia
en la sociedad, por lo que cuando ésta se basa sélo en la ensefianza formal se reduce su valor
social. Con relacion a ello se han realizado recientemente evaluaciones en nuestro pais que dan
cuenta del logro que han tenido nuestros alumnos en esta materia, asi mismo el identificar cuales
son los retos que tiene México en materia educativa, entre éstos destacan: los resultados de las
pruebas nacionales aplicadas en 2003, indican que la mitad de los estudiantes de educacion basica
muestran un desempefio desfavorable en el drea de razonamiento matematico, de acuerdo con el
Instituto Nacional para la Evaluacion de la Educacion. La media nacional de respuestas correctas
en los examenes de ingreso a la educacion media superior aplicados por el Centro Nacional de
Evaluacion para la Educacion Superior en el 2003, fue de 46.7%, lo que significa que los casi 536
mil egresados de secundaria pudieron contestar correctamente en promedio s6lo 60 de las 128
preguntas de una prueba disefiada para que la mayoria de los participantes acierte por lo menos
64. Se observo que el rendimiento de los jovenes a quienes se les aplico la prueba fue mas
desfavorable en las areas de matematicas (43.7%) y fisica (43.3%).

Durante el ciclo escolar 2004-2005, en el Estado de Hidalgo el Centro de investigacion educativa
y fortalecimiento institucional, a través del equipo técnico de la propuesta tedrico-practica de
“Ludoteca interactiva de matematicas”, aplico una evaluacion diagnéstica con contenidos
matematicos a grupos de primer grado en diferentes escuelas del nivel de secundaria (4 generales,
6 técnicas y 5 telesecundarias) en las regiones de Apan, Actopan, Huichapan, Zacualtipan, Tula,
Tepehua, Pachuca, Tulancingo y Huejutla, con el proposito de conocer el grado de conocimientos
con que cuentan los alumnos al ingresar a este nivel. Los resultados obtenidos en esta evaluacion
reflejan un bajo porcentaje de aprovechamiento general (35.10%). Las principales deficiencias
detectadas fueron: el anélisis y resolucion de problemas que incluian dos o mas operaciones, el
uso de formulas para célculo de perimetros, areas y volimenes, imaginacidon espacial,
razonamiento matematico y operaciones basicas con numeros fraccionarios y decimales; asi
mismo, también se pudo identificar que prevalecen las practicas de ensefanza rutinarias.

Considerando estos datos estadisticos se realiza un estudio retrospectivo en 1993, en donde la
Secretaria de Educacion Publica inicia un proceso de cambio al incorporar acciones como apoyo
a la labor profesional que se lleva en las escuelas primarias, con la intencion de facilitar el trabajo
dentro de las aulas, asi como proporcionar material de estudio para los maestros que deseen
profundizar en el enfoque didactico para la ensefianza, el estudio y el aprendizaje de las
matematicas, proporcionando recomendaciones generales para cada uno de los ejes tematicos que
se trabajan en la educacioén primaria. Se sabe que durante el proceso ensefianza-aprendizaje se
encuentran infinidad de factores que de alguna manera influyen en la baja calidad educativa, pero
no basta con darse cuenta que existen problemas, sino se necesita tomar la decision de hacer algo
al respecto, por lo que es necesario propiciar una transformacion decidida por parte de los actores
que intervienen en el sector educativo, con el proposito de realizar transformaciones en lo que se
hace, pero principalmente en el como se hace.

18



HERNANDEZ ET AL.

De esta reflexion nace el interés por realizar un proyecto de investigacion que otorgue al docente
una serie de informacion, que le permita tomar sus propias decisiones que sean de utilidad a los
alumnos en su vida cotidiana, pero sobre todo que esos conocimientos sean duraderos; es
importante reforzar las diferentes estrategias y recursos didacticos que permiten a docentes y
alumnos favorecer el dominio conceptual de esta asignatura, teniendo siempre presentes los
propositos centrales de plan y programas oficiales y las sugerencias de los materiales de apoyo
editados por la Secretaria de Educacion Publica.

3. Justificacion

El Programa Nacional de Educaciéon 2001-2006, en el capitulo correspondiente a educacion
basica hace referencia a promover el desarrollo de la investigacion educativa y aprovechar sus
resultados como insumo para el disefio, la evaluacion y la reorientacién oportuna de las politicas,
programas y materiales educativos, asi como para la transformacién de las practicas educativas
en el aula y en la escuela; asimismo, fomentar la innovacion educativa para el mejoramiento de la
calidad y la equidad de los servicios educativos, asi como las necesidades y problemas locales
derivados de la diversidad regional y social del pais (p.148). En el Plan Nacional de Desarrollo
2007-2012, se persigue la misma intencién considerando en el Eje 3: igualdad de oportunidades,
los objetivos de elevar la calidad educativa, reducir las desigualdades en las oportunidades
educativas, impulsar el desarrollo y utilizacion de nuevas tecnologias en el sistema educativo
para apoyar la insercion de los estudiantes en la sociedad del conocimiento y ampliar sus
capacidades para la vida, asi como el de promover la educacion integral de las personas en todo
el sistema educativo, planteando en cada uno de estos objetivos.

En este sentido la Direccion de Investigacion Educativa y Fortalecimiento Institucional, se ha
preocupado por darle prioridad al establecimiento de acciones que permitan contribuir al
mejoramiento de una educacion de calidad dentro del estado; para ello se ha considerado la
importancia de construir diagnosticos y propuestas educativas que permitan abordar tematicas
que a partir de las reformas se consideran relevantes, teniendo como eje central las areas que han
presentado problematicas dentro de la educacion como es el caso de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas y el espafiol. Para contribuir en la mejora de la calidad educativa se analizaron
los resultados de distintas evaluaciones nacionales aplicadas a alumnos (ENLACE, EXCALE,
PISA 2003 y 2006) para detectar e intervenir en los campos problematicos. En cuanto a los
proyectos de investigacion que realiza la DIEFI se han considerado los niveles de educacion
secundaria y primaria; con respecto a este ultimo durante el ciclo escolar 2006-2007 se estructurd
el proyecto “Competencias matematicas en educacion primaria”.

La esencia del proyecto estd planteada con base en el constructivismo, considerando los aspectos
que destaca César Coll, donde se concibe al alumno como responsable y constructor de su propio
aprendizaje, y al profesor, como un coordinador y guia del aprendizaje de los nifios. Otro de los
planteamientos que realiza es el referente a que los contenidos escolares no deben ser arbitrarios,
considerando la concepcidn activa de los estudiantes, sin dejar de lado la accién pedagogica
especialmente del profesor que es considerada en un término asociado con el de construccion, el
del andamiaje o ajuste en la ayuda pedagbgica, el cual va modificandose a lo largo del proceso de
ensenanza-aprendizaje.
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Para el disefio del proyecto de “Competencias matematicas en educacion primaria” se
recuperaron elementos que refieren a las matematicas como herramientas funcionales y flexibles
que permiten resolver situaciones problematicas, y a través de la accion alternada entre proponer
y resolver problemas, se retoma la idea de Brousseau en relacion a la utilizacion de elementos de
la teoria de juegos y de la teoria de la informacion en la ensefianza de las matematicas, ademas de
considerar que “las matemadticas tienen un valor formativo que ayuda a estructurar todo el
pensamiento y a agilizar el razonamiento deductivo”, las cuales constituyen las nociones
centrales de la concepcion de las matemadticas, asi como de su ensefianza, ademds de que se
deben considerar “diferentes perspectivas de la asignatura que significa conocer y enseiar
matematicas”.

4. Metodologia

La metodologia considerada para llevar a cabo este diagndstico se plantea desde la perspectiva de
investigacion cualitativa y cuantitativa, centrando su interés principal en la busqueda de
informacion relacionada con los docentes y alumnos, lo que permitird dar cuenta de lo que se
hace, piensa y sabe con relacion a las matematicas en las escuelas de educacion primaria en tres
zonas escolares. Para realizar la investigacion se selecciond primeramente la muestra y se
disefiaron instrumentos de recoleccion de informacion (guia de observacion, guias de entrevista
para docentes y alumnos, encuestas y cuestionarios para docentes y una encuesta para alumnos
de tercero a sexto grado).

Las escuelas objeto de estudio para construir el diagndstico, fueron seleccionadas bajo una
muestra intencional, con el propdsito de tener las facilidades necesarias y poder llevar a cabo la
investigacion, cubriendo las siguientes caracteristicas: que pertenecieran a distintos contextos
socioculturales, ubicadas en localidades de zonas urbanas y rurales, que fueran de organizacion
completa y por ultimo, contar con el interés y la aceptacion voluntaria de directivos y docentes
para participar en el proyecto de investigacion.

Con la finalidad de observar y detectar de forma especifica la situacion que guarda la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas al interior de las aulas, el trabajo de campo se realiz6 en los seis
grados de las diferentes escuelas, dando prioridad a los alumnos y docentes del segundo y tercer
ciclo de educacion primaria. Para dar inicio a este estudio se realizaron diferentes acciones que
permitieron llevarlo a cabo, la primera de ellas fue la negociacion del acceso, es decir el
acercamiento con los supervisores y directivos de las tres zonas escolares, con el proposito de
darles a conocer a grandes rasgos el proyecto de investigacion; una vez aceptada la realizacion de
la investigacion, se procedid a oficializar ante las autoridades educativas estatales (director
general de educacion basica, director de educacion primaria, supervisores escolares y directores
de escuelas primarias). Posteriormente se realizaron reuniones colegiadas y personalizadas con
los docentes involucrados, a quienes se les plante de forma especifica el trabajo a realizar, asi
como el objetivo central del trabajo de investigacion. Por ultimo, se les dio a conocer la estrategia
de operatividad en donde se les proporciond un cronograma de actividades que les permitiria
identificar tiempos y fechas de visitas. Durante el trabajo de campo, se realizaron entrevistas a
sujetos clave, éstos se seleccionaron considerando su antigiiedad en la institucion, asi como sus
referencias profesionales dentro de cada zona escolar.
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Se realizaron visitas de exploracion y reconocimiento a las 24 escuelas propuestas por los
supervisores y directivos de las tres zonas escolares, donde se llevaron a cabo observaciones
durante la clase de matematicas, entrevistas a los docentes y alumnos de los seis grados de
educacion primaria, ademds de encuestas a alumnos de tercero, cuarto, quinto y sexto grado, y a
los docentes de todos los grados.

La intencion en todo momento fue, la recuperacion de evidencias empiricas que mostraran las
practicas cotidianas de los docentes en el proceso constructivo de las matematicas, el uso de
estrategias y recursos didacticos, su planeacion didactica y la evaluacion. Con lo que respecta a la
aplicacion de entrevistas y encuestas, el proposito central fue la busqueda de informacion sobre
su percepcion, importancia y utilidad que tienen las matematicas en el contexto cotidiano, las
dificultades que enfrentan docentes y alumnos en el desarrollo de competencias matematicas
(habilidades, conocimientos y actitudes), las necesidades de capacitacion y actualizacion
prioritarias (docentes), asi como obtener informacion especifica que permitiera complementar las
otras acciones de recoleccion utilizadas.

5. Resultados

En el quehacer docente, las profesoras y profesores de los diferentes niveles y modalidades de la
educacidn basica ponen en juego estrategias diversas para lograr que los estudiantes aprendan de
modo efectivo, sin embargo son muy frecuente los obstaculos con los que se enfrentan de forma
cotidiana, es en este sentido importante identificar aquellos que representan mayor problema para
el logro del desarrolld de competencias matematicas.

Principales problematicas que los docentes consideran que influyen en su practica pedagogica:

a) La puesta en practica de las sugerencias metodologicas en la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas

b) Pocos materiales y escasas actividades de manipulacién

c¢) Habilidades dificiles de desarrollar en los alumnos

d) Falta de motivacion de los alumnos por las matematicas

e) Contenidos que son dificiles de abordar con los alumnos.

f) Grupos numerosos.

g) Falta de tiempo para llevar a cabo las sesiones de matematicas

h) Falta de capacitacion y actualizacion referente a estrategias didacticas

1) Apoyo de los padres de familia

6. Propuesta

La propuesta estd basada en el uso de materiales concretos que propician el desarrollo de
competencias matematicas (habilidades, conocimientos y actitudes) utilizando el enfoque del
planteamiento y resolucion de problemas en donde docentes y alumnos interactiian con diversos
materiales manipulativos. Ademas del disefio y aplicacion de planeaciones didacticas que permite
a los docentes facilitar el proceso de ensefianza aprendizaje. En estas fichas de trabajo se
establecen actividades que permiten identificar el eje tematico a trabajar, temas y subtemas, asi
como de las consignas a trabajar con relacion al planteamiento y resolucion de problemas con el
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apoyo de materiales manipulativos los cuales tienen una estructura que permite abordar el
contenido de una forma fécil y posteriormente comprender el algoritmo formal que se plantea.

Se argumenta que el material concreto, juega un papel fundamental en la ensefianza-aprendizaje
de las matematicas, porque su correcta utilizacion constituye una importante base en la
adquisicion de conceptos, relaciones y métodos geométricos (por ejemplo) ya que posibilita una
ensefianza activa de acuerdo a la evolucion intelectual del alumno. También asumen la estructura
de la propuesta como una filosofia que enfatiza el “aprender haciendo” y rompe frontalmente con
los métodos de ensenanza formales: “Es un sistema basado en el aprendizaje activo y localizado
en el proceso de aprendizaje, mas que un proceso de ensefianza.”

7. Conclusiones

Es preciso terminar con la vision negativa que se tiene actualmente sobre las matematicas, que
origina rechazo a la misma, por ello es necesaria la implementacion de estrategias para la
ensefanza y el aprendizaje, en donde el alumno pueda aplicar dichos conocimientos en
problemas afines a su realidad. Es momento de innovar, estableciendo y reconociendo la
importancia que tiene que el alumno tome las riendas de su propio aprendizaje. La ensefianza de
las matematicas debe aproximarse a la cotidianidad del educando; para ello hay que reflexionar
sobre cuales son los centros de mayor interés que tiene la poblaciéon de alumnos a los que se
dirigen los esfuerzos, los cuales son en muchas ocasiones distintos a los del profesor que imparte
la asignatura, por lo tanto, se debe ampliar el campo de vision para considerar aspectos que
tradicionalmente no son abordados, en donde tenga cabida lo ladico, lo imaginario, lo mitico.

Es importante reflexionar que aunque los propositos planteados en el “Plan y programas de
estudio de educacion primaria” privilegian la adquisicion y el desarrollo de competencias
matematicas, no existen elementos que puedan brindar informacién sobre los logros alcanzados.
En este sentido se plantea como una necesidad una propuesta que apoye el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas en educacion primaria, que permita fortalecer el desarrollo de
competencias y en donde el alumno sea protagonista de su propio aprendizaje y que el uso de
recursos didacticos a través de materiales manipulables sea el eje central en este proceso.
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Resumen

En este trabajo se presenta el diserio, construccion y el control en tiempo real
(control remoto) de una grua equilibra, donde se muestra las diferentes
aplicaciones del control a distancia. Ademds se presenta las etapas del diserio
mecdanico, diserio electronico que constituye la construccion del prototipo, asi
como la implementacion en tiempo real, cuyo control empleado es por
radiofrecuencia. El prototipo es de tipo diddctico, cuyo objetivo es mostrar las
diferentes estrategias de control que puedan implementarse.

1. Introduccion

En la actualidad las industrias han estado cambiando debido a la transformacion que sufre la
tecnologia y las exigencias de la sociedad actual. Una de las areas mas desarrollada es el
control de procesos cuya finalidad es obtener un mejor rendimiento y optimizacion del
proceso. El area de control puede afirmarse que tiene muchas aplicaciones en la industria
actual, debido a la facilidad de adaptacion e implementacion. Considerando esta situacion
podremos destacar que para el transporte de material y equipo de gran dimension y peso el
control es relevante ya que se necesita desde maquinas simples como poleas, polipastos
donde se aplican las propiedades fundamentales de la fisica y hasta el uso de maquinas
sofisticadas como la gria. Una griia es una maquina de elevacion, traslacion y distribucion de
cargas. En general estan constituidas por poleas acanaladas y contrapesos para poder mover
pesos vertical y horizontalmente. Ademas, algunos utilizan maquinas simples (que requieren
el impulso de una sola fuerza para trabajar) para crear ventaja mecanica y lograr mover
grandes cargas. Haciendo algo de historia, las primeras grias fueron inventadas por los
griegos, a las cuales eran accionadas por hombres o animales. Estas gruas eran utilizadas
para la construccion de estructuras altas. Posteriormente, fueron desarrolladas grias mas
grandes utilizando poleas para permitir la elevacion de mayores pesos. Las primeras grias se
construyeron de madera, pero desde la llegada de la revolucion industrial los materiales mas
utilizados son el hierro fundido y el acero. Las gruas existen en una enorme variedad de
formas, cada una adaptada a un uso especifico entre ellas se encuentran fijas, apoyadas,
empotradas moviles, con traslacion, trepadora, telescopica, por su pluma (gria de pluma
horizontal, graa de pluma abatible).

El prototipo que se presenta no so6lo es de caracter educativo donde se pueda ilustrar las
diferentes técnicas de disefio y leyes de control existentes en la actualidad, ademas este
prototipo cumple con las especificaciones técnicas de disefio, las cuales son ttiles para futuras
implementaciones a nivel industrial, destacando que ahora solo se presentan los primeros
resultados de interés particular. En la Figura 1 se muestra una griia a nivel industrial.

25



ANTONIO Y CHAVERO

Actualmente el control de las griias esta pasando de operacion manual, que depende de la
habilidad de un operador, a un control automatizado, sobre todo si son muy grandes las cargas
y se deben mover con altas velocidades, en consecuencia nuevos métodos de automatizacion
se estan desarrollando. Por ejemplo combinacion de leyes de control clasico con leyes de
control moderno, también algunas investigaciones utilizan controladores de logica difusa para
el control automatizado de las gruas.

El objetivo principal de este trabajo es: disefiar y construir una grua para levantar una carga y
desplazarla de un punto a otro en su espacio de trabajo, basando su funcionamiento en el auto
equilibrio.

2. Descripcion del sistema y etapas

La griia que se propone en este proyecto es un sistema mecatronico experimental que basa su
funcionamiento en el equilibrio de momentos como se muestra en la Figura 1. En esta grua se
reduce en gran medida el lastre y elimina el anclaje, dado que va a ser ‘auto-equilibrada’. El
concepto de auto-equilibrio, implica prescindir de un sistema de anclaje, substituyendo por un
contrapeso desplazable como se muestra en la figura indicando también las dimensiones de
longitud, altura y carga. Las etapas que constituyen el trabajo son:

Disefio del sistema mecanico

Construir todos los elementos principales que componen una grua auto-equilibrada
Construir un sistema de manipulacion a distancia por radio frecuencia

Ensamblar todas las partes mecanicas y de control

Obtener un buen funcionamiento del disefio satisfaciendo las necesidades de trabajo

3. Modelado matematico del sistema

Es muy importante mencionar que en esta primera propuesta de gria auto equilibrada, se
considera unicamente la oscilacion de la carga en el plano xy, sabiendo que la carga (masa m;)
puede tener una oscilacion tanto en el plano xy como en el plano xz. En algunas gruas reales, el
analisis dindmico es en dos dimensiones por el tipo de griia y la forma de sujecion de la carga,
como el caso de desplazar contenedores en los puertos y barcos cargueros.

Figura 1. Equilibrio de momentos en la grua.
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Para compensar la oscilacion lateral de la carga (en el plano xz) se requiere de un mecanismo
similar de compensacion para lograr el equilibrio a la altura del mastil y de forma perpendicular
al plano xy como se muestra en la Figura 1, el cual por el momento no se implementa en este
sistema, debido a que antes de levantar la carga, la gria se va a girar hasta obtener un angulo nulo
en el xz. Lo anterior se medira con el sensor que se utiliza en la deteccion del angulo 8,, el cual
cuenta con dos potencidometros, colocados uno perpendicularmente respecto del otro.

En las grias anteriormente descritas el control estd dado por la habilidad de un operador,
quedando en ¢l la responsabilidad de su adecuado funcionamiento. En la que se desarrolla, se
incluye una ley de control para lograr el auto-equilibrio y funcionamiento adecuado, ademas de
dispositivos actuadores y sensores, para el posicionamiento de los contrapesos.

El angulo maximo de oscilacion de la carga es un factor primordial en el disefio de la gria auto-
equilibrada. Para compensar y anular la oscilacion de la masa m;, el carro no debe desplazarse
mas del 10% de la longitud de la pluma, por los sobretiros en la respuesta de la ley de control
para desplazar el carro; considerando que la pluma tiene aproximadamente 100 cm, el
desplazamiento maximo x; es de 10 cm. Con base en la Figura 1 se tiene que:

x; =r; sen 0;

Si 77 mar = 130 cm, y realizado un calculo sencillo se obtiene 0; . = 4.413° valor que
proporciona una estimacion del angulo de oscilacion maximo en la carga. Sin embargo siendo
conservadores y para la simulacion se propone un 6, = 3°, da como resultado un
desplazamiento del carro de 6.8 ¢cm. Con base en estos calculos, para una gria real que puede
levantar una masa 30 m, con oscilacion de 8; = 3° el desplazamiento del carro es de 1.57 m a
lo largo de la pluma (eje x). Aparentemente el valor de dicho angulo es muy pequefio,
observando con estos datos que tiene un efecto considerable en la longitud de desplazamiento
del carro para compensar la oscilacion de la carga.

En esta parte se considera el levantamiento de la carga (masa m;) y el desplazamiento
horizontal del contrapeso (masa m;) para mantener el equilibrio. Con base en la Figura 1, se
hacen las siguientes consideraciones:

El valor del sin(6,) se representara como S,, o sea que: sen(6,)=5S,,

El valor del cos(é’l) se representara como C,, 0 sea que: cos(@l) =C,
El método de Euler-Lagrange plantea que:
L=K, -V,
Donde
L = Lagrangiano del sistema; Ky = Energia cinética total del sistema, y Vr = Energia
potencial total del sistema.

Ahora, considerando los movimientos lineales, entonces de la Figura 3 se obtiene:
X, = -1, sen6 =-nS,
» =rcost =rC
Xy =5
Yy =h, =
Por lo tanto
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Ve =V, =mgnC

De aqui el Lagrangiano del sistema es:
2 2 2
. . 1 . . .
L =§J1 0, +Em1r12 0 +§ml ri +§m2r22 +mgriC

Aplicando la ecuacion de movimiento de Euler Lagrange a r;:

ﬁ[a_LNa_Lj W
o o o,

Donde 8_L =mn
or
3[6?}:111?1 @)
ot or
oL *?
—=m, 01 r, +mgC, 3)
24
Sustituyendo (3) y (2) en (1)
(1] L] 2
m, ri—m, 6 r,—mgC, =T, 4)

Aplicando Euler Lagrange a 6, :

a(&}(&j
| |7l 55 |T7
ot 5p | 06
(Jl +m1r12)91+ mlgrlSI = 0 (5)

-
_h
m, m,

Sustituyendo (6) en (4) y (5) tenemos las ecuaciones que definen nuestro sistema en funcidon
de m>:
2
v, °* rr ° I¢

ll C'l Il Cl Il

r A
J+—2mr’ |0+——m,orS =0
( 1 IC, 21J 1 IC, 287191

m,r» =1,
3.1 Modelado dindmico del segundo movimiento

Obteniendo el modelo dinamico cuando se tiene giro de la grua (6:), como se muestra en la
Figura 1. Para el analisis de este movimiento, se asume que la carga esta en reposo, y por lo
tanto 6; =0.
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A2
v

e |

Figura 2. Movimiento angular de la gria.

x =4C,

=15,

x,=r,cos6, =rC,

Y, =1 sen 0, =r,S,
L] .2

2 J—
|v2| =xX2+Y,

Derivando (7), (8) y sustituyendo en (9) tenemos:
2 . 2 . 2
= (—}”2 0> Szj +(V2 0> Czj

2 . 2
.2
|v2| =1 0>

V2

Sustituyendo en K7
1 2 2 2

. 1 . 1 .
KT :EJZ 0 +Em1112 6 +Em2r22 0
Como sabemos L =K-V y V=0 dado que r; es muy pequeia entonces L = Kr.
. 2 . 2 . 2
L ZlJz G- +%mlllz G- +%m2r22 G-

Aplicando el lagrangiano
d{aﬂ {aﬂ
. . T =T€1
|56, o6,

5_{4=J2 éz+m1112 éz
00>
i{ 6.L } = (J2 +ml’ +m2r22)52
dt 00,
o
06,

Sustituyendo (11) y (12) en (10) tenemos
(J2 +ml’ + mzrzz)gz =17,

Finalmente el modelo expresado en forma matricial es
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0 m, 0 2|+ 0 0 0 0 [+ 0 =z,
0 A BT ey 7 B 0 0] || 2% mgtang | L%
"\ lcoso | ! / : :
L 1 1 i L i L 1 i
(13)

Cuyo modelo general en forma matricial es:
M(r,H)[f,é]+ C(r,é)[9]+ G(r,H) =7
ysi 8; =0 con r;=constante, se tiene la siguiente ecuacion independiente

(J2 +ml’ + mzr;)b.z =17, (15)

(14)

4. Desarrollo del prototipo

En esta etapa se muestran el disefio de la estructura de la gria y las etapas de construccion e
implementacion fisica.

4.1 Diseno electronico
El sistema electronico en la gria auto-equilibrada se encarga de acondicionar y procesar las
sefales proporcionadas por los sensores, de posicion de las diferentes articulaciones, fin de

carrera, para que puedan ser utilizadas por el sistema de procesamiento. En la Figura 3 se
presenta el diagrama del circuito electronico para la manipulacion de la graa.

Voo

:
R
¢
<
1
|

(=

n—“:l|
n
~

Figura 3. Diagrama del circuito de control.

4.2 Diseno mecanico

En la Figura 4 se presenta el disefio y la simulacion realizada en el software Solid Works
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Figura 4. Prototipo final.

5. Conclusion

La griia propuesta en este trabajo es una gria auto equilibrada, que reduce en gran medida el
lastre y elimina el anclaje, esta griia es experimental, debido a que desarrollar un sistema
mecanico de dimensiones reales es muy costoso y se corre el riesgo de destruirlo en las
pruebas experimentales. El concepto de auto equilibrio, implica prescindir de un sistema de
anclaje, substituyéndose por un contrapeso desplazable, como se muestra en la Figura 1.
Ademas, este tipo de prototipos permite al estudiante poder implementar diferentes estrategias
de control para ampliar su conocimiento.
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Resumen

En el presente trabajo, se pretende abordar uno de los problemas tradicionales en la
ensenianza de la estadistica en el drea de ciencias sociales, consistente en el desfase entre
los conceptos teoricos y la interpretacion de éstos. Con el objetivo de promover un
cambio en el paradigma del maestro como fuente unica del conocimiento y desarrollar
en el estudiante una formacion activa, critica y eficiente en el andlisis de informacion. Lo
anterior, mediante el uso tanto de paquetes computacionales como el SPSS (Statistical
Package for the Social Sciences), uno de los mas utilizados en investigacion aplicada en
esta disciplina, asi como applets Java. Con ambos recursos se puede realizar actividades
de tipo colaborativo en el aula que contribuyan a nuestro objetivo.

1. Introduccion

En la Universidad de Sonora, al igual que en otras instituciones de educacion superior, se han
realizado modificaciones en los planes de estudio de las diferentes disciplinas, en aras de una
adecuacion a los nuevos modelos educativos. Entre estas modificaciones se incluye la
imparticion de los cursos presenciales con la inclusion de nuevas tecnologias y la utilizacion de
actividades en las que se involucre a los estudiantes en un aprendizaje mas activo.

Acorde a tales propdsitos institucionales, en el plan de estudios de estudios de la materia de
estadistica del area de ciencias sociales, se indica la necesidad de desarrollar en el estudiante una
formacién critica y activa en el procesamiento de informacién concerniente a una situacion
concreta de la problemadtica social. Asi mismo, se plantea el uso de software computacional
haciendo especial énfasis en la utilizacion del SPSS. Como en la actualidad la mayoria de las
investigaciones en ese ambito involucra una gran cantidad de informacion a procesar, el gran
volumen de informacion en cada estudio dificulta su procesamiento de forma manual. Lo anterior
nos permite sefialar que los paquetes tecnologicos para el tratamiento de datos son de gran ayuda
en la realizacion de las tareas de organizacion, reduccion y analisis haciendo que éstas sean mas
efectivas, precisas y exhaustivas, puesto que permiten el manejo de un gran volumen de
informacion en menor tiempo, lo que permitiria profundizar en el analisis de datos.

2. Uso del paquete computacional SPSS en la ensefianza de la estadistica

El tratamiento automatizado de la informacion ha sido una de las tecnologias que mas impacto ha
tenido en el uso de la estadistica. Actualmente el uso de paquetes estadisticos permite la
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aplicacion de métodos y técnicas modernas de analisis de datos; entre éstos, se encuentra el SPSS
que es uno de los mas utilizados en investigacion aplicada a las ciencias sociales.

El paquete estadistico SPSS permite analizar con detenimiento las variables implicadas en la
investigacion con el propdsito de construir un modelo que sea capaz de explicar lo que acontecio,
tanto antes como después del analisis estadistico. Asimismo, puede ser utilizado como hoja de
calculo, realizar funciones aritméticas, algebraicas y trigonométricas sobre un fichero de datos,
gestionar de modo dindmico la informacion de un fichero de datos, pues se pueden actualizar los
cambios operados (como ordenar, filtrar, etc.) o realizar informes personalizados de acuerdo con
distintos criterios, etc. Asi mismo, posibilita la preparacion de atractivos informes de una
investigacion realizada al permitir incorporar en un mismo archivo el texto del reporte, las tablas
y resultados estadisticos que el reporte necesite presentar e, incluso, los graficos que se pudiesen
generar. Como analizador de datos, se tiene la capacidad de extraer de un fichero de datos toda la
informacion recogida, permitiendo realizar procedimientos estadisticos descriptivos, inferenciales
y multivariantes y como ejecutor de minerias de datos.

Una de las ventajas de este paquete es la sencillez de manejo ya que mediante el despliegue de un
menu interactivo permite realizar todo tipo de operaciones sobre los datos como asi también
aplicar distintas técnicas estadisticas.

Los pasos basicos en el analisis de datos utilizando este paquete son: a) creacion de la base de
datos desde SPSS o bien la captura de los datos desde otro archivo; b) seleccion de los
procedimientos de analisis a emplear; c¢) seleccion de las variables para los distintos analisis; d)
analisis de los resultados.

[E8 Untitled - SPSS Doto Editor
Fie Ed# Yiew Data Trenstorm  Slatistics  Graghs  Liilges Window  Help
elo] =) 2| 2 sln] s =] glolE slel
Var var VEF var VEr var
-
3
4
&
-
4] | bl
|2PE3 Processor s ready [ =

Figura 1. Pantalla basica del SPSS.

En la Figura 1 se exhibe una de las pantallas basicas con las que cuenta el programa. En ella se
puede observar acciones que se pueden realizar con el mismo, tales como abrir, cerrar o exportar
archivos, introducir variables, realizar calculos estadistico y graficar entre otros.
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Durante el transcurso de una sesién en SPSS se activan basicamente dos pantallas: la que
corresponde al editor de datos y el visor de resultados. La primera de ellas se activa
automaticamente cuando se inicia la sesion, mientras que la otra se habilita al efectuar algun
procedimiento. Esta ltima se encuentra subdividida en dos partes: a la izquierda de la pantalla
aparece una estructura de arbol que muestra los procedimientos realizados y en qué orden se
efectuaron. A la derecha aparecen los resultados propiamente dichos, tales como tablas de
frecuencias, graficos, los resultados del célculo de medidas descriptivas. Esto lo podemos
observar en la Figura 2.
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Figura 2. Visor de resultados.

En la Figura 3 se muestra la pantalla de datos. Este sistema permite realizar las acciones de una
forma amigable al crear y analizar una base de datos muy extensa a partir de tamafios de muestra
mayores y un nimero mas grande de variables. Asi mismo, se obtiene un importante ahorro de
tiempo y esfuerzo, al ejecutar en segundos un trabajo que requeriria horas e incluso dias.

En el aula, se puede realizar actividades de tipo colaborativo haciendo uso del SPSS tal como la
que se enuncia a continuacion:

1. Primeramente se forman equipos, a los cuales se les pide designar en cada equipo los
estudiantes que representaran los diferentes roles de un trabajo colaborativo (secretario,
abogado del diablo, entre otros ).

2. A continuacioén, con los datos obtenidos de una encuesta realizada a un grupo de
estudiantes (que incluye preguntas sobre sus antecedentes académicos, condiciones de
estudio y nivel econdomico), se les pide formar una base de datos con el paquete de
computo SPSS.

3. Como un siguiente paso, se les pide obtener las medidas representativas de los datos y
analizarlas.

4. Con el fin de obtener una visién preliminar de la distribucion de los datos, se les solicita
obtener los graficos apropiados para algunas variables y realizar un analisis de los
mismos.
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5. Para concluir esta actividad, se pide a las personas con el papel de secretarios dar a
conocer sus resultados al resto del grupo, lo que permite el andlisis de la informacioén con
la totalidad de los alumnos bajo la supervision del maestro.

BASE COMPLETA 50L0 2003 - 5PSS Data Editor

Archiva Edicion Wer Datoz  Transformar  Analizar  Graficos  Utlidades  Wentana 7
Z|R|8| B| o« L] =(k] & Fi 25 32
|'| - educ |3
educ | estciv|edadcasa| Génera | regidn| edad |pensami niveducﬂ
1 3 1 45 1 4 53 a
2 1] 1 14 1 3 B3 4
3 G 1 18 1 3 40 4
4 12 1 25 2 3 52 a
] 9 1 17 1 4 B1 7
G 9 1 16 1 4 r 4
7 12 1 20 1 4 35 4
a 7 1 16 1 4 E1 2
9 14 1 36 1 4 i) 4
10 10 1 18 1 1 54 4 -
4 [ » |\ vista de datos £ ista de variables 4| «] | L|J

Figura 3. Pantalla de datos.

3. Uso de otros recursos de aprendizaje

Otra de las acciones a realizar es el uso de applets Java. La propuesta de uno de ellos se muestra a
continuacion: El objetivo de la presente actividad es permitir a los estudiantes crear sus propios
histogramas con diferentes conjuntos de datos e intervalos de clase; lo anterior, permite al
estudiante desarrollar habilidades en la lectura de éstos. Asi mismo, con este programa se puede
propiciar el reconocimiento y comprension de las representaciones de datos.

Para el logro de lo anteriormente mencionado, se hace uso de un applet de Java, el cual permite
ver y crear histogramas a partir de conjuntos de datos pres existentes en el programa. También
admite la construccion de datos por el usuario o la exportacion de los mismos de otro archivo. Al
realizar la gréafica, se puede modificar los intervalos de clase asi como las frecuencias minimas y
maximas. Con lo anterior, se puede analizar su efecto en la imagen obtenida. Adicionalmente al
grafico, se presentan medidas representativas de los datos tal como se muestra en la Figura 4.
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Figura 4. Informacion que presenta el applet.

Instrucciones para los estudiantes:
En la pagina web http://www.shodor.org/interactivate/activities/Histogram/ hay un applet que
empleards para la siguiente actividad:
a) Elige un conjunto de datos de la lista de datos existentes en el ment desplegable del programa
tal como se muestra en la Figura 5.

H

Colleges' SAT Math Scores

Coller LE
MB& Team Paprolls
Harzepower of Cars
Body Fat % of 252 Men
by Data

Figura 5. Conjunto de datos del programa.

b) Ya seleccionado el conjunto de datos, observa el histograma que se despliega y analiza la
informacion que se presenta en la imagen obtenida.
28

21

14

0 444.4 654.5
348.9 559.000 750.000
Average SAT Math Score

Figura 6. Histograma.
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c) En la parte inferior de la grafica se presenta informacion sobre el tamano de intervalo, asi
como los valores maximo y minimo tal como se presenta en la Figura 7. Selecciona la opcion
Update Frecuency con la que obtienes la tabla de frecuencias del conjunto de datos seleccionado.

—

sl 5 = (13 1 { Updare Interval | Wi rocueney = T M rwunrey = g [indure Frequency
Figura 7. Seleccion del intervalo y valores de frecuencia.

d) A continuaciéon, modifica el tamafio del intervalo (introduce otro valor en la seccion
correspondiente a Interval Size); posteriormente, selecciona la opcién Update Interval para que se
aplique el cambio. ;Qué observas? Asi mismo, puedes modificar los valores maximo y minimo
de las frecuencias sin olvidar la seleccion de la opcion Update Frecuency para que aplique el
cambio. /Qué diferencia notas?

e) Ahora selecciona la opcion My date e introduce en la parte inferior del applet tus propios
datos, los cuales debes introducir de uno en uno en forma de columna. O bien, puedes utilizar un
conjunto de datos ya existente los cuales colocas con los comandos usuales en computadora
(copy, paste) sin olvidar que estos datos se deben ordenar en columnas de un elemento.
Selecciona la opcion Update Data para que aplique el cambio. Realiza las acciones de los incisos
¢, d y e. Anota tus observaciones.

f) En la informacion que se presenta, ademés del histograma, se incluyen medidas de
representacion de los datos. Identificalas y anota tus observaciones de la imagen original y las
obtenidas con los cambios.

4. Conclusiones

Al resolver un problema, se dependia del calculo correcto de operaciones aritméticas, un tanto
tediosas para los estudiantes especialmente los inscritos en las ciencias sociales. Actualmente, las
herramientas tecnoldgicas entre ellas el uso de applets interactivos y paquetes computacionales
como el SPSS son de gran utilidad en la ensefianza de estadistica; lo que permite propiciar un
entorno en el que se pueda llevar a cabo un aprendizaje significativo al optimizar el proceso
educativo desarrollando y potenciando aptitudes intelectuales.
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Resumen

Una revision de los textos de cdlculo nos muestra que la forma en que se tratan las series
de Taylor y McLaurin es desde una perspectiva estrictamente algebraica, generando en el
estudiante que aborda estos temas una marcada escasez de sentido. El presente trabajo muestra
una forma alternativa de arribar a las series de Taylor y McLaurin apoyada por el uso de la
tecnologia y la osculacion de funciones. Los métodos implicados en este proceso nos dan pie a
la construccion de series diferentes, no necesariamente polinomiales, que funcionan de manera
andloga a las series conocidas, ademds de poder resolver problemas de movimiento entre otras
aplicaciones.

1. Introduccion

El punto de partida es la posibilidad de encontrar la ecuacién de una recta que pasa por los puntos
del plano (z1,y1) y (22, y2) por medio de la Expresion 1[1].

z y 1
1t 1]=0 (1)
T2 Y2 1

Por otro lado, es posible obtener la ecuacion de la pardbola con eje focal paralelo al eje y que pasa
por los puntos (x1,y1), (z2,92) y (3, y3) evaluando la Expresion 2 [2]:

¢ x oy

Ty T2 Y2

1
i x1 oy 1]
1 =0 )
r3 x3 Y3 1

Se puede plantear la posibilidad de expandir el determinante para obtener ecuaciones de polinomios
de mayor grado, dados los puntos necesarios. Por otro lado, dichos puntos pueden pertenecer a la
curva de una funcién f(x). En el presente trabajo, se explorard la idea de encontrar las ecuaciones
limite en el proceso de aproximar dos 0 mds puntos, situados sobre la grifica de una funcién, con
el fin de obtener polinomios tangentes u osculadores, haciendo uso del software Mathematica.
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2. La ecuacion de la recta tangente

Utilizando las ideas anteriores, calcularemos la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la
funcién f(x) en 2 = a por medio de evaluar la Expresion 3.

lImn-| a fla) 1/ =0 3)

n—oo

a+t fla+i) 1

Notar que la anterior, calcula la ecuacion limite de una recta cuando la separacion entre dos puntos
sobre la curva de f(x) tiende a cero.

Andlogamente, y dado que una pardbola necesita tres puntos para definirse, pueden colocarse dos
de estos puntos sobre la grafica de una funcién para hacerlos converger manteniendo el tercero fijo
en cualquier punto del plano, obteniendo la ecuacién de una pardbola tangente. Otra posibilidad es
colocar los tres puntos sobre la curva de una funcién f(xz) (unoen (a, f(a)), otroen (a+21, f(a+1))
y el terceroen (a — £, f(a — 1)) y calcular el limite de la ecuacién cuando la separacion entre ellos
tiende a cero, es decir, n — oo. Esto nos lleva a la Expresion 4.

x? x y 1
a? a fla) 1

Ji -0 *
(a+1)? a+L fla+2i) 1
(@-1P a-1 fla-1) 1

La ecuacion obtenida a partir de la Expresion 4, no solamente corresponde a una pardbola tangente
a la gréafica de f(x), sino también comparte con ésta la primera y la segunda derivada en z = a, a
la que podemos llamar pardbola osculatriz. A continuacién se muestra un ejemplo que ilustra esta
situacion.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién f(z) = e* y a = 0 para el ultimo caso, usemos Mathematica
para evaluar la expresion y obtener la grafica y la ecuacion de la pardbola resultante mostrada en la
Figura 1.

Extendiendo la idea, para obtener un polinomio de grado k serd necesario usar k£ + 1 puntos sobre
una funcidon, mismos que se pueden hacer converger a uno solo, tanto por la derecha como por
la izquierda o por ambos lados, esto se puede generalizar por medio de la Expresion 5. Ahora, el
polinomio obtenido, compartird con la funcién, hasta la k—ésima derivada en x = a.
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ok k! 22 T y 1
a* ab1 a? a fla) 1
R (G A Ch i (a+3)? atq flat+q) 1

limn 2 - =0 &)
n—oo (a+2)F (a+2)F o (a+2)? a+2 fla+32) 1
(a+ 5 (a+EF1 oo (a+5)? a4k fla+E) 1

Ejemplo 2. Usando la Expresion 5, construyamos un polinomio de grado 4, situando 5 puntos
sobre la misma funcion, alrededor del mismo punto. La Figura 2 muestra este polinomio y su
gréfica junto con la obtenida en el ejemplo anterior.

Se puede observar en la Figura 2, que entre mayor es el grado del polinomio obtenido, mas se
aproxima localmente a la grafica de la funcion, lo que marca un comportamiento similar a los
polinomios de McLaurin. En la figura 3 se muestra el calculo en Mathematica de un polinomio de
McLaurin de cuarto grado. Observe que es el mismo que el obtenido usando la expresion 5. Por lo
tanto, la anterior es una forma diferente de definir los polinomios de Taylor de grado k.

Lo anterior muestra una conceptualizacion de los polinomios de McLaurin y de Taylor (simple-
mente tomando a # 0) desde una perspectiva geométrica: k + 1 puntos sobre la grifica de la
funcidn, convergiendo a uno solo formando un polinomio osculador de grado k. Con este método
también es posible abordar problemas de movimiento uniformemente acelerado cuya funcién de
posicion es cuadratica con respecto al tiempo.

Ejemplo 3. Supongamos que se requiere encontrar la ecuacion de posicién de cierto movil que se
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60 |
50 F f(x)=&*

40 F

O B el's
y= —x*t+— P+ — x4l [
24 6 2

y= —xX2+x+1

—4 -2 g 2 4

Figura 2. Polinomio de grado 4 junto con la parabola del ejemplo anterior.

£[x 1= &%
Series[f[x], fx, 0, 4}]

x ot 5
l+X+ —+ —+ — +0[x]
2 6 24

Figura 3. Polinomio de McLaurin de cuarto grado.

acelera de manera constante, dadas las siguientes condiciones de posicion, velocidad y aceleracion
respectivamente: s(0) = 1, v(0) = 2, a = 3. El problema se reduce a definir los tres puntos
necesarios para formar un polinomio de grado 2, basados en las condiciones del problema, por
medio de la accién de prediccion de donde se encontrard la particulaen ¢ = % yent = %

La ecuacion de movimiento quedara definida por la Expresion 6.

2t s 1

02 0 s(0) 1
lim n® - =0 (6)
SR (O s(0) +v(0) -3 1

(27 2 [5(0)+v(0) 3]+ [w(0)+a- 3] 1

La salida de la evaluacién de ésta en Mathematica con los datos ya definidos, se muestra en la
Figura 4.

2-2=5+4t+3FL"2:-=0

2-25+4t+3t' =0
Figura 4. Ecuacién de posicion.
De donde es fécil expresar la funcion de posicion de manera explicita: s = %tQ + 2t + 1.
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Como una extension de las ideas plasmadas, se explora la posibilidad de aproximar localmente una
funcién por medio de algunos elementos de series diferentes a las polinomiales, y que sin embargo,
funcionan de manera similar a éstas, compartiendo de igual manera un cierto nimero de derivadas.

Ejemplo 4. Consideremos aproximar la funcién f(z) = Sen(z) en z = 1 por medio de una
expresion del tipo iy = ape® +a; €% +aye® +aze*®. Esto lo conseguimos por medio de la evaluacién
de la Expresion 7.

Y 1

e2(1) el f(1) 1

A1) g3(143)  g20143)  o(145) fa+ l) 1

. 10 =

nh—>nc}on 4(1—1) 3(1—21) 2(1—1) 1-3 1 0 (7)
et0=a) 307 200 =) f1—1) 1

A0+ B 204D 04D F(142) 1

el1-3) B0-0) 200 -3 f(1-2) 1

Al evaluarla, se obtuvo lo mostrado en la Figura 5.

(-20e*Cos[1] +30e™" Cos[l] -12e™* " Cos[1] + 2&™ “Cos[1] -

-7+

lz gt
Se*sin[1] - Se**Sin[l] + S0 ™ 5in[1] - S4e™ *5in[1] + 26 ™ ¥ 5in[1]) -

i f(x)= Sen(x)
1.0 r

08l

04l

02l

0.5 1.0 1.5 2.0

X

Figura 5. Aproximacién por suma de exponenciales.

El lector puede comprobar que la expresion resultante comparte hasta la cuarta derivada con f(x)
en x = 1, de la misma manera que lo haria un polinomio de Taylor de cuarto grado.
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3. Conclusiones

Lo expuesto en este trabajo, ilustra que existen formas alternativas de abordar las series y poli-
nomios de Taylor y McLaurin. En este trabajo se presenté una propuesta que se basa en la parte
geométrica, ya que la manera tradicional de tratar estos temas, se centra en argumentos de corte
algebraicos. Ademads, se muestra la posibilidad de resolver otro tipo de problemas, como los de
movimiento uniformemente acelerado y el planteamiento de diferentes clases de series no polino-
miales para aproximar funciones. Este articulo también brinda la posibilidad de percibir la natu-
raleza de los polinomios de Taylor: entre mayor es el grado de éste, mayor es el nivel de osculacién
y la aproximacion local es cada vez mejor.
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Resumen

Este articulo es un reporte de tesis de licenciatura en el que se exponen dos conceptos espe-
ciales de cubiertas en el andlisis matemdtico real y sus correspondientes lemas de cobertura.
Para ilustrar la utilidad de estas ideas en el estudio de resultados bdsicos que son parte de
los cursos introductorios de andlisis real, se exponen en la tesis demostraciones no tipicas de
algunos teoremas fundamentales utilizando los lemas de cobertura mencionados, de las cuales
incluimos cuatro en este reporte, tres relativas a propiedades de funciones continuas en un
intervalo cerrado y la demostracion del Teorema de Heine-Borel.

1. Introduccion

En este trabajo se presentan dos lemas de cobertura que pueden usarse para probar algunos resulta-
dos basicos del analisis. Para ejemplificar este uso, se aplican estos lemas en la prueba del Teorema
de Heine-Borel y en la prueba de que la continuidad de una funcién en un intervalo cerrado im-
plica que esta funcion es acotada, toma todos sus valores intermedios y es Riemman-integrable.
PrimerO, en la Seccién 2, se definen dos conceptos especiales de cubierta de un intervalo cerrado
y acotado [a, b], el de cubierta local y aditiva [1] y el de cubierta completa [2],[3]. Enseguida se
prueban los lemas de cobertura mencionados. En el primero de ellos se muestra que el intervalo
[a, b] es un elemento de cualquier cubierta local y aditiva de [a, b] y en el segundo se prueba que
toda cubierta completa de [a, b] contiene una familia de subintervalos los cuales son una particién
de [a, b]. Finalmente, en la Seccidn 3, se prueban los cuatro resultados mencionados aplicando cada
uno de los dos lemas de cobertura.

2. Lemas de cobertura

Definicion 1. Sea C una familia de subconjuntos del intervalo [a, b].

a) Se dice que C es local si cada punto = € [a, b] tiene una vecindad, con respecto a la topologia
usual de R relativa a [a, b], 1a cual estd en C.

b) Se dice que C es aditiva si, siempre que C; y Cy son miembros de C tales que C; N Cy # (),
entonces C; U Cy € C.

Definicion 2. Una coleccién C de subintervalos de [a, b] es una cubierta completa de [a, b] si a
cada = € |a,b] le corresponde un §(z) > 0 tal que cualquier subintervalo cerrado de [a,b] que
contiene a z y tiene longitud menor que d(z), pertenece a C.
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Lema 1. Si C es una familia local y aditiva de subintervalos cerrados de [a, b], entonces [a, b] € C.

Demostracion. Sea D = {x : [a,z] € C}. Para probar que [a,b] € C probaremos que b € D.
Como C es local, a tiene una vecindad con respecto a la topologia relativa de [a, b], digamos [a, ]
(y > a), la cual estd en Cy por lo tanto y € D. Asi, tenemos que D # (). Ademds, D estd acotado
yaque D C |[a,b]. Entonces D tiene una maxima cota superior a la que llamaremos d. Ahora, para
probar que b € D, mostraremos: 1) d € D, 2) sid € D entonces d = b.

1) Como d € [a,b], existe [d',d"] € Ccond < d < d". Ahora como d es el supremo de D, existe
do € Dtalque d’ < dy < d < d”. Yaque Cesaditivay [a,dy]N[d’,d"] # ( se tiene que [a,d”] € C
y por la tanto d” = d. Pero como [a, d”] € C se tiene que d” € D, estoes, d € D.

2) Supongamos que d € D. Si d # b entonces existe d < d < d” tal que [d',d"] € €. Como
la,d] € Cy [a,d] N[d,d"] # () se obtiene que [a,d"] € C, esto es, d’ € D lo cual es una
contradiccion ya que d es el supremo de D. [

Lema 2. Si C es una cubierta completa de [a, b], entonces € contiene una particién de [a, b, i.e.,
existe o = a < 17 < x93 < ... < x, = btalque [zy_1, 2] € Cparak =1,--- n.

Demostracion. Supongamos que C no contiene particion alguna de [a, b]. Dividamos el intervalo
[a, b] en dos intervalos de longitud (b—a) /2. Entonces se tiene que € no contiene particién alguna de
al menos uno de estos dos intervalos porque si C tuviera una particién de cada uno de ellos entonces
C contendria una particion de [a,b]. Denotemos con J; a este subintervalo de [a, b]. Dividamos
ahora el intervalo .J; en dos intervalos de longitud (b — a)/2? y denotemos con .J,, al subintervalo
de J; del cual € no contiene particién alguna. La repeticion de este procedimiento nos lleva a una
sucesion {.J,,} de subintervalos cerrados de [a, b] tales que .J,, O J,,41 para cada n, ademds |.J,,| —
0y € no contiene particion alguna de cada J,, (|.J,,| denota la longitud del intervalo J,,).

Por el Teorema de Intervalos Anidados se tiene que existe x en la interseccion de las J,,/;. Como C
es una cubierta completa se tiene que existe d () tal que si / es un subintervalo cerrado de [a, b] con
x € lyl|I| <d(x)entonces I € C. Asi, ya que |.J,,| — 0, existe un natural N tal que |Jy| < 6(x)
y por lo tanto Jy € C, y de aqui se tiene que C contiene una particiéon de .Jy, lo cual es una
contradiccion. 0

3. Uso de lemas de cobertura

En esta seccion, para ejemplificar el uso de los lemas de cobertura, probaremos los Teoremas 3
y 4 utilizando el Lema 1 y los Teoremas 5 y 6 utilizando el Lema 2.

Teorema 3. Si f es continua en [a, b], entonces f es acotada en [a, b].

Demostracion. Sea C = {I : I es subintervalo cerrado de [a,b] y f es acotada en [ }.

Primero, probaremos que C es local. Sea x € [a,b]. Como [ es continua en x, para ¢ = 1 existe
[c,d] tal que = € [c,d] y paratoday € [c,d] se tiene que |f(z) — f(y)| < 1. De aqui que
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| f(y) [< 1+ | f(2) | paratoday € [c,d].

Esto es, f estd acotada en [c,d] y de aqui, [¢,d] € C. Hemos encontrado una vecindad de x que
pertenece a C y por lo tanto C es local. Ahora probaremos que € es aditiva. Sean C,Cy € C, es
decir, f es acotada en C'; y en Cs. Entonces f es acotada en C; U Cs. Ademas, si C7; N Cy # ¢,
entonces C; U Cy es un intervalo cerrado y por lo tanto C; U Cy € €. Como C es local y aditiva,
aplicando el Lema 1 tenemos que [a, b] € C, esto es, f es acotada en [a, b] . O

Teorema 4. Sea f : [a,b] — R continua. Entonces f tiene la propiedad del valor intermedio en
[a, b]. Esto es, si k es cualquier valor entre f(a)y f(b) (es decir, f(a) < k < f(b)o f(b) < k <
f(a)), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Demostracion. Es suficiente probar que si

fla) <0< f(b) (1)

entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0. La prueba se hard por contradiccién. Supongamos que
f no tiene ceros en [a, b]. Sea

C = {I : I es un subintervalo cerrado de [a, b] y el signo de f es constante sobre [}.

Mostraremos que [a, b] € € probando que C es local y aditiva. Sea = € [a, b]. Como f es continua
en z, para ¢ = |f(x)| existe una vecindad [c, d] de x tal que si y € [c, d] se tiene | f(y) — f(z)| <
| f(x)|. Esta desigualdad implica que f(z)y f(y) tienen el mismo signo, es decir, el signo de f
es constante en [c, d|. De aqui que [c,d] € Cy por tanto C es local. Ahora, mostraremos que C es
aditiva. Sean C,Cy € €, con C; N Cy # (). Entonces f tiene signo constante en C; y en C5. Si
x € C1 N Cy, entonces el signo de f sobre C y sobre C; coincide con el de f(z). De aqui que f
tiene signo constante sobre el intervalo cerrado C; U Cs. Asi, C; U Cy € C. Tenemos por lo tanto
que [a,b] € C, es decir, f tiene signo constante en [a, b]. Esto es, f(a) y f(b) son mayores que 0
6 f(a)y f(b) ambos son menores que 0 lo que contradice (1). O

Teorema 5. Si f es una funcién continua de variable real en [a, b], entonces f es Riemann inte-
grable en [a, b].

Demostracion. Seane > 0y

Gz{]:fesacotadaen[y sup f —inf f < ‘ }
T 1 b—a

Primero, probaremos que € es una cubierta completa de [a, b]. Sea x cualquier punto en [a, b]. Dado
que f es continua en z, entonces existe (z) > 0 tal que

\f(y)—f(x)|<m, paratoda  y € (z — d(x),x + 0(2)).

Sea I cualquier subintervalo cerrado de [a,b], con z € [y |I| < §(x). Entonces claramente f es
acotada en [. Sean u, v € [ tales que
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fw) = swlf@):zel),
fv) = mf{f(x):z eI}

Entonces

|fw) = f)] < |f(u) = flo)] +[f(z) = f(v)]
= 4(b6—a)+4(b€—a)
- 2(be—a)
< i

Asi que I € C. Por lo tanto C es una cubierta completa de [a, b]. Ahora, por el Lema 2 se tiene que
existe una particién de [a, b|, P = {a = zg,x1,- - ,x, = b}, tal que I}, = [xy_1, x| € C para cada
k. Como f es acotada en cada I} se tiene que f es acotada en [a, b]. Tomando la diferencia entre la
suma superior e inferior de f para la particién P y denotando con

My, = sup{f(z) : v € I;;}, my = inf{f(x):x € I}}

se obtiene
Sp(f) = Sp(f) = ZMk [ x| — ka x| = Z(Mk —my,) |Iy]
k=1 k=1 k=1
€ < e(b—a)
Iy = =€
= b—az‘ g b—a ‘
k=1
Esto es, f es Riemann integrable en [a, b]. O

Teorema 6. Toda cubierta abierta de [a, b] tiene una subcubierta finita.

Demostracion. Sea G una cubierta abierta de [a, b]. Sea

C = {I : I es un subintervalo cerrado de [a,b], [ C G paraalgin G € G}.

Probaremos primero que C es una cubierta completa. Sea x € [a, b]. Entonces x € G para algin
G € G.Como G es abierto, existe d, > 0 tal que (x—0,, z+0,) C G. Sea I un subintervalo cerrado
de [a,b] conx € Iy |I| < 6,. Entonces I C Gy por lo tanto I € C, esto es, C es completa. Ahora,
por el Lema 2, C contiene una particién Iy, I, - - - , I, de [a, b]. Como cada I, € C, se tiene que
I, C Gy, para algin Gy, € G. De aqui que {G1, Gy, - - - , G, } es una subcubierta finita de [a,b]. [
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Resumen

En este trabajo se usaron histogramas de frecuencias correspondientes a las propiedades de
alargamiento, fuerza, tenacidad y trabajo de rotura de tres hilados de poliéster de calibre
16.7 tex, procesados en una maquina texturizadora de doble torsion a tres niveles de
temperatura 80, 90 y 100°C respectivamente y un nivel de torsion de 600 v/m. Los cuales se
ajustaron al modelo normal usando la técnica del punto conocido y como métodos de
comprobacion el algoritmo de Guggenheim y el método Marquardt. La primera de las
técnicas, permite la transformacion lineal del modelo normal a través de un punto leido a
voluntad sobre la curva envolvente, el grado de ajuste alcanzado depende de dicho punto.
Sin embargo de todos los puntos escogidos se llega a valores convergentes a la optimizacion
por regresion no lineal. Mientras que los resultados obtenidos usando el algoritmo de
Guggenheim son similares al de la técnica que da pie al documento.

1. Introduccion

Los modelos estadisticos son de gran interés por su aplicacion en diversas areas del
conocimiento, constantemente se buscan métodos numéricos que permitan un mayor ajuste de
¢éstos a series de datos experimentales, que simplifiquen el método o sencillamente que muestren
ventajas con respecto a los métodos ya existentes.

Este documento manifiesta el interés de aplicar una técnica estadistica para ajustar el modelo
normal a la campana envolvente de histogramas unimodal de moda centrada. Es un
procedimiento de aproximacion preliminar de las constantes numéricas del modelo normal que
son convergentes a la optimizacion de €stas constantes por un programa iterativo para regresion
no lineal, reduciendo el tiempo de maquina a través de un niimero minimo de iteraciones que
efecttie el programa. La expresion del modelo normal [1] es:

ool 7 0

Las constantes numéricas del modelo anterior se determinan a través de la técnica del punto
conocido y del algoritmo de Guggenheim [2] y el método Marquardt [3] que sirve como método
de comprobacion a los resultados obtenidos por la primera de ellas.
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1.1. La técnica del punto conocido

Esta técnica en esencia propone, aproximar por inspeccion una campana al histograma unimodal
de moda centrada y sobre ésta leer a voluntad un punto que se denomina punto conocido

P, (x,,y,) que cumple la expresion siguiente:
_l(ﬂjz
Ji=Aexp 27 @)

Dividiendo miembro a miembro la Ecuacion 1 entre la Ecuacion 2 y aplicando logaritmos

neperianos resulta:

wnlf fi) == (=)o P+ [ - B ®)

Desarrollando algebraicamente la Expresion 3 se llega a la Ecuacion 4 que es la transformacion
lineal del modelo normal:

(=)= e umn) @)

207
De ésta ecuacion resulta que graficando la variable x contra la columna de transformacion
Ln( f/ fk)/ (x—xk) se obtiene una recta, que es mas acentuada mientras mas se ajusta el
histograma unimodal al modelo normal. Entonces de esta Ecuacion 4 se calcula la varianza ¢” a
partir de la pendiente de la recta m, y la media aritmética x de la interseccion al origen b, como

se indica:

1 1
m:_?; b:g@,u—xk) (5)

El pardmetro A del modelo normal se despeja de la Ecuacion 1 y se calcula para todos los puntos
experimentales y se obtiene el promedio de dicho parametro:

A=f / expzl():‘ﬂjz (6)

1.2. El algoritmo de Guggenheim

Indica el algoritmo de Guggenheim [2] que tomando valores sobre la curva igualmente
espaciados en las abscisas, se puede establecer dos subconjuntos de 7n/2 puntos cada uno (x, f )
y (x",f"). Donde los (x, ) son los primeros 7/2 puntos de la curva y (x’, f*) son los siguientes

n/2 puntos de la misma. Evidentemente, por haber tomado igualmente espaciados la diferencia
es constante 7 y se denomina constante de desplazamiento de Guggenheim. Es decir, las
expresiones siguientes son la esencia del algoritmo de Guggenheim:

x = f;

x+7 = f (7)

Aplicando las Expresiones 7 en la Ecuacién normal 1, tenemos:
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szexp;(x;#J (8a)
fr=4 exp;(H;ﬂJ (85)

Dividiendo miembro a miembro la Ecuacion 8b entre la 8a y simplificando, llegamos a la
transformacion lineal del modelo normal, que se expresa:

Ln (f'/f)=—§x+7;(2u—r) 9)

De ésta ecuacion resulta que graficando la expresion x contra Ln ( flf ) se obtiene una recta,

entonces de la interseccion al origen by pendiente m de la misma llegamos a la media aritmética
y la varianza, como se sefiala a continuacion:
T

=T =" (2u-1) 10
m o2 20_2( 1) (10)

En tanto que el pardmetro A se determina de la Expresion 6 y se calcula la media de todos los
puntos experimentales.

2. Parte experimental

Para el desarrollo de este trabajo se realiz6 el ensayo de traccion a tres hilados de poliéster
filamento continuo, bajo norma técnica vigente [4]. Los citados hilados son de calibre 16.7 tex
(se entiende por un tex a la masa en gramos del hilado por cada 1000 metros de longitud) que
fueron procesados a temperaturas de 80, 90 y 100°C en una maquina de doble torsion [5]
GCI6FF de la marca RPR y todos ellos a un nivel de torsion de 600 v/m. Se utilizd para el
ensayo un dinamometro universal de la marca Statimat M de Textechno ilustrando en la Figura 1,
el cual es de uso comun en la industria textil.

Figura 1. Dinamémetro universal Statimat M Textechno.

53



GUILLEN E ISLAS

Se obtuvieron 250 valores experimentales de las propiedades mecanica [6], como el alargamiento
(%), fuerza (cN), tenacidad (cN/tex) y trabajo (cN.cm) de cada uno de los hilados citados. Se
procedid a construir histogramas de frecuencias, en la Tabla 1 aparecen los datos para las
propiedades mecanicas arriba citadas correspondiente al hilado numero 1, el cual es un filamento
continuo de poliéster calibre 16.7 tex procesado a 600 v/m y temperatura de 80°C en una
maquina de doble torsion.

Tabla 1. Datos experimentales de propiedades mecanicas (hilado 1).

Maéquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 tex, torsion 600 v/m y temperatura 80°C
Alargamiento Fuerza Tenacidad Trabajo
A Frecuencia F frecuencia o frecuencia w frecuencia
(%) (No.) (cN) (No). (cN/tex) (No.) | (cN.cm) (No.)
23.125 3 384.25 6 34.719 5 2746.875 6
24.375 15 388.75 15 35.156 13 2940.625 26
25.625 40 393.25 13 35.594 16 3134.375 35
26.875 74 397.75 27 36.031 27 3328.125 71
28.125 96 402.25 51 36.469 51 3521.875 73
29.375 14 406.75 68 36.906 68 3715.625 37
30.625 1 411.25 60 37.344 55 3909.375 1
31.875 7 415.75 10 37.781 15 4103.125 1

En la Tabla 2 aparecen los datos para las propiedades de alargamiento, fuerza, tenacidad y trabajo
de rotura correspondiente al hilado niumero 2, el cual es un filamento continuo de poliéster calibre
16.7 tex, procesado a 600 v/m y temperatura de 90°C en una maquina de doble torsion.

Tabla 2. Datos experimentales de propiedades mecanicas (hilado 2) (Marquardt).

Maéquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 tex, torsion 600 v/m y temperatura 90°C
Alargamiento Fuerza Tenacidad Trabajo
A frecuencia F frecuencia (o} frecuencia w frecuencia
(%) (No.) (cN) (No). (cN/tex) (No.) (cN.cm) (No.)

25.513 1 383.625 8 34.688 3 2809.375 1
26.138 8 386.875 6 35.063 11 2928.125 7
26.763 17 390.125 13 35.438 34 3046.875 21
27.388 36 393.375 58 35.813 59 3165.625 24
28.013 68 396.625 85 36.188 96 3284.375 71
28.638 74 399.875 44 36.563 38 3403.125 85
29.263 36 403.125 28 36.938 8 3521.875 36
29.888 10 406.375 8 37.313 1 3640.625 5

La Tabla 3 muestra los datos de las propiedades de alargamiento, fuerza, tenacidad y trabajo de
rotura del hilado numero 3, que es un filamento continuo de poliéster calibre 16.7 tex, procesado
a 600 v/m y temperatura de 100°C en una maquina de doble torsion.
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Tabla 3. Datos experimentales de propiedades mecanicas (hilado 3).

Maéquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 tex, torsion 600 v/m, y temperatura 100°C
Alargamiento Fuerza Tenacidad Trabajo
A frecuencia F Frecuencia (o2 frecuencia w F
(%) (No.) (cN) (No). (cN/tex) (No.) (cN.cm) (No.)

25.281 5 352.188 5 29.2 2 2546.875 10
25.844 18 356.563 26 29.6 10 2640.625 30
26.406 43 360.938 52 30 57 2734.375 25
26.969 49 365.313 65 30.4 51 2828.125 60
27.531 57 369.688 46 30.8 63 2921.875 63
28.094 50 374.063 37 31.2 46 3015.625 28
28.656 26 378.438 16 31.6 18 3109.375 26
29.219 2 382.813 3 32 3 3203.125 8

Para mostrar el ajuste del modelo normal sobre los histogramas de frecuencias de las Tablas
anteriores, tomamos los datos del alargamiento a la rotura (%) del hilado nlimero 1 segun sefiala
la Tabla 1, que conduce al histograma de frecuencias de la Figura 2.
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Figura 2. Histograma de frecuencias de datos de
alargamiento a la rotura del hilado nimero 1.

Se procedio a escoger un punto a voluntad sobre dicho histograma, al punto escogido le
llamamos punto conocido, en este caso es:

P, (25,25)
De acuerdo a la expresion (4) al relacionar los datos de x contra Ln( f/ fk)/ (x—xk) se obtiene

la transformacion lineal del modelo normal; y de ésta se obtienen sus parametros, es decir, la
pendiente de la recta, la interseccion al origen y el coeficiente de correlacion, para el caso que
estamos tratando éstos tltimos son:

m=—0.18058488 5=5.31852423 r=-0.94074111 (11)

Sustituyendo los valores anteriores en (5) y (6), y despejando los valores numéricos de 1, oy
A, entonces se obtiene la expresion numérico-funcional de la normal:
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_1(x—27.2258291j2
£=95.6444818*exp 2\ 16636346 (12)

Los parametros anteriores son optimizados por el procedimiento Marquardt [3], llegando al
siguiente resultado:

2\ 1.22774

£ =95.8836*exp >

1 (x727.4397j2

(13)

El analisis de varianza correspondiente se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4. Analisis de varianza del modelo normal (Marquardt).

Causa Suma de g L Cuadrado
Cuadrados Medio

Modelo 16002.8 2 5334.270
Residual 769.200 5 153.8400
Total 16772.0 8
Total (corr.) 8959.50 7
R’ 91.4147
R’ (ajustado g.1) 87.9806

El coeficiente de determinacion es del 91.4147%, mientras que la varianza residual es de 153.84,

ambos son significativos al 5% de confianza estadistica, la bondad de ajuste se ilustra en la
Figura 3.
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Figura 3. Bondad de ajuste logrado con el método
Marquardt.

En la Tabla siguiente se muestra los valores numéricos de los pardmetros del modelo normal y su
coeficiente de determinacion (%), calculados a partir de los diversos puntos leidos a voluntad
sobre el histograma ilustrado en la Figura 2.
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Tabla S. Parametros del modelo normal en relacion al punto escogido.

Técnica del punto conocido

Punto escogido A H o R> (% )

P, (24.5,15.0) 57.7123458 | 27.2549568 | 1.94027416 11.560664
P, (25.0,25.0) 95.6444818 | 27.2258291 | 1.66396546 79.755778
P; (26.0, 50.0) 110.107165 |27.2415608 | 1.61277789 77.098054
P4 (26.5, 65.0) 125.091810 | 27.2423028 | 1.57499449 71.937000
Ps (27.0, 80.0) 145.188177 | 27.3455362 | 1.51619147 65.892480
P, (28.0, 95.0) 260.770298 | 27.2728250 | 1.41283393 38.537080
P, (29.0, 40.0) 1075.06543 | 26.8140212 | 1.34897459 8.1896430

La tabla indica, que la mayor bondad de ajuste del modelo normal logrado con la técnica del
punto conocido, es cuando se trabajo con el punto P, (25.0, 25.0) alcanzando un coeficiente de
determinacion del 79.7557%, mientras que el menor ajuste se obtuvo con el punto P; (29.0,
40.00) con un coeficiente de determinacion del 8.1896%. Sin embargo, todos los puntos
escogidos son convergentes a la optimizacion por el método Marquardt. Usando ahora, el
algoritmo de Guggenheim para evaluar las constantes del modelo normal al histograma ya
indicado, se procedid a construir el arreglo rectangular de Guggenheim, donde se observa la
constante de desplazamiento del mismo nombre, designada como 7, y que su valor es de 5.0 en
este caso.

Tabla 6. Arreglo rectangular de Guggenheim.

Alargamiento (%) | Alargamiento (%) Frecuencia Frecuencia Constante
X X i Vi T
23.125 28.125 3 96 5.00
24.375 29.375 15 14 5.00
25.625 30.625 40 1 5.00
26.875 31.875 74 7 5.00

Aplicando la Expresion 9 que es a la transformacion lineal del modelo normal obtenido por el
algoritmo de Guggenheim, y relacionando las columnas que indica con los datos de la Tabla 6, se
llega a los valores de la interseccion al origen y la pendiente de la recta:

m=—168732473 b=41.5205454, r=—0.86937552 (14)

Sustituyendo los valores anteriores en las Expresiones 10 y 6, nos conduce a la expresion
numérico-funcional siguiente:

_l(x—27.1073235)2

f=88.6247761%exp 2\ 172141533 (15)

En la tabla siguiente se comparan la bondad de ajuste del modelo normal ajustado al histograma
de datos de alargamiento a la rotura de los hilados en estudio usando las diversa técnicas
expuestas en el documento, en el caso de la técnica del punto conocido se selecciond el maximo
ajuste logrado con el punto P, (25.0,25.0).
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Tabla 7. Valores numéricos del modelo normal usando diversas técnicas de
ajuste numérico.

Modelo normal
Método A H o R2 (%)
Guggenheim 88.6247761 | 27.1073235 | 1.72141533 76.280785
Punto conocido” 95.6444818 | 27.2258291 | 1.66396546 79.755778
Marquardt 95.8836000 | 27.4397000 | 1.22774000 91.414700

A continuacion en la Tabla 8 se muestran los resultados obtenidos al ajustar el modelo normal
usando la técnica del punto conocido, el algoritmo de Guggenheim, y el método Marquardt a las
propiedades de fuerza (cN), tenacidad (cN/tex) y trabajo (cN.cm) del hilado numero 1.

Tabla 8. Ajuste del modelo normal usando diversas técnicas (hilado 1).
Maéquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 tex, torsion 600 v/m y temperatura de 80°C
Propiedad Método de ajuste: Pardmetros de la normal R2 (%)
A H o
Alargamiento (%) Guggenheim 88.6247761 | 27.1073235 | 1.72141533 | 76.280785
Py (25, 25) Punto conocido 95.6444818 | 27.2258291 | 1.66396546 | 79.755778
Marquardt 95.881500 27.439600 | 1.22779000 | 91.41460
Fuerza (cN) Guggenheim 53.159819 405.02114 | 9.2916838 | 48.37072
Py (404, 60) Punto conocido 75.200006 406.11086 8.4241756 | 71.13616
Marquardt 69.009000 406.23100 | 6.1877700 | 88.08200
Tenacidad (cN/tex) | Guggenheim 53.073106 36.802619 0.9146561 | 68.45182
P (37.2, 60) Punto conocido 87.901690 36.729118 0.7278696 | 70.08422
Marquardt 66.231700 36.844600 | 0.6408260 | 91.89520
Trabajo (%) Guggenheim 83.052059 3325.5613 249.13403 | 82.58681
P (3600, 60) Punto conocido 137.57671 3368.3876 | 221.22253 | 65.83243
Marquardt 76.232400 3407.8600 251.0850 92.13270

En la Tabla 9 se resumen los resultados del ajuste del modelo normal a los histogramas de
propiedades mecénicas del hilado niumero 2.

Tabla 9. Ajuste del modelo normal usando diversas técnicas (hilado 2).
Magquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 tex, torsion 600 v/m y temperatura de 90°C.
Propiedad Método de ajuste: Pardmetros de la normal R2 (%)
A H o

Alargamiento (%) Guggenheim 67.755347 28.21452 0.932326 93.28628
P(27.2,30) Punto conocido 58.895109 28.35823 1.030195 82.50857
Marquardt 75.312400 28.31990 0.811228 98.10260
Fuerza (cN) Guggenheim 63.520690 396.7904 5.443609 71.25128
Pw(395, 70) Punto conocido 104.07948 396.8992 4.744728 71.59670
Marquardt 79.245700 396.6650 3.858950 93.43080
Tenacidad (cN/tex) | Guggenheim 79.046058 35.97017 0.471368 84.75456
P(36.8, 15) Punto conocido 93.279638 35.94751 0.450619 84.28212
Marquardt 88.352800 36.07420 0.408130 94.34930
Trabajo (%) Guggenheim 69.025701 3312.449 170.2886 72.78817
P(3200, 35) Punto conocido 70.546015 3403.431 201.1363 61.04222
Marquardt 86.685100 3358.510 127.4240 94.69210

58



En la Tabla 10 se resumen los resultados del ajuste del modelo normal a los histogramas de

propiedades mecanicas del hilado namero 3.

Tabla 10. Ajuste del modelo normal usando diversas técnicas (hilado 3).

LA TECNICA DEL PUNTO CONOCIDO...

Maéquina texturizadora de doble torsion GC96FF de RPR
Calibre 16.7 texc, torsion 600 v/m y temperatura de 100°C.
Propiedad Método de ajuste: Parametros de la normal R? (%)

A H o
Alargamiento (%) Guggenheim 71.35533 27.23118 0.828939 86.806434
P(26.8, 48) Punto conocido 56.61931 27.19311 0.934893 86.159633
Marquardt 59.17360 27.35450 0.985521 94.928200
Fuerza (cN) Guggenheim 67.19573 366.4439 6.630232 94.220434
Py (360, 45) Punto conocido 73.25519 366.2167 6.426366 92.332733
Marquardt 62.15830 365.9130 7.185990 96.179900
Tenacidad (cN/tex) | Guggenheim 74.14017 30.64599 0.545236 85.988586
P(30.3, 50) Punto conocido 59.60628 30.58253 0.603040 80.784811
Marquardt 64.83650 30.60590 0.638729 89.590500
Trabajo (%) Guggenheim 55.16861 2870.825 175.1637 73.740613
Py (2800, 50) Punto conocido 65.26364 2901.523 163.5170 74.286635
Marquardt 57.27250 2874.950 163.9150 80.659100

3. Conclusiones

Del presente trabajo se puede concluir lo siguiente:

1. La técnica del punto conocido permite determinar las constantes numéricas del modelo
normal, aunque la bondad de ajuste depende del punto escogido, sin embargo de todos ellos se
calculan estimadores convergentes al procedimiento iterativo Marquardt.

2. Se usa también el algoritmo de Guggenheim para determinar los parametros del modelo
normal, y sus resultados son cercanos a la técnica del punto conocido. Cabe sefialar que dicho
fue propuesto originalmente en 1926, y alin contintia vigente.

3. Las técnicas de transformacion lineal de modelo no lineales, ha sido tratado constantemente
en estadistica, sin embargo su utilidad docente se incrementa al introducir a jovenes estudiantes

a este campo del conocimiento, simplificando ésta tarea.

4. Los datos experimentales usados en este trabajo corresponden a la ingenieria textil, pero la
aplicacion de la técnica matematica expuesta se extiende a cualquier area del conocimiento.
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Resumen

Historicamente, hasta la fecha, la primera descripcion explicita de un método para
calcular una aproximacion de la raiz cuadrada de un natural que no es cuadrado
perfecto es debida a Heron de Alejandria, en su obra “Metrica” del primer siglo de
nuestra era. En este trabajo se da una interpretacion de dicho método de
aproximacion. También se presentan las ideas filosoficas, y matemdticas de la
civilizacion griega clasica que sustentan la plausibilidad de la interpretacion dada,
en particular las referidas a la teoria de medias pitagorica. Con lo anterior, este
método de cdlculo numérico se muestra como un inesperado ejemplo paradigmatico
de la extendida afirmacion sobre la gran influencia filosofica en la concepcion de las
matemadticas de los antiguos griegos.

1. Introduccion

Es cominmente aceptado por la inmensa mayoria de los historiadores de las Matematicas que su
caracter de ciencia deductiva es la herencia inobjetable de la civilizacion griega del periodo
clasico del 600 a.C. al 300 a.C., aproximadamente. El epitome de estas matemadticas se encuentra
en Los Elementos de Euclides (aproximadamente 325-265 a.C.) que nos muestran los avances
alcanzados por esta civilizacion durante el antedicho periodo, y que constituyd por dos milenios
el paradigma de trabajo matematico, con sus rasgos distintivos de basarse en la axiomatizacion y
el uso de la demostracion como criterio de validacion de las afirmaciones matematicas (o
teoremas) establecidas. Estos logros matematicos fueron posibles gracias a la creencia griega del
poder de la razén y del razonamiento para la comprension del mundo en todas sus facetas. Con la
aplicacion del raciocinio al estudio de las matematicas los griegos dejaron atrds la concepcion
instrumental, utilitaria y empirica de las matematicas tipica de las predecesoras culturas egipcias
y babilonicas, dando origen a una concepcion abstracta, formal y tedrica que sobrevive hasta
nuestros dias, y que llevada a sus ultimas consecuencias le permite a Jacobi (1804-1851) afirmar
a mediados del siglo XIX que “las matematicas solo sirven al honor del espiritu del hombre”.
Ciertamente los griegos clasicos no llegaron a los extremos de Jacobi ya que, recordemos, ellos
consideraban que el estudio de las matematicas era indispensable para el desarrollo de las
capacidades intelectuales del hombre, en particular, del hombre de estado (Véase [1]). Ademas de
esta funcion educativa fundamental, para la cultura griega clasica, debido a la influencia
fundadora de Pitdgoras de Samos (569-475 a.C., aproximadamente) y su escuela, las matematicas
eran la ciencia idonea para la interpretacion intelectual del mundo como un sistema racional,
ordenado y armonioso, para nada cadtico, caprichoso y arbitrario. Esta aplicacion de las
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matematicas fue posible gracias al punto de vista filosofico pitagorico de que todo en la
naturaleza era expresable en términos de niimeros enteros positivos y de relaciones entre ellos:
todo es numero.

Como es de sobra conocido, gracias a sus mismos estudios esta concepcion filosodfica pitagorica
recibié un duro golpe adverso con el descubrimiento de la inconmensurabilidad del lado y la
diagonal del cuadrado: irracionalidad de \2 en términos modernos. Una muestra tanto del genio
griego, como del acierto de su confianza en la racionalidad la hallamos en la manera en que
absorbieron el impacto: la cuestion de la inconmensurabilidad la sacaron del dominio de la teoria
de numeros o aritmética griega y la llevaron a los terrenos de la geometria. En esta ultima rama
enfrentaron la cuestion elaborando una teoria de proporciones, incluyendo  magnitudes
inconmensurables, que daba cabal cuenta matematica del tema; labor achacada por los
historiadores a Eudoxo de Cnidos ( ca. 390 a.C.- ca. 337 a.C.) y plasmada por Euclides en el libro
X de su famosa obra. La pertinencia del desarrollo de tal teoria se derivo del descubrimiento de
que V2 no era el tnico de su tipo, sino que también eran inconmensurables \/3, \/5, \/6, \/7, \/8,
\/10, \/11, \/12, \/13, \/14, \/15, y \/17, como nos informa el contemporaneo de Eudoxo, Platon
(428 a.C.-347 a.C.), cuando hace decir a Teetetes:

Teodoro nos ensenaba algin calculo sobre las raices de los numeros, demostrandonos
que las de tres y de cinco no son conmensurables en longitud con la de uno, y en
seguida continud6 asi hasta la de diez y siete, en la que se detuvo. Juzgando, pues, que
las raices eran infinitas en nimero, nos vino al pensamiento intentar el comprenderlas
bajo un solo nombre, que conviene a todas [2].

Asi, para cuando Euclides publica sus Elementos, en los albores del periodo alejandrino o
helenistico (cerca del 300 a.C-600 d.C.), la teoria sobre las magnitudes inconmensurables ya
formaba parte del corpus matematico vigente y aceptado por la civilizacion griega. Recordemos
que esta nueva época histdrica inicia con las conquistas de Alejando Magno, quien cre6 un vasto
imperio con una recién fundada capital en Egipto, Alejandria, y quien deliberadamente se
propuso fusionar la cultura griega con la del Cercano Oriente. Esto trajo como consecuencia que
la concepciodn tedrica de los griegos clasicos se mezclase con la vision practica de los babilonios
y egipcios para producir un nuevo pensamiento matematico que aunque de espiritu predominante
geométrico (tedrico) no dejaba de lado las aplicaciones practicas de sus hallazgos teoricos.
Ejemplos de esta nueva actitud en la matematica alejandrina los hallamos en la obra de los
matematicos griegos Arquimedes de Siracusa (ca. 287-212 a.C ) y Apolonio de Perga (ca. 262-
ca.200 a.C). Misma actitud que se halla en aquéllos que pretendian, al estilo clésico, estudiar
matematicamente la naturaleza y que al hacerlo afrontaron la resolucion de problemas que
requerian el manejo operatorio de datos cuantitativos, como fueron los casos de los astronomos
Hiparco de Nicea ( ca. 180- ca. 125 a.C.) y Claudio Ptolomeo ( ca. 85- ca. 165 d.C.) Mas aun,
para la segunda mitad del periodo helenistico se deja atras la tendencia clasica “hacia una ciencia
matematica pura, estudiada por si misma, en la que la busqueda de la verdad es lo tinico que debe
contar” [3], para orientarse a lo que puede considerarse matematicas aplicadas, produciéndose
trabajos como el de Diofanto de Alejandria (ca. 200- ca. 284 d.C.) Inevitablemente, al aplicar las
matematicas surgio el problema de calcular datos cuantitativos que no correspondian a nimeros
racionales, como fue el caso para m, por lo que en la practica hubo que conformarse con
aproximaciones calculadas con técnicas derivadas del conocimiento tedrico y no del
conocimiento empirico. Por supuesto que entre estos casos se dio la aproximacion de raices

62



NOTAS PARA UNA INTERPRETACION DE...

cuadradas de numeros que no eran cuadrados perfectos, es decir, irracionales, y el ejemplo por
excelencia lo constituye el método disefiado por Heron de Alejandria (ca. 10- ca. 75 d.C.), del
cual nos ocupamos en este trabajo. Este método es el primero de su tipo explicitamente
declarado del que a la fecha se tenga noticia, ya que si bien hay registro historicos de raices
cuadradas calculadas (Tablilla Yale YBC7289) no se conoce como se obtuvieron.

2. Método de Heron para el calculo de raiz cuadrada

Lo poco que se conoce de Heron lo perfila como lo que hoy llamariamos matematico aplicado ya
que sus numerosos y variados trabajos constituyen toda una enciclopedia de las matematicas y la
fisica contemporaneas. Ella pude dividirse en dos partes: una de indole geométrica donde aborda
principalmente problemas de medidas de longitudes, areas y volimenes en campos diversos
como la oOptica, la mecénica y la geodesia; la otra parte inserta sobre todo en la mecénica se
centra en la descripcion de decenas de aparatos mecanicos y juguetes ingeniosos, tales como, un
sifon, un odometro, un reloj de agua, un lanzallamas, un dispositivo de apertura de puertas
automatico por medio de fuego para un templo, un organo hidraulico, y maquinas neumaticas
automaticas para la guerra, levantar cargas, etc. Su tratado principal sobre la medicion, Métrica,
se compone de tres libros, y en todos ellos se da el respaldo tedrico de las formulas empleadas
por lo que no son simples enumeraciones de reglas a emplear; ademds, no emplea en sus
ejemplos medidas sino nimeros sin unidades de medicion. En el libro I Heron presenta una
formula, demostrada matematicamente, para calcular el area de un tridngulo a partir de sus tres
lados, que hoy lleva su nombre aunque ya se sabe que es debida a Arquimedes. La llamada
formula de Heron es A* = s(s—a)(s—b)(s—c), donde s es el semiperimetro, es decir, s= (at+b+c)/2.
Desde el punto de vista epistemoldgico esta formula es interesante pues requiere efectuar una
multiplicacion de cuatro longitudes, lo cual para los matematicos griegos clasicos no tenia
sentido geométrico, y por ende, no tenia sentido matematico. Tomando en cuenta la motivacion
de aplicabilidad practica de los trabajos de Herdn parece razonable suponer que tomaba las
longitudes como nimeros, quizd con un sentido logistico mas que aritmético. Ademas, siendo
una férmula aplicable para cualquier tridngulo el resultado de la multiplicacion no tenia que ser
siempre un cuadrado perfecto (nimero equilatero) sino que podia no serlo (nimero oblongo).
Mas atn, para obtener el area del triangulo, 4, todavia hay que calcular la raiz cuadrada del
resultado de la multiplicacidn, y en el caso de que éste fuese oblongo ;como hacerlo? Ya que su
libro estaba escrito para su uso en aplicaciones Herdén debia proporcionar una técnica para
aproximar la raiz cuadrada en esta ultima eventualidad, porque de otra forma no hubiera tenido
utilidad préctica la formula dada.

La necesidad de proporcionar adicionalmente un método de aproximacion debe haber sido mas
que evidente para Herdn ya que, por un lado, para ilustrar el uso de la formula del area propone
un triangulo de lados 7, 8, y 9, lo cual lo lleva al resultado oblongo 720, y a la necesidad de
calcular \720 para obtener el 4rea A. Y por otro lado, a continuacion inmediata presenta su
método de aproximacion para la raiz cuadrada ilustrandolo con la obtencion de una aproximacion
precisamente para V720. En una de sus versiones inglesas este parrafo es:

Since 720 has not its side rational, we can obtain its side within a very small difference

as follows. Since the next succeeding square number is 729, which has 27 for its side,
divide 720 by 27. This gives 26 */3. Add 27 to this, making 53 %/3, and take half this or
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26 °/6. The side of 720 will therefore be very nearly 26 */. In fact, if we multiply 26 /s
by itself, the product is 720 1/36, so the difference in the square is 1/36. If we desire to
make the difference smaller still than 1/36, we shall take 720 1/36 instead of 729, and by
proceeding in the same way we shall find the resulting difference much less than '/34

[4].

Con notacion aritmética actual, tanto la ilustracion de Herén, como su generalizacion para
aproximar la raiz cuadrada de un entero positivo que no es cuadrado perfecto, se dan en la Tabla
1. Analizando el parrafo de Heron con la terminologia y desde el punto de vista matematicos
comunes en los cursos universitarios de introduccion al Andlisis Numérico podemos observar
algunos aspectos notables en la técnica ilustrada. Para empezar, ;qué problema esta intentando
resolver Her6n? Observemos que el sabio griego sefiala que 720 no tiene raiz cuadrada racional,
pero que se puede obtener un racional con una muy pequefia diferencia con V720; es decir,
aunque V720 es irracional se puede obtener una aproximacién de el. Ademas, Heron inicia
hablando de 720, es decir, del cuadrado de la raiz irracional; y una vez obtenido el racional 26%
afirma que sera una aproximacion, pasando a apoyar su afirmacion de cercania dando el cuadrado
720 /56 y sefialando que la diferencia en cuadrado es 1/36.; es decir, la bondad de la aproximacion
calculada se remite a una comparaciéon en los cuadrados. En términos modernos, Herén esta
tratando con la ecuacion x> = 720, o equivalentemente, x* =720 = 0. Asi, que la técnica de Heron
es un método para la solucion aproximada de ecuaciones de la forma x* — g = 0, para ¢ entero
positivo no cuadrado perfecto. Un problema elemental en los cursos de métodos numéricos donde
se disponen de varios como Biseccion, Falsa Posicion, Secante, y Newton-Raphson, para
resolverlo en forma aproximada.

Tabla 1. Interpretacion del método de Herdn.

Herén: V720 lfieesﬁggﬁs Para \/q, ¢>0, no cuadrado perfecto
720 < 729 (= 272) CS]ia:D 132 el primer cuadrado perfecto mayor que g:
27 Tome p Paso 1
720/27 26% Calcule ¢/ p Paso 2
(720727 +27) 53% Anada el resultado del paso anterior a p Paso 3
(1/2) (720/27 +27) 26% Calcule la mitad del resultado del paso anterior Paso 4
V720 es muy cercano Tome el resultado 7 del paso anterior como
a26% aproximacion de Vg: Vg ~r Paso 5
En lugar de 729 tomar
720%6 (= (26%)*) v Repetir los pasos 1 al 5 con r en el lugar de p Paso 6
repetir método

3. Interpretacion analitica numérica del método de Heron

Continuando con nuestro analisis, notemos que si denotamos A = 26 2/3, B =27, y x = 26%,
entonces la aproximacion x es la media aritmética de A y B, ya que x = (A + B)/2. En términos
geométricos, dado que A < B, x es el punto medio del intervalo [A, B], por lo que Herén a
efectuado una biseccion de un segmento lineal. Ademas, aunque €l no lo haya hecho, plantea la
posibilidad de conseguir una mejor aproximacion que la ya calculada repitiendo el procedimiento
con x en el papel de B; es decir, estd proponiendo un método iterativo para aproximar la raiz
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cuadrada. Al hacerse B = x tendremos A = 720/x, lo que nos da un nuevo intervalo [A, B],
mismo que se debera bisectar para calcular la nueva aproximacién mejorada (ya que serd mas
cercana que la primera). Notemos que el nuevo intervalo es mas pequefio que el inicial pues es un
subintervalo de este ultimo, y més atn, jel nuevo intervalo es mas pequefio que la mitad del
intervalo inicial! Si continuamos el proceso de Herén con este nuevo intervalo, tomando a la
nueva aproximacion como la siguiente B tendremos otro nuevo intervalo contenido en el
intervalo inmediato anterior y de longitud menor que la mitad de este ultimo, y asi
sucesivamente.

Aprovechando la concision y claridad de la notacion usual en Andlisis Numérico podemos
expresar de manera general el método de Heron como sigue,

Sea el intervalo inicial I; = [A;, B] tal que A; = g/p, Bj=p, con g < p>. A partirde [,
genérese la sucesion de aproximaciones { x,} -1, cuyo término n-ésimo, n > 1, viene
dado por

Xn = (An + Bn)/2
Con el intervalo n-ésimo I, = [A,, B,] de extremos: A, =¢/x,-; y Ban=x,-1.

Donde este método seria especifico para ecuaciones no lineales de la forma x* — ¢ = 0, con ¢
entero positivo no cuadrado perfecto. La anterior presentacion hace evidente que Herdén ha
disefiado un método numérico que es una variante del tradicional método de Biseccion (véase
Figura 1) de los cursos universitarios introductorios en Andlisis Numérico.

Bisecdion

Sl o+

Figura 1. Método de Biseccion actual.

Sefialemos que la variacion consiste en el dinamismo de los extremos del intervalo n-ésimo, I, ,
en particular del extremo izquierdo A,, ya que el método de Biseccion tradicional aplicado al tipo
especifico de ecuaciones mencionado, y con el mismo intervalo inicial [;, produce intervalos tales
que A, = A,1 Yy Bn = x,-5, jcon el extremo izquierdo fijo! Unos interesantes ejercicios
matematicos serian demostrar, tanto la ultima afirmacion sobre lo estdtico de A, en Biseccion
tradicional, como el hecho de que A, > A,-, para n > 1, en el método de Herdn, y por tanto que
longitud I, < (1/2)longitud I,;, para n > 1, siempre y cuando se tenga A, < B,. Resolver los
ejercicios no requiere mas que el conocimiento algebraico del nivel bachillerato por lo que por
razones de espacio no lo hacemos en este texto. Observemos que Herdon, si bien demuestra
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matematicamente todas las formulas que propone en su Métrica, no se toma la molestia ni
considera necesario demostrar y/o justificar matematicamente por qué su técnica efectivamente
trabaja produciendo la aproximacion buscada. Tarea esta ultima indispensable desde el punto de
vista del Andlisis Numérico moderno, asi que surge la interrogante, ;porqué no seria necesario
explicitarle al lector contemporaneo de la obra la demostracion matematica, o al menos la
justificacion matematica de la efectividad del método propuesto?

4. Algunos influyentes conocimientos matematicos de los pitagoricos

Aunque Tales de Mileto (ca. 624-ca. 548 a.C) sea el primer hombre conocido a quien se le
atribuye la demostracion de resultados matematicos, la asignacion historica del titulo de fundador
de las matematicas griegas corresponde a Pitdgoras de Samos, gracias a los estudios matematicos
realizados por ¢l y por los miembros de la secta que fundd. Los puntos de vista y los
descubrimientos pitagdricos dieron el tono y marcaron la pauta para las investigaciones en
matematicas realizadas durante el esplendor de la civilizacion griega antigua. Entre los resultados
de Pitagoras y los primeros pitagdricos se halla la elaboracion de una teoria de las proporciones
valida inicamente para magnitudes conmensurables, la cual una vez descubierta la existencia de
magnitudes inconmensurables no pudo dar cuenta matematica de ellas por lo que posteriormente
se desarroll6 una nueva teoria que superaba esta limitante; labor atribuida a Eudoxo y aparecida
en el Libro V de Los Elementos de Euclides. Asociada a la inicial teoria de las proporciones se
hallaba una teoria aritmética de las medias, de las cuales los pitagoricos llegaron a distinguir diez,
entre ellas: la media m aritmética, la media g geométrica, y la media 4 subcontraria, después
llamada armonica. Estas tres ultimas, para enteros positivos a y b, a < b, se definian como las
medias que cumplian, respectivamente, con:

h—a

m—a a g—a

a
b—h b

Q|

b—m a b—g

Definiciones que se da por aceptado conocid Pitdgoras durante sus viajes iniciaticos por el Medio
Oriente, antes de establecer su secta en Crotona. Los pitagdéricos también sabian que si @ y b no
eran iguales entonces a <h<g<m <bh.

Es de sobra conocido que para el Pitagorismo la educacion debia ser matematica (en el sentido
general etimoldgico del término mathema), y que para ello era indispensable el estudio de cuatro
ciencias: geometria, aritmética, armonia y astronomia. Principio didéctico basado en el
misticismo numérico de la doctrina pitagdrica, respaldado fundamentalmente este ultimo en dos
resultados matematicos también aprendidos por Pitagoras en sus viajes iniciaticos. Estas verdades
matematicas eran, primero, el cumplimiento por la media g geométrica de la proporcion,

a

b

Y mas importante aiin, el cumplimiento por las medias m y 4 de la proporcion:
a m
R b

Proporcion calificada como dorada, mas perfecta, o musical, y que el mito dice que Pitdgoras
descubrié empiricamente que se cumplia en la musica. Algunos autores dicen que lo hizo con
ayuda de un monocordio, es decir, un instrumento donde una cuerda tensa vibra emitiendo un
sonido agradable de un tono, y marcado con 12 subdivisiones iguales de arriba abajo. Asi, al
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oprimir en el 6 y pulsar la parte inferior de la cuerda se obtiene un octavo del tono original; al
oprimir en el 8 y pulsar la cuerda inferior se obtiene un guinto del tono; y al oprimir en 9 y pulsar
se obtiene una cuarta del tono original. Tomando los nimeros 6, 8, 9, y 12, es facil comprobar
que 8 es la media armodnica y 9 la media aritmética entre 6 y 12, y que jcumplen estos cuatro
numeros con la proporcion mas perfecta! Ademas, las razones de los nameros 6, 8, 9, y 12, con
12, son las mismas que hay entre 1/2, 2/3, 3/4, y 1, con 1, respectivamente, y también, 2/3 y 3/4
son medias armoénica y aritmética, en ese orden, entre 1/2 y 1, cumpliendo asimismo estos
nimeros con la proporcion dorada. Estos hechos aritméticos filosdficamente eran importantes
pues las razones 1/2, 2/3, 3/4, son las mas sencillas que se pueden construir con la sagrada
Tetractys: unidad y los numeros 2, 3, y 4, cuaterna bdasica para la geometria del Cosmos
pitagorico.

El descubrimiento del cumplimiento de la proporcion mas perfecta en la musica llevo a su
extrapolacion a la astronomia dando pie al mito pitagoérico de la musica de las esferas: los
cuerpos que se movian en el espacio emitian sonidos musicales en funcion de su velocidad de
rotacion y distancia a la tierra. Mdas aun, las distancias entre los planetas estaban armoénicamente
determinadas ya que el Demiurgo al hacer el alma del Cosmos uso dos progresiones geométricas,
una con razén 2 y la otra con 3, tal como describe Platon en el Timeo, donde ademas,

After this he filled up the double intervals and the triple [i.e. between 1, 3, 9, 27]
cutting off yet other portions from the mixture and placing them in the intervals, so
that in each interval there were two kinds of means, the one exceeding and exceeded
by equal parts of its extremes, the other being that kind of mean which exceeds and is
exceeded by an equal number [5].

Es decir, el intervalo entre dos términos consecutivos de la progresion es partido en tres partes
con la media armodnica y la media aritmética, y con ello logrando la armonia tan apreciada por los
pitagoricos. En suma, la verdad matematica expresada por la proporcion mas perfecta era una ley
de la musica y de la naturaleza, y su cumplimiento dotaba de belleza y armonia tanto al Cosmos
como al arte musical. Mas atn, el hablar de belleza y armonia era el tema toral de las
matematicas griegas como bien expresa Aristoteles cuando escribe:

Incurren en un error los que pretenden que las ciencias matematicas no hablan ni de lo
bello ni del bien. De lo bello es de lo que principalmente hablan, y lo bello es lo que
demuestran. No hay razén para decir que no hablan de lo bello porque no lo nombren;
mas indican sus efectos y sus relaciones. ;|No son las mas imponentes formas de lo
bello el orden, la simetria y la limitacion? Pues esto es en lo que principalmente hacen
resaltar las ciencias matematicas [6].

Observemos, adicionalmente, que el concepto de media aritmética estd en consonancia con la
anterior concepcion sobre las matematicas ya que corresponde geométricamente a la accion de
partir en dos partes iguales un segmento lineal. Accion esta ultima la mas elemental de
efectuarse y que produce armonia; la biparticion es facil, pero no siempre produce armonia, y la
armonia mas sencilla la proporciona la simetria. No en balde, la geometria griega abunda en
resultados y procedimientos que involucran la accion de partir en dos partes iguales, lo que hoy
llamamos bisectar; recordemos, por ejemplo, que uno de los primeros resultados geométricos
demostrados (por Thales) fue el de la biseccion de la circunferencia por su didmetro. Con la
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accion de biseccion se obtienen dos magnitudes que estan entre si en la razén 1: 1, y cada una de
ellas esta con el todo original en la razén 1:2. Razon esta tltima entre la unidad 1 y el primer
numero 2, la razon més elemental para considerar aritméticamente cuando se busca que el mundo
sea armonioso y bello, tal como pretendian los pitagoricos.

5. El método de Heron a la luz del discurso matematico de los griegos clasicos

Con los elementos del discurso matematico griego establecidos en la seccion anterior basta para
encontrar motivos para la ausencia de demostracion y justificacion matemadticas en la
presentacion de Heron de su método de aproximacion. Sefialemos, para empezar, que Herdn
encierra inicialmente el nimero oblongo ¢ en un intervalo tal que la media geométrica de sus
extremos al cuadrado, g°, es dicho numero: g© = A;*B;= ( ¢/p)*p = ¢; misma situaciéon que se
mantiene en cada paso n con el intervalo [A, , B, ], por lo que podemos afirmar que Herén
mantiene el cumplimiento siempre de la primera de las proporciones conocidas por Pitagoras.
Ademas, un sencillo trabajo algebraico nos demuestra que al tomar, en cada paso n, como
extremos a A, =¢q/ x,-; y Bn=x,-1, con x,.; = (A,.; + B,.;)/2, estd tomando la media 4 armonica
y la media m aritmética, respectivamente, del intervalo inmediato anterior [A,.;, B,.; ]. Con esta
seleccion ingeniosa de extremos Heron esta dando cumplimiento a la proporcién mas perfecta e
introduciendo armonia en su técnica y, como ya mencionamos antes, dotandola de un dinamismo
del que carece en este caso el acostumbrado método de Biseccion de los cursos actuales de
métodos numéricos. En suma, Herén ha aprovechado resultados matematicos verdaderos ya
establecidos en la pitagorica teoria de las medias, en particular los de la proporcion sobre la
media geométrica y el de la proporcion dorada, para disefiar un método efectivo de calculo de
aproximaciones de raices cuadradas no racionales. Como es sensato suponer que 700 afios
después, en los tiempos de Heron, estos resultados pitagdricos eran ya parte del acervo cultural de
cualquier persona medianamente instruida en matematicas y por ende bastante conocidos, parece
razonable considerar que por ello Herén no necesitaba justificar, ni mucho menos demostrar,
matematicamente que su técnica numérica lograba dar una aproximacion aceptable en la practica.
Es esta inmersion total en el discurso matematico pitagérico lo que nos lleva a calificar al método
de Heron como un elegante e inesperado ejemplo paradigmatico de la extendida afirmacion
sobre la gran influencia filoséfica en la concepcion de las matematicas de los antiguos griegos.
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Resumen

En matemadticas simbdlicas, la teoria de conjuntos y de grupos computacional es una rama de
las matemdticas modernas actualmente muy activa en investigacion, que desarrolla y analiza
los métodos simbdlicos para obtener informacioén sobre grupos. Para muchos grupos intere-
santes es imprdctico realizar cdlculos sin ayuda de la computadora. En este trabajo se estu-
dian conjuntos y grupos finitos. Se obtienen nuevos resultados y se muestren las soluciones
simbdlicas de algunos problemas con ayuda del sistema de dlgebra simboélica Mathematica. Se
consideran algunas aplicaciones de la teoria de conjuntos y de grupos a la teoria de miisica
tonal.

1. Conjuntos

Uno de los aspectos sorprendentes de la matematica moderna es un método abstracto que maneja
con simbolos matematicos y que permite considerar nuevos problemas, obtener nuevos resultados
y abrir nuevas areas de las matematicas. El dlgebra (o édlgebra abstracta) es una de las dreas mas
importantes de la investigacion matematica que estudia las estructuras algebraicas. Una estruc-
tura algebraica puede describirse como un conjunto de objetos, junto con una serie de operaciones
definidas entre ellos.

Desde un punto de vista intuitivo, es conocido que un conjunto implica la idea de una coleccion de
objetos bien definidos mediante algunas propiedades comunes. En este trabajo no intentaremos dar
una definicién formal de un conjunto de acuerdo con la teoria axiomatica de conjuntos. Desde un
punto de vista formal, podemos considerar un conjunto como un concepto primitivo que no se de-
fine. Estudiaremos los conjuntos y obtenemos nuevos resultados con ayuda del sistema de dlgebra
simbdlica. Mientras que el concepto de conjunto es bien conocido para todos, la manera en la cual
las computadoras los manipulan es quizds menos conocido [1]. En este trabajo consideraremos el
sistema de algebra simbolica Mathematica.

Consideramos el conjunto A que consiste de los elementos {m,a,t,e,m,a,t, i, c, a}. Podemos
mostrar que el nimero de todos los subconjuntos de A es igual a 64 y seleccionar todos los sub-
conjuntos que tengan por lo menos un elemento.

A={m,a,t,e,i,c}; {B=Subsets[A], Length[B], Subsets[A,{1}]}

Algunos de los elementos estan repetidas y, por lo tanto, el conjunto A = {m,a,t,e,i,c} tiene
6 elementos. Primero, A es un subconjunto de A. Existen 6 subconjuntos de A que tienen 5 ele-
mentos: {m,a,e,i,c}, {a,t, e i,c}, {m,a,t e c}t,{m,a t i c}, {m,a,t e i}, {m,t e i c}. Hay
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15 subconjuntos de A que tienen 4 elementos cada uno, 20 subconjuntos que tienen 3 elementos,
15 subconjuntos que tienen 2 elementos, 6 subconjuntos que tienen un solo elemento y un conjun-
to que consiste de ningtn elemento, el conjunto vacio. Todos los subconjuntos que tengan por lo
menos un elemento son: {a}, {c}, {e}, {i}, {m}, {t}.

Ahora sea A = {ay, as,...,a,} el conjunto que consiste de n elementos distintos. Mostramos que
A tiene 2" subconjuntos distintos.

1+Sum[Binomial([n, k], {k,1,n}]

El nimero de subconjuntos de k£ (k > 1) elementos distintos es el nimero de maneras de selec-
cionar k elementos a partir de n elementos y es el coeficiente binomial (Z) Por lo tanto, el nimero

total de subconjuntos distintos (incluyendo conjunto vacio ) es 1 + > 7', (Z) = 2"

Consideramos algunas aplicaciones de la teoria de conjuntos a la musica tonal [2]. Primero, escribi-
mos la musica tonal en el lenguaje matematico. Consideramos una melodia para un instrumento
musical (piano), por ejemplo, la Sonata en C-major KV545 de W.A. Mozart (Vienna 1788):
r
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Sean Ar, F); y Dy conjuntos principales determinados por la asignacién, respectivamente, de
altura tonal, figuras musicales (o duracién musical) y dindmica musical de una nota en una com-
posicion musical para un instrumento tonal (con su correspondiente timbre), donde Ar = {a | 1 <
a<n, aaneNhLFy={f|1<f<m, fmeNhLyDy={d|1<d<k, dkeN} Los
ndmeros n, m, k que describen la longitud de cada conjunto son dados. Construye dos conjuntos
importantes en el drea de composicién musical: el conjunto C' con todas las posibles composiciones
musicales y el conjunto M determinado por una melodia particular (de nuestro problema). Luego
tenemos C' = Ar X Fpy X Dy, M = {(a, f,d) |a € Ay Nf € FyNde Dy}, M CC.

<<Combinatorica‘'; {aT=Tablel[i, {i,1,89}], fM=Table[i, {i,1,22}],
dM=Table[i, {i,1,8}]}
{c=CartesianProduct [CartesianProduct [aT, fM],dM], Length[c]}

Para construir Ap consideramos las alturas que produce un piano. Podemos denotar todas las oc-
tavas como el conjunto {—4,—3,—-2,—1,0,1,2,3,4}. Las alturas de cada octava pertenecen al
conjunto:
{C, Ct/Dv, D, Dt/Eb, E, F, F/Gb, G, G/Ab, A, A4/Bb, B},

donde, por ejemplo, C'#/ Db significa la equivalencia de las alturas C'f y Db. Por lo tanto, podemos
describir todas las alturas en la forma de la siguiente tabla (donde excluimos alturas equivalentes
tales como Ct y Db), por ejemplo, A[—4] = 1, Af[—4] = 2, B[-4] =3,C[-3| =4, ..., C[4] =
88, Silencio = 89. Consideramos, por ejemplo, el nimero maximo de las figuras musicales que
describen la duraciéon musical de una nota es 40, por ejemplo:
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Formamos el conjunto de las figuras musicales, donde cada figura musical tiene su ndmero nat-
ural (1,2,...,22), ver en la figura arriba. Sea el conjunto de la dindmica musical de una nota
en una composicién musical consistente de 8 elementos, {ppp, pp, p, mp, mf, f, f f, fff}. Luego
formamos el conjunto

Dy ={d|1<d<8,deN},

donde ppp = 1, pp = 2, etc. Como resultado podemos, por ejemplo, encontrar 15664 melodias a
una sola voz. Con esto es posible formar un gran conjunto C'. El conjunto M de nuestro problema
tiene la forma:

M = {(52,2,4), (56,3,4), (59, 3,4), (51,17, 5), (52,5, 4), (54, 5,4), (52,3, 3), (89, 10, 1),
(61,2,5), (59,3,4), (64,3,4), (59,3, 4), (57, 20,4), (56,5, 3), (57,5, 3), (56,3, 3), (89, 10, 1) }.

Sean el conjunto de todas las octavas del piano
X ={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4},
el conjunto de todas las alturas de cada octava:
f=A{Cc,C1, DD, D1, EE, F, F1, G, G1 A Al B},

el conjunto de los nimeros naturales Y = {n | 1 < n < 89}. Sea f : X — Y definida por
Al—4] =1, Al]-4] = 2, B[-4] = 3,CC[-3] = 4, ..., CC[4] = 88, Silencio = 89. Construya
conjunto Ar de las alturas que produce el piano.

{f={cc,c1,DD,D1,EE,F,F1,G,Gl,A,Al,B},
x={-3,-2,-1,0,1,2,3}, y=Range[l,89],
fn=Length[f], xn=Length[x], yn=Lengthly],
In={A[-4],A1[-4],B[-4]}, rn={CC[4],Silence},
1={}, 1lf={}}
Pr[j_J]:=Module[{i},Do[l=Append[l, £[[1]][x[[J]1]1],
{1,1,£fn}];11;
Do[Print [Pr[i]], {i,1,xn-1}]; mn=Pr[xn]
lt=Append[Append[ln,mn], rn]//Flatten
Do[lf=Append[lf,1t[[1i1l]]==1i1],{il,1,yn}];
at=1f

Con esta solucion obtenemos que el conjunto de todas las alturas del piano tiene la siguiente forma:
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AT = {A[—4] = 1, Al[-4] = 2, B[-4] = 3,CC[-3] = 4,C1]|-3] = 5, DD[-3] = 6,
D1[-3] =7, EE[-3] =8, F[-3] = 9, F1|-3] = 10, G[-3] = 11, G1[-3] = 12,
A[-3] = 13, A1[-3] = 14, B|-3] = 15, CC[-2] = 16,C1[-2] = 17, DD[-2] = 18,
D1[-2] =19, EE[—2] = 20, F[-2] = 21, F1]-2] = 22, G[-2] = 23,G1][-2] = 24,
A[-2] = 25, A1]-2] = 26, B|-2] = 27, CC[~1] = 28, C1[—1] = 29, DD[—1] = 30,
D1][-1] = 31, EE[—1] = 32, F[—1] = 33, F1[—1] = 34, G[~1] = 35, G1[—1] = 36,
A[—1] = 37, A1[-1] = 38, B[—1] = 39, CC[0] = 40, C1[0] = 41, DDI[0] = 42,
D1[0] = 43, EE[0] = 44, F[0] = 45, F1[0] = 46, G[0] = 47, G1[0] = 48, A[0] = 49,
A1[0] = 50, B[0] = 51, CC[1] = 52, C1[1] = 53, DD[1] = 54, D1[1] = 55, EE[1] = 56,
F[1] = 57, F1[1] = 58, G[1] = 59, G1[1] = 60, A[1] = 61, A1[1] = 62, B[1] = 63,
CC[2] = 64,C1[2] = 65, DD[2] = 66, D1]2] = 67, EE[2] = 68, F[2] = 69, F'1[2] = 70,
G[2] = 71,G1]2] = 72, A[2] = 73, A1[2] = 74, B[2] = 75, CC[3] = 76, C1[3] = 77,
DDI[3] = 78, D1]3] = 79, EE[3] = 80, F[3] = 81, F1[3] = 82, G[3] = 83, G1[3] = 84,
A[3] = 85, A1[3] = 86, B[3] = 87, CC[4] = 88, Silencio = 89}

2. Grupos

La teoria de grupos nos brinda un método general y formal que nos permite analizar sistemas ab-
stractos y sistemas del mundo real complicados (por ejemplo, sistemas en mecdnica cudntica) en los
cuales se presenta la simetria. El dlgebra abstracta estudia varias estructuras algebraicas (magma,
cuasigrupo, loop, semigrupo, monoide, grupo, anillo, campo). La teoria de grupos estudia varios
tipos de grupos, por ejemplo, grupos de permutaciones, grupos de simetria, grupos abelianos de
torsion, grupos finitos (o infinitos), grupos libres, grupos de Galois, grupos de Lie, p-grupos, sub-
grupos de Sylow, etc. En matematicas simbdlicas, la teoria de grupos computacional es una rama
de las matematicas modernas actualmente muy activa en investigacion, que desarrolla y analiza los
métodos simbdlicos y estructuras de datos para obtener la informacion y caracteristicas sobre gru-
pos. Para muchos grupos interesantes es impractico realizar cdlculos sin apoyo de una computadora.

Una aplicaciéon uno a uno de un conjunto (no vacio) X sobre si mismo recibe el nombre de per-
mutacion de X. El conjunto S(X) de todas las permutaciones de X es un grupo que se llama grupo
simétrico sobre X . Cualquier subgrupo de S(X) recibe el nombre de grupo de permutaciones. Sea
S, el grupo simétrico de todas las permutaciones sobre los simbolos 1,2... n (n esta dado). De-
termine: a) todas las permutaciones s; € Sy, b) el nimero de las permutaciones (i = 1,...,24),
¢) todos los ciclos ajenos, d) para cualquier dos permutaciones pl, p2, calcule el producto de per-
mutaciones, e) todos elementos del grupo S, generados por los ciclos ajenos (1,2) y (1,2,3,4) y
despliega todos elementos en la notacion estandard matematica para permutaciones.

<<Combinatorica‘; {s4=Permutations[Range[4]], ls4=Length[s4],
pl=ToCycles[s4[[3]1],
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p2=ToCycles[s4[[4]]], pll=FromCycles[pl], p2l=FromCycles[p2],
ml=Permute[pll,p2l],m2=Permute[p2l,pll], Map[ToCycles, {ml,m2}]}
{14={}, l4=Append[l4, Table[ToCycles[s4[[1i]]1]1,{i,1,1s4}]1],
HoldForm[1l4]==14, pl2=FromCycles[{{1,2},{3},{4}}1,
p22=FromCycles[{{1,2,3,4}}], g4=SymmetricGroupl[4],
PermutationGroupQ[g4], lgd4=Length[g4d]}

Map [MatrixForm, Table[{{1,2,3,4},94[[i]]},{i,1,1g4}1]

Sean p; y p; dos permutaciones € S;. Encontramos p; ' y verificamos que p; 'pap1 # po.

<<Combinatorica‘; {pl={4,6,7,3,5,1,2}, p2={3,6,7,1,5,4,2},
plInv=InversePermutation[pl], p2pl=Permute(p2,pl],
plInvp2pl=Permute[plInv,p2pl],plInvp2pl===p2}

Sea S5 el grupo simétrico de todas las permutaciones. Determinemos todos los elementos de S5, el
orden de cada elemento del grupo y el orden del grupo Ss.

<<Combinatorica‘; {n=3,PermutationGroupQ[SymmetricGroup[n]],
eg3=SymmetricGroup[n], grouporder=n!, leg3=Lengthl[eg3]}
Map [MatrixForm, Table[{{1,2,3},eg3[[i]1]1},{i,1,1eg3}1]
{s31=Permutations[Range[3]],1ls31=Length[s31]}
Table[ToCycles[s31[[i]]11,{i,1,1s31}]
{Permute[eg3[[2]],eg3[[2]]],Permute[eg3[[3]],eg3[[3]11],
Permute[eg3[[6]],eg3 11,

Permute [Permute [eg3 [ , eg3[[4]1]1], eg3[[4]11,

[ [

[[2]
[[6]
[4]]
Permute[Permute[eg3[[5]], eg3[[5]]11, eg3[[5]]11}

La primera permutacion en la lista EG3 es la permutacién identidad (1,2, 3) y se denota en Mathe-
matica por [ ].Las permutaciones (2, 1,3), (1,3,2), y (3,2, 1) tienen el orden 2, las dos permuta-
ciones restantes (2,3, 1) y (3,1, 2) tienen el orden 3.

Un método importante para estudiar las caracteristicas de un grupo finito es la construccién de la
tabla abstracta del grupo. Sea G el grupo multiplicativo de seis elementos {e, a, b, ¢, d, f}. El teore-
ma de Cayley indica que cada grupo finito GG es isomorfo a un subgrupo SG del grupo simétrico S,
sobre G. Sea f : G — Ssunisomorfismo, donde f(e) = (1,2,3), f(a) = (2,3,1), f(b) = (3,1,2),
fle) =(2,1,3), f(d) = (3,2,1), f(f) = (1,3,2). Construya la tabla de multiplicacién (la tabla
de Cayley) de elementos de G.

<<Combinatorica‘; eg3={{1,2,3},{2,3,1},{3,1,2},{2,1,3},{3,2,1},
{1,3,2}} {n=3,g9={e,a,b,c,d,f},leg3=Length[eg3]}
subs=Table[eg3[[i]]->g[[i]],{i,1,1leg3}]
multiplication([pl_,p2_]:=Permutelpl,p2];
{mTablel=MultiplicationTable[eg3,multiplication]//MatrixForm,
mTable2=MultiplicationTable[eg3,
multiplication]/.{m_Integer:>eg3[[m]]}//MatrixForm,mTable2/.subs}
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El isomorfismo se describe en la lista EG3 de acuerdo a la definicion del problema. Pero se puede
generar un grupo de permutaciones (con generadores o relaciones) y construir la tabla de Cayley.
En este caso cambiamos la solucion:

<<Combinatorica‘; {n=3,g={e,a,b,c,d, f},
tH={"e","a","b","c","d",""f"},eg3=SymmetricGroup[n], leg3=Length[eg3]}
subs=Table[eg3[[ 11->g[[i]]1,{i,1,1leg3}]

mult [pl_,p2_]:=Permutelpl,p2];

{mTablel=MultiplicationTable[eg3,mult]//MatrixForm,
mTable2=MultiplicationTablel[eg3,mult]/.{m_Integer:>eg3[[m]]},
mTable2//MatrixForm, mTable2/.subs}

TableForm[mTable2/.subs, TableHeadings->{tH, tH}]

Generamos el grupo cuatro de Klein G, con los generadores {z,y, z} y las relaciones zz = y,
yz = x, xy = z, yz = z. Determinemos el oden del grupo, todos los elementos del grupo G, y
construimos la tabla de Cayley.

<<Combinatorica' m[al ,a2___]:=NonCommutativeMultiply[al,a2];
rules={m[al_ ,e,a2__  ]:>m[al,a2],m[al ,e,a2__l:>ml[al,a2],
mlfal__ ,x,x,a2___ ]:>m[al e,a2],m[al yYryyV,a2_ ]:>mlal,e,a2l],
m[fal__ ,z,z,a2___ _]:>m[al,e,a2],m[al___ ,x,z,a2__ ]:>ml[al,y,a2],
mfal___ ,x,y,a2__ ]:>m[al,z,a2],m[al____ ,y,z,a2___ ]:>m[al,x,a2],
m[fal__ ,vy,x,a2___ _l:>m[al,z,a2],m[al___,z,x,a2___ ]:>m[al,y,a2],
ml[al ) Z,Y,22 ]:>m[al,x,a2],m[al_]:>al};

{grdKlein={{exxe,e*x*xX,e*x*xy,ex*2}, {Xx*e, X**X, X**xy,X*x*2},
{y*x*xe, yx*xX, y*x*y,y**z}, {z**e, z*x*xX,zxxy,zxxz}}//.rules,
Length[gr4Klein], tH={"e", "x", "y","2"}}

mTable=TableForm[gr4Klein, TableHeadings—->{tH, tH}]

Ahora consideramos una aplicacion de la teoria de grupos y de anillos al sistema tonal de la Musica
Occidental. Sabemos que este sistema tiene la escala cromadtica de 12 notas y es un sistema del
temperamento igual. Supongamos que un piano tiene 12 octavas y no hay diferencias entre los tonos
tales como C'# /Db, etc. Frecuentemente, para investigaciones matematicas y computacionales en
la teoria de musica, la diferencia entre las octavas se puede ignorar. Construimos una enumeracion
para todas las notas de un piano dado, definimos una funcién que describe la transposicién musical,
definimos una funcién que describe la inversion musical.

<<Combinatorica‘; {n=12,n1=9, zl2=Table[i, {i,0,n-11}1,
eqCl=Table[Table[m+12+k, {k,0,n-1}], {m,0,n-11}1];
eqCl[[1]], eqCl[[2]]}
mT [x_List,k_]:=Map[Mod[#+k, 12]&,x];
{mT[eqgCl[[1]],nl],pl=mT[z12,nl], 11={},
Do[ll=Append[ll,mT[z12,i]],{i,1,n}]; 12=11/.{0->12},
pll=pl/.{0->12}, ToCycles|[pll],Map[ToCycles,12]}
mI[x_List,k_]:=Map[Mod[2+k—#,12]&,x];
]

{(11[0[(11),mI[=z12,0],11(0(2])], mI[(120(1)],2],110(3]],mI[12([2]],2]}
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Primero, seleccionamos un tono principal arbitrario a; = 0, luego podemos enumerar facilmente
los tonos siguientes construyendo una biyeccion entre el sistema de todos los tonos y el sistema de
todos los nimeros enteros. Puesto que excluimos la diferencia entre las octavas, podemos clasificar
todos los tonos en las clases de equivalencia Zy» = {m + 12k, k € Z, m € [0, 11]}. Por lo tanto, la
enumeracion del sistema tonal de la Musica Occidental, descrita como un anillo conmutativo Zs
con las dos operaciones (+, x) sobre los nimeros enteros modulo 12 y la identidad 1 # 0, se puede
escribir de la siguiente forma:

8§ 910110 1 2 3 456789 1011012345

4 4 |
= ;ﬁwJﬁi#tﬁﬂES

B | T

Recordemos que la transposicion musical por /N tonos més alto o mds bajo es equivalente a sustituir
cada tono por el tono correspondiente (esto es, N tonos mas altos o mds bajos). Por lo tanto,
la funcién de transposicién se puede escribir en la forma: MT(z, N) = x + N mdéd 12, donde
r={m+ 12k, k € Z, m € [0,11]} y N € [0, 11]. Esta funcién describe todas las permutaciones
posibles de Z,. Notemos que para trabajar con permutaciones, sustituimos el elemento 0 de Z,
por 12. La funcién de inversion se puede definir en la forma MI(xz, N) = 2N — 2z mdd 12, donde
r={m+ 12k, k € Z, m € [0,11]} y N € [0, 11].

G_é;;;a

3. Conclusiones

En el presente trabajo se obtienen nuevas soluciones simbolicas de varios problemas computa-
cionales en teoria de conjuntos y de grupos finitos con el sistema de algebra simbdlica Mathe-
matica. Se consideren algunas aplicaciones de la teoria de conjuntos y de grupos a la teoria de
musica tonal. Las soluciones simbdlicas de problemas considerados demuestran que el proceso de
la solucidn de problemas y de la ensenanza en teoria de grupos finitos llega a ser mas facil y mds
interactivo debido a la representacion visual de los sistemas de dlgebra simbdlica.
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Resumen

En este documento se presentan los avances logrados en la construccion de un
instrumento de evaluacion, elaborado con el proposito de ser una herramienta de
apoyo para la certificacion de conocimientos y habilidades que un estudiante de
licenciatura adquiere en el curso de programacion de computadoras con el lenguaje
C++. El instrumento fue elaborado y validado por un grupo de docentes con
experiencia en la ensefianza del lenguaje en cuestion. Consiste en 12 reactivos, los
cuales abordan seis temas principales sobre la resolucion de problemas mediante
programas de computadora. Se realizo la prueba piloto sobre dos grupos de la
licenciatura en ciencias de la computacion de la Universidad de Sonora. Aunque los
resultados obtenidos en dicha prueba indican que el instrumento propuesto, en
términos de complejidad y discriminacion, es aceptable, todavia necesita ajustes.

1. Introduccion

Los cursos de programacion de computadoras generalmente se imparten en el primer afio de
estudios en una licenciatura del area de computacion. En éstos, el estudiante elabora programas
en un lenguaje, como C, C++ o Java entre otros con la finalidad de resolver problemas de
procesamiento de informacion. Sin embargo, lograr el dominio de los contenidos de estos cursos
se convierte en una meta compleja para muchos estudiantes.

La complejidad del aprendizaje de la programacion se refleja en las altas tasas de desercion y
reprobacion en los programas del area de computacion [6]. Por su parte Woszczynski, Guthire y
Shade [19] indican que los porcentajes de reprobacién y de desercion de las clases de
programacion exceden el 50%. De acuerdo a la experiencia que se tiene en la licenciatura en
Ciencias de la Computacion de la Universidad de Sonora, el curso tiene una tasa de aprobacion
cercana al 40% [7]. De hecho, en el estudio de egresados se considera que los estudiantes tienen
trayectoria baja y que las materias que tienen el indice de promocion mas bajo son las que siguen
a la asignatura de programacion de computadoras [13].

Una forma de conocer la amplitud y profundidad del aprendizaje del estudiante es a través del
uso de un instrumento de evaluacion. Aunque existen distintos instrumentos que permiten
certificar las habilidades desarrolladas y los conocimientos adquiridos en el drea de computacion
[4], este instrumento se utiliza cuando el alumno egreso de la licenciatura. Por otro lado, se ha
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dado atencion a la evaluacion de los aspectos de cobertura de las politicas publicas en educacion
y a la acreditacion y certificacion, dando muy baja prioridad a la calidad del aprendizaje que
logra el estudiante en cada uno de los cursos [3]. Por tanto, el objetivo de este trabajo es
presentar los avances logrados en el desarrollo de un instrumento de evaluacion que permita
conocer las habilidades de comprension adquiridas por los estudiantes en un curso de
programacion en el lenguaje C++.

Se presentara primeramente un panorama general sobre el significado del aprendizaje de la
programacion de computadoras y coémo éste repercute en la forma en que se evalua tal
aprendizaje. En seguida se describirdn algunos instrumentos de evaluacion que han sido
elaborados para determinar el nivel de aprendizaje de los estudiantes en el curso de programacion
de computadoras, pero que por su naturaleza o contexto, no satisfacen las necesidades del
ambiente que nos interesa. Se mostrard la metodologia utilizada en la elaboracion del instrumento
de evaluacion propuesto, asi como los resultados de la prueba piloto aplicada. Por ultimo, se
indicaran las conclusiones y el trabajo a futuro para el mejoramiento de dicho instrumento de
evaluacion.

2. Aprendizaje de la programacion

Aprender a programar una computadora significa que el individuo sea capaz de analizar una
problematica de procesamiento electronico de informacion, disefie soluciones y escoja la mejor,
de acuerdo a las restricciones establecidas; instrumente el plan elegido en un lenguaje de
programacion y genere un programa de computadora, o software, que responda a las necesidades
planteadas. Ademas, este programa debera ejecutarse bajo cierto sistema operativo; y en el caso
de defectos en el programa, o solicitudes de mejora, encontrar, seguir y depurar el codigo
generado. Independientemente del estilo y paradigma utilizado (orientado a objetos o
imperativo), los estudiantes del primer curso de programacion deben aprender las estructuras de
control bésicas y los conceptos y procedimientos para manejar las variables, paso de pardmetros
entre funciones y recursion [9].

Actualmente, existe bibliografia basica para el curso de programacioén de computadoras en C++
cuyo contenido tematico toma como referencia la sintaxis y estructura del lenguaje de
programacion. Pero también, abordan algunos conceptos elementales de ingenieria de software
como disefio de software, herramientas y entorno de software, requisitos y especificaciones de
software [8][2][5].

El estudio de la problematica asociada al aprendizaje de la programacion se ha realizado desde
los ochenta [11][14][17]. Se reconoce que un programador novato tiene mayor facilidad para
aprender la sintaxis y semantica de las instrucciones individuales del lenguaje de programacion,
pero tiene dificultades para combinarlas en programas validos. Bayman y Mayer [ 1] desarrollaron
un modelo en el cual se clasifican los distintos tipos de conocimientos adquiridos al aprender
programacion: sintactico, conceptual y estratégico. El conocimiento sintactico se refiere a los
hechos especificos del lenguaje y las reglas para su uso, mientras que el conocimiento conceptual
esta relacionado con las estructuras de los programas y principios que las sustentan. Finalmente,
para ellos el conocimiento estratégico esta relacionado con la elaboracion de versiones
especificas de programas para resolver problemas.

78



EVALUACION DE LAS HABILIDADES DE COMPRENSION...

Sin embargo, se reconoce que no se ha encontrado una estrategia para elaborar el curriculo y
ensefar la programacion de computadoras de tal manera que sea aplicable a todos los contextos
especificos de programas educativos [15]. Ademas, se recomienda a las instituciones educativas y
profesores continuar con la experimentacion en esta area.

3. Métodos de evaluacion para los cursos de programacion

La intervencion educativa puede mejorar los resultados de aprendizaje si se incorporan
procedimientos de evaluacion que permitan identificar riesgos y prescribir mejoras en
mecanismos que fomenten el aprendizaje eficiente de los estudiantes [3]. En la literatura se
reportan distintos instrumentos aplicados sobre poblaciones de estudiantes que estan por terminar
o terminaron el primer curso de programacion. Los objetivos y contenidos evaluados difieren en
gran medida y es dificil tomarlos como referencia para aplicarlos a un contexto local. A
continuacion se presentan los principales instrumentos de evaluacion utilizados.

McCracken et al. [12] desarrollaron un instrumento de evaluacion para conocer la habilidad del
estudiante en la elaboracion de un programa en el cual se requeria una pila para procesar las
entradas en notacién infija y posfija. La eleccion del lenguaje de programacion se le dejaba libre
al estudiante. Los resultados de la prueba piloto mostraron que los estudiantes tuvieron un
desempefio pobre. De acuerdo a Whalley et al. [16], la discusion de los resultados indica que el
estudiante, aunque estaba familiarizado con las estructuras fundamentales de la programacion,
carecia de las habilidades para resolver problemas.

Por su parte, Lister [10] desarrolld un examen de opcion multiple para el curso introductorio del
lenguaje de programacion Java. Parte del supuesto que una evaluaciéon basada en criterio no
deberia probar la habilidad del estudiante para escribir cddigo, como ocurrié con el instrumento
de McCraken, sino que deberia enfocarse en la habilidad del estudiante para leer codigo. El
instrumento se elabord considerando que el estudiante comprende: los conceptos basicos de la
programacion orientada a objetos; las estructuras bdasicas de control (secuencia, seleccion,
iteracion); y, el codigo que implementa los algoritmos bésicos de ordenacion y busqueda en
arreglos. El instrumento consta de 26 preguntas, las cuales en conjunto, abordan los tres objetivos
anteriores. El instrumento se aplicod a 336 estudiantes australianos y el numero de aciertos
obtenidos estuvo en el rango de 4 a 26, en donde alrededor del 45 % tuvo menos de 10 aciertos.

Por ultimo, Whalley et al. [16] desarrollaron un instrumento para evaluar las habilidades de
lectura y comprension de los programadores novatos. El andlisis y elaboracion de los reactivos de
este instrumento se baso en la version revisada de la taxonomia de Bloom [16] para los primeros
nueve reactivos de opcidén multiple, cuyo propdsito es medir la compresion lograda por el
estudiante. Las preguntas se pueden clasificar como de cddigo fijo y de esqueleto; en las
primeras, el estudiante realizar una corrida de escritorio para determinar el valor de salida,
mientras que en la otra categoria, el estudiante tiene que completar la linea de codigo faltante en
el problema presentado. El ultimo reactivo consistié en un segmento de codigo que se le da al
estudiante y se le pide que describa el propdsito de éste en el lenguaje materno. El instrumento se
aplico a una muestra de 117 estudiantes, y los resultados sugieren que los estudiantes que no
pueden leer ni describir un segmento de codigo corto, tampoco han desarrollado las habilidades
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para escribir codigo por ellos mismos. Finalmente, indican que la evaluacion de la habilidad de
programacion que tiene el estudiante es una tarea compleja y desafiante, para la cual los
educadores del area de programacion carecen de marcos de trabajo claros y de herramientas
apropiadas.

4. Método

El grupo de profesores que participé en la elaboraciéon y revision del instrumento esta
conformado por cinco docentes. La formacion académica de cuatro de ellos es en la licenciatura
en Matematicas; y el otro en Ciencias Computacionales. Ademas, cuatro de ellos tienen grado de
maestria en Ciencias de la Computacién. En cuanto al curso introductorio de programacion de
computadoras, al menos ellos lo han impartido durante cuatro afios, en diferentes momentos de su
actividad profesional. Los docentes tienen experiencia en ensefar los lenguajes de programacion
C y C++, que bésicamente forman parte de los lenguajes que se utilizan actualmente para
aprender a programar.

Las etapas para construir el instrumento y probarlo fueron: planeacion, elaboracion de los
reactivos, validacion de reactivos y prueba piloto. En la planeacion se analizaron los objetivos y
contenidos del programa vigente del curso de programacion de computadoras, que se imparte en
la licenciatura en ciencias de la computacion de la Universidad de Sonora.

En la etapa de elaboracion de reactivos, en reunioén con el grupo de docentes participantes, se
decidié por consenso que los temas basicos que deberian ser evaluados a nivel aplicacion y
resolucion de problemas serian: identificacion de variables y tipos de datos asociados a partir del
enunciado del problema, problemas en donde se involucre el uso de la estructura de control
secuencial y las operaciones aritméticas con énfasis a la aritmética de enteros, problemas
asociados al uso de las estructuras de control secuencial y repetitiva en las modalidades simples y
anidadas, manejo de arreglos, y finalmente, uso de funciones. Se consideré desarrollar un
instrumento que abordara los temas elegidos en el cual los reactivos fueran de opcion multiple,
con cinco opciones, y que para cada tema principal se desarrollaran al menos dos reactivos. En
total se desarrollarian doce reactivos. Se tomo6 como referencia el trabajo de Wahlley et al. [16]
para construir los reactivos del examen. En la tabla 1 se muestran los temas abordados por cada
reactivo.

El equipo de docentes participantes validé los reactivos. Cada uno de ellos tuvo al menos una
semana con el material para revisarlo individualmente antes de la sesion grupal. Los aspectos por
evaluar consistian en determinar si el reactivo era adecuado al tema, identificar la opcion
correcta, verificar que las opciones incorrectas fueran creibles para alumnos con pocos
conocimientos, verificar que cada reactivo tuviera una opcion correcta, verificar que la redaccion
del reactivo sea clara y comprensible por los estudiantes, y finalmente, contestar el examen para
estimar el tiempo que lleva resolverlo.

En las sesiones se hicieron observaciones sobre el estilo de redaccion de cuatro reactivos. Se
solicit6 que el estilo de presentacion de codigo fuera consistente, y para uno de ellos, verificar las
opciones de respuesta. Las observaciones se atendieron y se present6 la version actualizada a los
docentes nuevamente. En esta reunion, se decidid por consenso que el examen podria ser un buen
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indicador de la habilidad de los estudiantes para resolver problemas de programacion
relacionados con los temas bésicos de la asignatura.

La prueba piloto se aplico en el 2006 a los dos grupos de programacion que se imparte en el
programa de licenciatura en ciencias de la computacion. Ambos grupos estaban a cargo de la
misma maestra, quien participd en la revision de los reactivos. En total fueron 18 estudiantes, en
el grupo matutino fueron ocho hombres y tres mujeres, mientras que en el grupo vespertino solo
fueron siete hombres. La moda es de 19 afios para la edad de los participantes. A cada estudiante
se le entrego6 una hoja de respuestas y el examen en papel.

Tabla 1. Descripcion de las doce preguntas del instrumento de evaluacion.

Num. Tema Descripcidn
1 Variables Identificar las variables que se requieren para calcular el
descuento en una transaccion
2 Variables Identificar las variables que se requieren en el programa
para completar los espacios de la plantilla del informe
3 Operaciones A partir del total de una factura, deducir las operaciones
aritméticas para determinar el importe y el impuesto
4 Aritmética de Predecir la salida de tres variables, las cuales tienen
enteros asignadas operaciones aritméticas con enteros
5 Estructuras Determinar la opcién de cédigo que correctamente respete
selectivas las condiciones especificadas en el planteamiento del
simples problema
6 Estructuras Se presenta un segmento de cédigo incompleto, y el
selectivas estudiante escoge la opcidn que satisface las condiciones
anidadas del problema, en donde intervienen tres variables
7 Estructuras de El estudiante escoge la opcidn que especifica la cantidad de
control elementos, el valor inicial y el factor de incremento que
repetitivas corresponden a la secuencia que genera el cédigo
planteado
8 Estructuras de Determinar la seccidn en el cédigo, en donde debe incluirse
control la inicializacion del ciclo interno del programa
repetitivas
9 Vectores El estudiante realiza una corrida de escritorio para
determinar el valor que esta asignado en una celda
especifica del arreglo de enteros
10 Matrices Multiplicar un vector por una matriz para determinar el
valor que solicita el reactivo
11 Funciones Escoger el segmento de cédigo que realiza la lamada de
funcion con los argumentos adecuados al planteamiento
del problema
12 Funciones y El estudiante escoge la opcién que satisface la llamada de
paso de una funcién con paso de parametros por valor y de arreglos
parametros
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5. Resultados

Los estudiantes estaban por terminar el ciclo escolar y la calificacion obtenida varid entre 4 y 12
aciertos. Al examen se le aplicaron las siguientes pruebas: indice de dificultad de los reactivos,
nivel de discriminacidn y consistencia interna (alfa de Cronbach). Se utilizan los procedimientos
especificados en Woolfok [18].

Para calcular el parametro de consistencia interna se utilizé el SPSS 15.0 para Windows. La tabla
2 muestra los resultados del célculo del indice de dificultad y nivel de discriminacién de los
reactivos. Se sefiala que los reactivos 1 y 5, resultaron muy faciles para los estudiantes; mientras
que el reactivo 2, fue realmente complejo. Respecto al nivel de discriminacion, el reactivo 2 no
discrimina. Para los estudiantes que realizaron el examen, encontraron que este instrumento tiene
un indice de dificultad de 0.41 y un nivel de discriminacion de 0.43. Estos valores son
consistentes con un buen nivel de examen [18:564]. Los resultados que brinda el software SPSS
respecto al alfa de Cronbach con los 18 casos es de 0.625.

Tabla 2. indice de dificultad y grado de discriminacién para los reactivos de la prueba.
indice de dificultad
Criterio de aceptacion .20 > IDF < .80
R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10 R11 R12 Prom

0 5 1 2 0 1 1 0 0 0 3 1

1 5 3 3 2 2 5 4 5 4 6 5

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

0.08 0.83 0.33 0.42 0.17 0.25 0.50 0.33 042 0.33 0.75 0.50 0.41

Nivel de discriminacion
Criterio de aceptacion IDC >0
R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 R10 R11 R12 Prom

6 1 5 4 6 5 5 6 6 6 3 5
5 1 3 3 4 4 1 2 1 2 0 1
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
0.17 0 03 0.17 033 0.17 0.67 0.67 0.8 0.7 0.5 0.67 0.43

En cuanto a la comparacion de la puntuacion obtenida por los estudiantes con este instrumento,
se solicitd al docente responsable del curso que proporcionara una copia de las evaluaciones
parciales y finales para validar los resultados obtenidos en el examen. Como se observa en la
figura 1, el patron de calificaciones es semejante entre ambos enfoques de evaluacion. La etiqueta
promedio se refiere a la calificacion lograda en los exdmenes parciales del curso, mientras que la
etiqueta final, agrega otros elementos de evaluacion como practicas y ejercicios realizados. La
etiqueta puntuacion muestra las calificaciones logradas en la prueba piloto. De acuerdo al
analisis de correlacion entre el promedio obtenido y la puntuacion lograda en el instrumento de
evaluacion se tiene que la correlacion de 0.650 es significativa entre ambas variables, con un
nivel de significancia de 0.01.
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6. Conclusiones

EVALUACION DE LAS HABILIDADES DE COMPRENSION...

Los docentes del area de programacion de computadoras necesitan herramientas confiables que
permitan evaluar el nivel de aprendizaje logrado por los estudiantes. En este trabajo se presenta
una propuesta para conocer el nivel de comprension que logra un estudiante de programacion de
los temas bdsicos que se imparten en estos cursos. Como los resultados indican, es un
instrumento que tiene elementos de validez de contenido, pero que necesita ajuste para lograr los

niveles de confiablidad adecuados.

En un futuro se espera contar con un modelo de aprendizaje de la programacion, que guie el
desarrollo del instrumento de evaluacién para determinar el nivel de dominio que logra el
estudiante en los cursos de programacion de computadoras.

Calificaciéon

Comparacion de los resultados del instrumento con las
calificaciones del curso

\ 1 \// A A !
g/ A N \ / \\// | ——Final
/A \/ \V/ —=— Promedio
ym\y V_\/
\,,’/ - V Puntuacién
| \%
[ \]
\

1

2 3 45 6 7 8 9101112131415 16

17 18
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Figura 1. Representacion grafica de la calificaciéon final obtenida en el curso, el promedio de
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Resumen

El presente trabajo es una propuesta producto de la operatividad del Proyecto
“Ludoteca Interactiva de Matematicas” en el estado de Hidalgo, con la finalidad
de abatir una de las problematicas que enfrentan los docentes durante el proceso
ensenianza-aprendizaje con relacion al algebra; misma que propone el uso de
material manipulativo que propicia en los estudiantes el desarrollo de
competencias matematicas (planteamiento y resolucion de problemas; la
comunicacion; argumentacion y la aplicacion de técnicas).

1. Introduccion

Durante el ciclo escolar 2005-2006 se dio inicio con un estudio complementario en el nivel de
educacion secundaria “Resolucion de Ecuaciones Lineales a través de un Material Manipulable”
¢éste tuvo la finalidad de poder detectar a aquellos docentes que tienen el interés de poner en
practica el uso de nuevas metodologias y estrategias didacticas en apoyo a la ensefanza y el
aprendizaje de las matematicas; se da bajo la intencion de conocer las necesidades y
problematicas que tienen los docentes de educacion secundaria al abordar temas relacionados con
el algebra.

Surge como resultado del seguimiento y evaluacion de la operatividad de la propuesta de
intervencion Ludoteca Interactiva de Matematicas la cual coordina la Direccion de Investigacion
Educativa y Fortalecimiento Institucional, propone el uso de materiales manipulativos los cuales
propician en el estudiante la reflexion, el andlisis, el razonamiento, la socializacion, la
argumentacion y la investigacion, al mismo tiempo se crea un ambiente propio para hacer
matematicas dentro del aula. Con relacion a lo anterior se presenta la estructura del estudio, los
resultados encontrados y un apartado de conclusiones.

2. Antecedentes

Ludoteca Interactiva de Matematicas es una propuesta de intervencion se da de una investigacion
en 1999, de la cual se detectaron cuatro problematicas en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas: 1) bajo aprovechamiento de la asignatura; 2) falta de materiales didacticos en apoyo
a la asignatura; 3) poca vinculacion con otras asignaturas; y 4) escasa relacion maestro-alumno.
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Ante estas problematicas se disefia la propuesta de intervencion que enfatiza su interés en
propiciar diferentes estrategias metodoldgicas dirigidas a los docentes sobre el uso y aplicacioén
de materiales manipulativos que favorezcan en el estudiante el desarrollo de competencias
matematicas, despertando su interés por la investigacion y el desarrollo de habilidades a través de
un enfoque ludico; reconociendo el papel fundamental que tienen las matematicas en la ciencia,
la tecnologia y en la vida cotidiana considerando que el ensefiar no solo refiere a tener los
conocimientos necesarios sino que se requiere considerar didacticas y estrategias que favorezcan
la construccion de conocimientos significativos en los estudiantes.

La fase de pilotaje inicia en 11 escuelas secundarias en sus tres modalidades (Generales, Técnicas
y Telesecundarias) en 7 regiones del estado, mismas a las que se les proporciono materiales
manipulativos y escritos con sugerencias didacticas para su uso y aplicacion de estos. Durante
esta etapa y los ciclos escolares subsecuentes surgen solicitudes de varias escuelas para integrarse
a la propuesta, por lo que se amplia la cobertura y actualmente 204 escuelas de 11 regiones del
estado la implementan.

3. Proposito

Identificar a los docentes que fundamentan su practica en la utilizacion de recursos didécticos
apoyados con materiales manipulables como apoyo al proceso ensefianza y aprendizaje de temas
relacionados al Algebra en educacion secundaria, con la intencién de poner en practica dichos
recursos con los docentes de las 204 escuelas que integran el proyecto.

4. Justificacion

En este sentido se dio inicio con un estudio que permitiera identificar si los docentes que
imparten la asignatura de matematicas en educacion secundaria y que se encuentran trabajando
actualmente la propuesta de Ludoteca Interactiva de Matematicas ponen en practica las
estrategias didacticas basadas en la utilizacion de material manipulable y cuales han sido las
principales problematicas al trabajar ecuaciones lineales.

Para su desarrollo la Direccion de Investigacion Educativa y Fortalecimiento Institucional conto
con la participacion activa de los directivos, docentes y alumnos de escuelas secundarias de
diferentes municipios del estado de Hidalgo, sin embargo los resultados que se presentan solo
considera la zona escolar Numero 18 de secundarias generales ubicada en Zimapan, Hgo.

Considerando lo anterior, el estudio permitird tomar acciones que logren la optimizacién y

operatividad de la propuesta en las escuelas involucradas en el estudio y fortalecera aquellos
aspectos que no se hayan considerado de forma inicial.

5. Metodologia
Se disenaron instrumentos de recoleccion de informacion como: encuestas para docentes y

alumnos con preguntas abiertas y cerradas, con el proposito de que permitieran al docente
especificar de forma mas amplia sobre los cuestionamientos realizados; entrevistas a profundidad
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y observaciones de clase a los grupos, con la finalidad de obtener informacion sistematica y util
que diera a conocer las problematicas.

El estudio da inicio durante los meses de septiembre y octubre de 2005, con un muestreo de las
escuelas secundarias de la Zona Escolar Numero 18 de Secundarias Generales en donde opera la
propuesta, el acercamiento a estas instituciones fue a través de la realizacion de cursos taller los
cuales fueron el medio para poder conjuntar a los docentes de lugares retirados y de dificil
acceso, al finalizar los cursos, se les aplico encuestas y se realizaron entrevistas a los docente, lo
cual permitio tener una muestra mayor a la programada; ademas se programaron las visitas a las
escuelas para realizar el trabajo con los alumnos.

Los ejes conductores de este estudio estuvieron orientados por los siguientes objetivos:
e Conocer si los docentes ponen en practica estrategias didacticas en la ensefianza y el
aprendizaje apoyadas de materiales manipulables propuestos por ludoteca.
e Identificar que materiales manipulables son utilizados durante el proceso ensefanza-
aprendizaje de contenidos relacionados al 4lgebra.
e Obtener informacion sobre los docentes que fundamentan su practica educativa en el
enfoque actual de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

6. Resultados

Se presentan los resultados obtenidos en el estudio los cuales muestran un panorama de aquellos
docentes que imparten la asignatura de matematicas que fundamentan su practica en la utilizacion
de estrategias didacticas y el apoyo con materiales manipulables, la informacion se presenta de
forma grafica y en comentarios generales sobre cuestionamientos abiertos que se hicieron
directamente a los docentes: Es importante reconocer que en el quehacer docente y el uso de
materiales manipulables favorece el libre acceso al conocimiento y al desarrollo de habilidades
que plantea los planes y programas de estudio en educacion basica; centra a la ensefianza de las
matematicas como una herramienta util y como un objeto de conocimiento sujeto a
cuestionamiento, andlisis y experimentacion.

El estudio parte de este supuesto en donde el uso de estrategias didacticas y de materiales
manipulables son elementos esenciales en el logro de los propositos de la asignatura, ya que se
plantean recomendaciones para que las matematicas puedan disfrutarse, fomentar el gusto por
ellas y .propiciar el logro de aprendizajes significativos. La informacion obtenida de las encuestas
refleja como una problematica, el que los docentes utilizan los materiales manipulables durante el
proceso enseflanza aprendizaje, pero no cuentan con suficientes materiales que les permitan
abordar temas relacionados con el algebra. Sin embargo dentro de las entrevistas realizadas se
pudo identificar que no cuentan con la capacitacion requerida sobre la aplicaciéon de los
materiales manipulables, los cursos que se han realizado a nivel zona y que han retomado el uso
de estos materiales se han dado de forma parcial por lo que el proceso metodologico de los
materiales manipulables en su totalidad no se conoce. Con relacion al proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas y la puesta en practica del enfoque didactico se obtuvo la
siguiente informacion: en términos de aprendizaje se identifico que es poco frecuente la relacion
de lo transmitido por los docentes con la vida cotidiana o su utilidad, asi como el planteamiento y
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resolucion de problemas, por lo que el fortalecer estos aspectos permitira a los alumnos
identificar la utilidad que se obtiene de ellos dentro del ambiente en el que se desarrollan.

En este sentido una de las preguntas que se realizé a docentes y alumnos fue la relacionada a la
ensefanza y el aprendizaje del algebra, la cual para los docentes la consideran de dificil
ensefanza, ademds de carecer del apoyo de materiales manipulables que les permita facilitar el
proceso ensefianza y aprendizaje de tales temas y para los alumnos se les complica entenderlos,
asi como les resulto dificil explicar su uso en la vida cotidiana.

Respecto a la utilizacion de estrategias didacticas y de materiales manipulables estos se
plantearon como un punto central en las entrevistas y encuestas aplicadas a los docentes con el
siguiente cuestionamiento: ;La metodologia basada en el uso de estrategias didacticas favorece
un aprendizaje significativo en los estudiantes de educacion basica?

Con relacion a este cuestionamiento, se recupero que en su mayoria los docentes consideran que
la utilizacion de estrategias didécticas apoyada de materiales manipulables favorece que los
conocimientos se adquieran de forma objetiva; ademas de que la utilizacién del juego didactico
es una forma de apoyar el proceso de ensefanza y aprendizaje de matematicas, permitiendo el
desarrollo de habilidades y la socializacion de conocimientos de los educandos. Otro de los
cuestionamientos realizados a los docentes fue: ;Qué tan importante es la utilizacion de
materiales manipulativos en la introduccion, reforzamiento y evaluacion de conocimientos?

Este cuestionamiento permitid que los docentes aportaran las siguientes respuestas: Estimula sus
conocimientos, actitudes y habilidades. Al manipular los materiales juegan, se divierte y les
interesan mas las matematicas. Facilita la comprension de temas y el aprendizaje significativo.
Propicia la reflexién y el razonamiento haciéndolos practicos. Porque se apega a nuestras
necesidades de ensefianza. No contesto.

Con base en estas respuestas, y como se hizo mencion anteriormente que es un estudio
complementario ya que su realizacion busco identificar si los docentes utilizan estrategias
didacticas para la ensefianza de las matematicas, especificamente en contenidos de Algebra y en
este sentido apoyarlos con estrategias didacticas que propone Ludoteca.

7. Propuesta

Una vez identificadas las problematicas en la aplicacion de estrategias didacticas para la
ensefianza de las matemadticas por parte de los docentes y con la finalidad de apoyarlos con
algunas de ellas que permiten la introduccion de la ensefianza de ecuaciones lineales en
educacion secundaria, se da a conocer una que forma parte del acervo de materiales con los que
cuenta ludoteca. El material referido se llama tablero de fichas el cual fue disefiado por docentes
que imparten la asignatura de Matematicas en la Escuela Secundaria Técnica No. 18, ubicada en
Xuchitldn, municipio de San Salvador, Hidalgo.

La finalidad de este material manipulativo es introducir el contenido de ecuaciones lineales de

forma significativa para el alumno, en donde ¢l pueda identificar el proceso de como resolver una
ecuacion lineal y como llegar al procedimiento convencional a través del planteamiento y
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resolucion de problemas: tiene un proceso metodologico en el cual se debe organizar al grupo en
equipos, entregarles el material y darles a conocer el valor de cada una de las fichas que se
utilizan.

Y a través del planteamiento y resolucion de problemas el alumno utiliza el “Tablero de Fichas”
para resolverlo y posteriormente a su representacion se llega a la forma convencional de resolver
una ecuacion lineal y al mismo tiempo el alumno identifica la utilidad de las ecuaciones lineales
al plantear y resolver problemas. Se presenta el Modelo Tablero de Fichas y su procedimiento
metodoldgico.

| 1
.AAAAI%%% ]

(== | |

Valores de las fichas
Las fichas cuadradas representan los valores positivos, y las rojas los negativos; las fichas
triangulares representan las incognitas.

H EH A

En el lado izquierdo del tablero se coloca el primer miembro de la ecuacion y en lado derecho el
segundo miembro. Para resolver la ecuacion se procede a despejar la incognita, aplicando las
propiedades fundamentales de la igualdad a ambos miembros de la ecuacion para que la igualdad
permanezca y la incdgnita quede sola. Para eliminar una incdgnita o una variable se procede a
colocar el mismo numero de fichas de un mismo color en ambos lados del tablero, es decir si se
colocan 3 fichas cuadradas rojas de un lado se tendran que colocar otros 3 fichas cuadradas rojas
del otro lado del signo igual y al término de este deben quedar tridngulos de un solo lado y
cuadrados en el otro. Para obtener la solucion de la ecuacion, se dividen las literales entre las
incognitas. Utilizaciéon de modelos manipulativos donde el juego didactico presenta una forma
diferente y agradable de dar solucion a un determinado problema presentado a los alumnos:

Ejemplo de problema:

jADIOS MIS 35 PALOMAS!

- Dijo un gavilan a una parvada de palomas.

- No somos 35 -Contest6 una de ellas, y agrego:

- Somos estas, mas otras tantas como estas mas usted, sefior gavilan, las 35 seran.
(Cuantas palomas habia en la parvada?
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Procedimiento Convencional

x+x +1 =35

2x +1 =35
2x + 1-1= 35-1
2X =34
X = 34/2
X =17

8. Conclusiones

Es importante hacer menciéon que en el quehacer docente el uso de estrategias didécticas y
material manipulable favorece el libre acceso al conocimiento y al desarrollo de habilidades que
plantea los planes y programas de estudio en educacion basica; centrando a la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas como una herramienta util y como un objeto de conocimiento
sujeto a cuestionamiento, analisis, experimentacion, construccion € innovacion.

En este sentido la informacion obtenida permitié detectar cuales han sido las principales
problemadticas a las que se enfrentan los docentes al abordar contenidos relacionados al Algebra
con el apoyo de estrategias didacticas y materiales manipulativos; por lo que se han puesto en
practica algunas acciones en el ciclo escolar 2006-2007 apoyando a los docentes con material
escrito y manipulativo que les permita fortalecer el proceso ensefianza-aprendizaje, asi mismo se
han planteado estrategias de reproduccion de materiales manipulativos de bajo costo que permita
al docente elaborarlos con los estudiantes. Se espera que ésta informacion permita reorganizar y
reforzar el trabajo en las escuelas con la operatividad adecuada de la propuesta Ludoteca
Interactiva de Matemadticas logrando asi aprendizajes significativos que permita elevar la calidad
de la educacion.
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Resumen

El andlisis funcional ha sido definido por J. Dieudonné como “El estudio de los espacios
vectoriales topologicos y de las aplicaciones definidas entre subconjuntos de los mismos, su-
Jjetas a distintas condiciones algebraicas y topologicas.” Esta definicion, aunque formalmente
correcta, tiene la desventaja de estar hecha desde el punto de vista actual, cuando la teoria
estd muy desarrollada y metodolégicamente organizada, pero no dice nada sobre los con-
tenidos concretos y el tipo de problemas que dieron origen al andlisis funcional. En el presente
trabajo se dard un breve panorama historico del surgimiento del andlisis funcional ademds se
hablard sobre la clase de problemas que originaron esta rama de las matemdticas asi como de
los personajes involucrados en el establecimiento de dicha teoria.

1. Introduccion y antecedentes

El andlisis funcional ha sido definido por J. Dieudonné como “El estudio de los espacios vecto-
riales topoldgicos y de las aplicaciones definidas entre subconjuntos de los mismos, sujetas a dis-
tintas condiciones algebraicas y topoldgicas”. Esta definicidn, aunque formalmente correcta, tiene
la desventaja de estar hecha desde el punto de vista actual, cuando la teoria estd muy desarrollada
y metodoldgicamente organizada, pero no dice nada sobre los contenidos concretos y el tipo de
problemas que dieron origen al andlisis funcional.

Dentro de su ambigiiedad, la definicién que da Dieudonné pone de manifiesto algunas de las car-
acteristicas mas importantes del anélisis funcional: la tendencia hacia la algebrizacion del anélisis,
el énfasis en resultados de caracter estructural y la fuerte influencia de la topologia. De hecho, co-
mo el propio Dieudonné sefiala, es practicamente imposible disociar los comienzos de la topologia
general y del andlisis funcional. En cualquier caso, como toda otra teoria matemadtica, el andlisis
funcional surge de la necesidad de encontrar nuevas técnicas para abordar una gran cantidad de
problemas que los métodos tradicionales no podian resolver.

Ya desde el comienzo del célculo diferencial fue poniéndose de manifiesto la conveniencia de con-
siderar conjuntos cuyos elementos, a diferencia de lo que sucede en el andlisis cldsico, no son
puntos del espacio euclideo ordinario, sino funciones. Y éste es el origen mismo del nombre de
andlisis funcional; el estudio de los espacios funcionales, es decir, conjuntos formados por fun-
ciones, dotados de determinadas estructuras que permiten realizar en ellos gran parte de las op-
eraciones habituales del andlisis. Sin embargo, no hay duda de que se pueden hallar antecedentes
claros del andlisis funcional desde el mismo comienzo del cdlculo diferencial, pues el estudio de
las ecuaciones diferenciales lleva inmediatamente a la necesidad de considerar el conjunto de las
soluciones y, eventualmente, al estudio de sus propiedades.
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2. Pasar de lo finito a lo infinito

Como ya hemos dicho, uno de los rasgos distintivos del andlisis funcional, es la algebrizacién
del andlisis. Los métodos algebraicos se han desarrollado casi siempre antes que los analiticos y, al
considerar esencialmente conjuntos finitos, suelen ser mas faciles de usar. Por ello, una idea reiter-
adamente utilizada por los analistas ha sido la de considerar las ecuaciones funcionales como casos
limites de ecuaciones algebraicas, cuya solucién es mas sencilla. Asi, por ejemplo, la deduccion
que hace D. Bernoulli en 1750 de la solucion general del problema de la cuerda vibrante, se basa
en sustituir la cuerda por n masas puntuales, calcular la posicion general del sistema a lo largo del
tiempo y hacer tender formalmente n a infinito.

El descubrimiento por D’ Alembert de la ecuacion diferencial que rige el movimiento y el desar-
rollo de las técnicas analiticas relegé el método de Bernoulli a un segundo plano. Sin embargo,
la idea persistié y tuvo una influencia decisiva en los trabajos sobre fisica de Lagrange y, sobre
todo, de Fourier, para la obtencidn de las ecuaciones diferenciales que describen la transmision del
calor. Al mismo tiempo esta idea, del paso de lo finito a lo infinito, fue sistematicamente utilizada
por Fourier para la obtencion de soluciones correctas. Pero mejor serd ilustrar un poco el método
con un ejemplo, de los muchos que aparecen en la La theorie analytique de la chaleur (1822):
consideremos el problema de encontrar una solucién de la ecuacién diferencial

%—F%:O, x>0, -5 <y<3

u(0,y) =0,

u(r,£%) =0, 1z — oo.
Se trata de un modelo matematico de la temperatura estacionaria en el interior de una placa infinita
de forma rectangular, cuyos bordes se mantienen a la temperatura prefijada.
La solucién que Fourier obtiene es

u(@,y) = antn(x,y),
n=1

é (_1)7171

Sy un(z,y) = e V% cos(2n — 1)y, n € N,

donde a,, =
El mismo Fourier no estd muy convencido de su forma de proceder para hallar la solucién y dice:
“Como estos resultados parecen desviarse de las consecuencias ordinarias del Célculo, es necesario
examinarlos con cuidado e interpretarlos en su verdadero sentido”. Y prueba directamente que la
suma de la serie obtenida para x = ( es constante e igual a 1 en el intervalo sefalado y finalmente
afirma que u es solucidn de su problema.

3. El problema de Sturm-Liouville o el comienzo de la teoria espectral
Los trabajos de Fourier influyeron decisivamente en el tratamiento posterior de las ecuaciones

diferenciales. El método de separacion de variables, aplicado a otras ecuaciones diferenciales (en
general, no homogéneas), conduce al estudio de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

y" —q(x)y + Ay =0,
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donde A es un parametro complejo, ¢(z) es real y la funcion incognita y es por lo menos dos veces
diferenciable en algiin (a, b) y satisface las condiciones de frontera:

ary(a) + By’ (a) =0, azy(b) + By’ (b) = 0.

Ch. Sturm (1836) y J. Liouville (1837) desarrollaron una teoria general para abordar este tipo de
problemas. Los resultados obtenidos tuvieron una gran influencia en el desarrollo posterior. La con-
tribucion principal de Sturm fue la demostracion de que el problema planteado sélo tiene solucion
para una sucesion estrictamente creciente {\, }, valores reales del pardmetro A (los valores propios
del problema), con lo que se sientan las bases de la teoria espectral. Las propiedades de ortogo-
nalidad de las correspondientes funciones propias {u,, }, llevaron a Liouville a tratar de generalizar
el desarrollo en serie de Fourier, y expresar cualquier funcién continua u como una serie » | @,y
donde
[ wu,

- ot
J i

Liouville logra demostrar la convergencia de la serie, siempre que la serie de Fourier de u sea

convergente.

an

4. El calculo de variaciones y el problema de Dirichlet

Probablemente los antecedentes més claros del andlisis funcional se pueden encontrar en el cdlculo
de variaciones. Con este nombre se conoce a una serie de problemas en los que se trata de maxi-
mizar o minimizar no ya una funcién real definida sobre un subconjunto de R”, sino una expresion
del tipo

J(g) = / Flo(e), ¢(x), .. )z,

siendo F' una funcion regular, y las variables ¢ un adecuado conjunto de curvas regulares parametri-
zadas en [a, b]. Es éste el contexto donde aparece primero la idea de campo funcional, como con-
junto de funciones admisibles.

En el caso general, para estudiar problemas de extremos de funcionales de la forma dada en la
ecuacion anterior, se solia razonar por analogia al caso de funciones reales. Asi por ejemplo, se
solia admitir como evidente que si F' estaba acotada, J alcanzaba su maximo o su minimo en al-
guna funcién admisible. Sin embargo, la formalizacién del andlisis iniciada por Weierstrass, puso
pronto de manifiesto la debilidad de este argumento; uno de los primeros problemas fue estudiar
condiciones bajo las cuales el limite (puntual) de una sucesién de funciones conserva las buenas
propiedades que pudieran tener las funciones de la sucesion. Los primeros intentos en esta direc-
cion, consistieron en poner condiciones mas restrictivas sobre la forma de converger de la sucesion.
Asi surgi6 la nocion de convergencia uniforme (Weierstrass, 1841; Stokes, 1847; Von Seidel, 1848;
Cauchy, 1853). La postura de los italianos Dini, Ascoli y Arzeld, fue totalmente diferente; en lugar
de modificar la nocién de convergencia empleada, dieron una condicién general sobre el conjunto
formado por la sucesion de funciones (la equicontinuidad, Ascoli, 1883), de tal modo que el limite
puntual es necesariamente continuo.
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5. Las ecuaciones integrales y el desarrollo del analisis funcional

Las ecuaciones integrales, son probablemente el ejemplo mds representativo de la necesidad de es-
tablecer al andlisis funcional como un drea de las matematicas. A lo largo del siglo XIX se habian
planteado algunas ecuaciones integrales involucradas en problemas de la fisica. Asi por ejemplo,
Abel habia resuelto en 1823 la ecuacion relacionada con la tautocrona:

fo) = [ 2y

o VI —Y

Este es un ejemplo de ecuacion integral de primera especie en notacion de Hilbert, ya que la
funcion incognita ¢(x) aparece sélo bajo el signo de la integral. Otra importante clase de ecuaciones
integrales aparece en relacion con el método de Beer-Neumann para la solucion del problema de
Dirichlet. Fue en 1888 cuando P. du Bois-Reymond sugirié el nombre de ecuaciones integrales
para designar a este tipo de problemas y propuso desarrollar una teoria general de tales ecuaciones
como método alternativo para resolver ecuaciones diferenciales. Los primeros resultados en esta
direccion, fueron obtenidos por J.M. Le Roux (1894) y V. Volterra (1896); ambos establecieron
teoremas de existencia y unicidad mediante hipétesis adecuadas sobre el nicleo k, para ecuaciones
del tipo:

f@+/%mwmwzan ()

I. Fredholm, estudiante de Mittag-Leffler y més tarde su colega en Estocolmo, realiz6 una visita
a Paris en 1899, entrando en contacto con Poincaré y otros famosos matematicos de la época y
en 1900 publicé una nota, titulada Sur une nouvelle méthode pour la resolution du probléme de
Dirichlet, completada més tarde por un articulo en Acta Mathematica que iban a provocar impacto
en la comunidad matematica; en su trabajo Fredholm considera el método de Beer-Neumann y trata
de resolver la ecuacién integral (1).

6. La contribucion de Hilbert, F. Riesz y M. Fréchet

Los sensacionales resultados de Fredholm se extendieron rdpidamente y en 1901 E. Holgrem ex-
pone estos resultados en Gottingen, en el seminario de Hilbert, quien se interesé mucho por el tema
y, entre 1904 y 1910, public6 seis articulos sobre ecuaciones integrales en el Gottingen Nachricht-
en, que fueron posteriormente reunidos en un libro (1912) que contiene varias aplicaciones tanto
matematicas como fisicas. En dicho libro hay nociones y directrices novedosas que después, en
manos de matematicos como E. Schmidt y F. Riesz, van a convertirse en los fundamentos del anali-
sis funcional. Hilbert también considero el caso de formas cuadraticas no necesariamente completa-
mente continuas, sino simplemente continuas (o equivalentemente, acotadas sobre la bola unitaria)
e incluso formas no acotadas, estableciendo asi el germen de la teoria espectral moderna. De he-
cho en el trabajo de Hilbert aparecen ya algunas de las clases mas importantes de operadores (de
Hilbert-Schmidt, nucleares, etc.) aunque realmente la formulacion moderna se debe a F. Riesz. Es
evidente, en una perspectiva actual, que estos resultados estan prefigurando la teoria de los espacios
de Hilbert.
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Por otro lado, en 1906 aparece también la famosa tesis doctoral de M. Fréchet “Sur quelques points
du calcul fonctionnel”, en ella Fréchet introduce la nocién abstracta de distancia en un conjunto,
lo que permite extender las nociones habituales de entornos, limites, continuidad, compacidad,
completitud y separabilidad en conjuntos abstractos y las estudi6 en espacios funcionales teniendo
esto una tremenda influencia para el desarrollo del andlisis funcional moderno. Por esta época los
jovenes matematicos E. Fischer y F. Riesz, asumieron la visién geométrica y topoldgica de los
espacios de Hilbert, lo que les llevé a descubrir en 1907 (independientemente) el llamado teorema
de Fischer-Riesz, que a su vez establece una inesperada relacion de estos temas con otro gran
descubrimiento de la época: la teoria de integracion de Lebesgue y en el mismo afio Fréchet y
Riesz (independientemente), obtienen la representacion de cualquier forma lineal continua 7' sobre
el espacio L? en la forma

T(f)=(f,9) = /f(x)g(x)dx, para alguna g del mismo espacio.

Dos afios mads tarde, en 1909, Riesz resuelve completamente el problema abordado por Hadamard
y Fréchet en 1903 y 1904, probando que cualquier funcional lineal y continuo 7' sobre el espacio
C([a, b]), puede escribirse en forma de integral de Stieljes:

b
T(f) = / f(z)da(x), donde « es una funcién de variacion acotada.

En 1910, Riesz introduce los espacios L?, para 1 < p < oo, como generalizacién natural de L?. Se
plantea Riesz la resolucion de un sistema de infinitas ecuaciones del tipo

/ filx)g(x)dx = ¢;, (i € ),

donde las f; y los escalares ¢; son los datos, y se trata de encontar una solucion g.

7. Conclusiones

Las contribuciones fundamentales que hemos venido refiriendo, preparan el camino para el de-
sarrollo de una teoria general de espacios normados, funcionales y operadores lineales entre ellos y
esto acontecié en 1920 cuando S. Banach, en su tesis doctoral, present6 la definiciéon axiomatica de
los espacios que hoy llevan su nombre (dos afios después publicada en Fundamenta Mathematicae).
Desde la introduccién de su trabajo Banach declara su intencién de demostrar una serie de resulta-
dos vélidos en distintos campos funcionales, para lo cual establece un conjunto de teoremas en un
marco muy general que dan lugar a los distintos resultados buscados. El marco general en cuestion
es precisamente lo que hoy conocemos como espacios normados completos (espacios de Banach);
da la definicién axiomatica de espacio vectorial real, normado y completo y la tesis contiene, en-
tre otros, el principio de acotacion uniforme y la forma general del principio de contraccion en
espacios métricos completos. Finalmente, en 1922, P. Levy, alumno de Hadamard publica el libro
Lecons d’ Analyse Fonctionnelle, en donde por primera vez aparece el nombre de andlisis fun-
cional y con este breve recorrido por la historia contemporanea podemos considerar, que termina
el proceso fundacional de esta rama de las matematicas.
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Resumen

El proposito de este trabajo es mostrar algunos resultados relacionados con el
diserio e implementacion de tareas y examenes en linea con el software Maple T.A.,
para los cursos de Algebra en Ciencias e Ingenieria de la Universidad de Sonora,
durante el semestre 2008-2, como una alternativa de apoyo al trabajo extra-clase de
los estudiantes, al trabajo docente y, particularmente, a la evaluacion y auto-
evaluacion. Este trabajo emerge de las actividades del proyecto “Seguimiento de la
Imparticion de los Cursos de Algebra bajo el Esquema del Nuevo Modelo Curricular
de los Programas de la Division de Ingenieria de la Universidad de Sonora” que se
enmarca dentro del “Programa Permanente de Mejoramiento de los Servicios que
Ofrece el Departamento de Matematicas”.

1. Introduccion

Dentro de las actividades del proyecto “Seguimiento de la Imparticion de los Cursos de Algebra
bajo el Esquema del Nuevo Modelo Curricular de los Programas de la Division de Ingenieria de
la Universidad de Sonora”, se iniciaron reflexiones sobre la evaluacion de la calidad de la
ensenanza y aprendizaje de los contenidos del curso de algebra, motivadas por la solicitud del
Departamento de Ingenieria Industrial de incorporar, a su esquema de examenes departamentales,
las materias que ofrece el Departamento de Matematicas. Aunado a esto, se tuvo acceso a un
sistema en linea de evaluacion y entrenamiento en matematicas Maple T.A. adquirido dentro del
proyecto “Homogenizacién y Certificacion de los Programas de Matematicas del Sistema de
Educacion Publica en Sonora”.

El objetivo de este trabajo es mostrar algunos resultados relacionados con el disefio e
implementacion de tareas y examenes departamentales en linea para los cursos de Algebra del
area de Ciencias e Ingenieria, con el uso de Maple T.A., como una alternativa de apoyo al trabajo
extra-clase de los estudiantes, al trabajo docente y, particularmente, a la evaluacion y auto-
evaluacion.

Es importante enfatizar que el grupo de profesores participantes, tenia dos afios de trabajo previo,

en el andlisis del programa de la materia, los materiales disponibles, uso de tecnologia, y
compartiendo experiencias y actividades didacticas implementadas en el aula.
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2. Aspectos tedricos

En este trabajo se han tomado en consideracion algunos elementos tedricos del Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS), desarrollado por Godino (2003).
Entre los elementos considerados, podemos mencionar los objetos personales e institucionales,
sus significados sistémicos, los elementos bdasicos del significado y las relaciones que se
establecen entre ellos (funciones semioticas). En la siguiente tabla se muestran los distintos tipos
de significados institucionales considerados, asi como las posibles interacciones entre ellos:

Tabla 1. Significados Institucionales.

Significados Institucionales

Significado de Referencia —
Significado Pretendido
Programa de Libros de Texto
la Materia | T
l Significado Implementado ‘
Materiales de Significado
Apoyo personal de los » Actividades Listas de
objetos Didacticas ejercicios
Aportaciones matematicos, de | 5
de la los profesores .
Investigacion de 1a materia v Significado Evaluado
en
Matematica Uso de - Tareas
Educativa Tecnologia )
Examenes

Para la evaluacion del aprendizaje a través de un sistema en linea, se considera necesario un
sistema de categorias para clasificar los diferentes niveles de preguntas y respuestas esperadas.
Tomamos como base la taxonomia SOLO (Structure of the Observed Learning Outcome), (Collis
y Biggs, 1982) pero reinterpretamos los niveles basicos de respuesta, en términos de algunos
elementos del EOS.

Esta taxonomia incluye cinco niveles basicos de respuesta que, en orden de complejidad
creciente, son:

e Pre-estructural: el estudiante tiene parte de la informacidn, ninguna organizacion y ni
sentido. (Vacios de significacion, disparidad de interpretaciones).

e Uni-estructural: el estudiante puede establecer relaciones directas simples entre
elementos basicos del significado, de manera aislada, sin conexion unas con otras.
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e Multi-estructural: el estudiante puede establecer varias relaciones entre elementos
basicos del significado, considerandolas en una secuencia.

e Relacional: el estudiante puede establecer una red de relaciones entre elementos basicos
del significado e integrarlas en un todo.

e Abstraccion Extendida: los estudiantes pueden establecer relaciones mas alla del tema
inmediato; generalizan y transfieren los principios de lo especifico a lo abstracto.

3. Diseiio de reactivos en Maple T.A.

Con base en la taxonomia presentada y analizando problemas, listas de ejercicios y exdmenes
propuestos por los profesores participantes en el proyecto, se dio inicio al disefio de reactivos a
implementar con el sistema Maple T.A. Se propuso elaborar reactivos cuya respuesta esperada
correspondiera a los niveles uni-estructural, multi-estructural o relacional.

Ejemplo de reactivo de nivel uni-estructural:

En este reactivo, se pide calcular el producto de dos nimeros complejos dados. La ventaja de
utilizar Maple T.A. es que este reactivo se disefia de forma algoritmica, de modo que se programa
el producto de los nimeros (a + bi)(c + di), donde las variables a, b, ¢ y d toman valores en un

rango especificado. Asi, con un solo reactivo en Maple T.A. se tienen muchas versiones del
mismo ejercicio.

Figura 1. Reactivo de nivel uni-estructural.
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Ejemplo de reactivo de nivel relacional:
En este reactivo, se presenta graficamente una raiz n’esima (cuadrada, cubica, cuarta, quinta o

sexta) de un numero complejo desconocido. Se pide al estudiante encontrar otra de tales raices,
representarla en forma polar y cartesiana, y encontrar el nimero complejo del cual es raiz.
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o aphe TA, - SIMULACRD EXAWERN MUMEBOS COMPLEET - Windows lsteme,. L B

Figura 2. Reactivo de nivel uni-estructural.
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4. Disefio de tareas y examenes en linea

En el sistema Maple T.A. es posible disefiar diferentes tipos de tareas y exdmenes. Los reactivos
pueden ser seleccionados fija o aleatoriamente, de uno o varios grupos de ellos, a partir de los
bancos de reactivos. De este modo, a partir de un mismo disefio de examen, es posible generar un
nimero importante de versiones del mismo.

En este trabajo se utilizaron tres tipos distintos:

Practicas andnimas: Son tareas tipo examen que el estudiante puede realizar libremente,
sin limite de tiempo, el nimero de veces que desee, y tienen la caracteristica de que,
aunque el sistema evalia su trabajo, éste no queda registrado en el sistema. El estudiante
tiene acceso a este tipo de tareas desde cualquier computadora con Internet.

Tareas registradas: Son tareas tipo examen que, a diferencia de las anteriores, quedan
registradas en el sistema, tanto el trabajo del estudiante como el puntaje obtenido. El
estudiante tiene acceso a este tipo de tareas desde cualquier computadora con Internet. Se
ha tomado el acuerdo de que pueden realizarla hasta tres veces, tomandose en
consideracion la puntuacion mads alta, como parte de la calificacion del parcial
correspondiente.

Examenes departamentales supervisados: Este tipo de examen requiere la autorizacioén del
profesor para que cada estudiante en particular tenga acceso a ¢€l, por lo que se lleva a
cabo de manera presencial en un laboratorio de computadoras.

5. Prueba piloto semestre 2008-2

Aunque se llevaron a cabo pruebas piloto durante los semestres 2007-2 y 2008-1, fue durante el
semestre 2008-2, donde se realizaron de una manera mas sistematica. Al inicio del semestre se
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ofrecio un taller de capacitacion a los profesores para el manejo del sistema. Se cred un curso raiz
en el que se cargaron los bancos de reactivos, tareas y examenes y, a partir de éste, se generaron
los cursos de los demas profesores, de modo que heredaran los contenidos del curso raiz.

Se elaboraron seis bancos de reactivos: uno de ellos para el disefio de un examen de diagnostico
al inicio del semestre, y cinco relacionados con los contenidos del curso de algebra.

Figura 3. Bancos de reactivos en Maple T.A.

| Py T = v R - b nevaweni -

& MapleT.A, BAlgebra 20082 : Question Bank Editor

Estos bancos deberan ampliarse y reestructurarse, con base en los resultados obtenidos. También
esta pendiente la elaboracion de otros dos bancos de reactivos: uno relacionado con
Transformaciones Lineales, y otro con Valores y Vectores Propios.

A partir de los bancos de reactivos, se disenaron 15 practicas anoénimas, 13 tareas registradas y
cuatro examenes departamentales supervisados (tres ordinarios y uno extraordinario).

Para el semestre en cuestion, se formaron 31 grupos de Algebra en Ciencias e Ingenieria en la
Universidad de Sonora, Unidad Regional Centro, los cuales estuvieron a cargo de 15 profesores.
Trece profesores se involucraron en el proyecto, pero so6lo nueve aplicaron las tareas y examenes,
de manera sistematica, a un total de 17 grupos.

6. Aspectos importantes a destacar

Durante la experiencia de aplicar exdmenes en linea durante el semestre 2008-2, se puede
destacar que:

Concebimos el sistema Maple T.A. como un fuerte apoyo a la actividad del estudiante fuera del
salon de clases, con la ventaja de brindar retroalimentacion inmediata a las acciones llevadas a
cabo por ¢l mismo, para la soluciéon de los problemas y ejercicios que se les presentan. Sin
embargo, consideramos necesario llevar a los estudiantes a un centro de computo, al inicio del
semestre resolviendo problemas de acceso y para que se familiaricen con el ambiente general de
Maple T.A. En este punto, se tuvo la desventaja de contar con laboratorios de a lo mas 30
computadoras, mientras que los grupos contaban generalmente con 40 estudiantes. Por esta razon,
la aplicacion de los exdmenes departamentales supervisados, se llevd a cabo en dos sesiones por

grupo.
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Cada vez que un estudiante selecciona una tarea, se le presenta una version distinta, con reactivos
seleccionados aleatoriamente, y éstos, a su vez, son algoritmicos, es decir, incluyen parametros
que cambian cada vez que aparecen en una tarea. Asi, podemos decir que las tareas son
individualizadas. Esto redujo enormemente la posibilidad de copiar las respuestas de los
compaiieros y promovid, en cambio, el intercambio de estrategias y métodos de solucion.

El uso de practicas anonimas, promovidé que los estudiantes formaran equipos y respondieran
entre todos una misma tarea, ya que ésta no era registrada para nadie. También, les dio
oportunidad de resolver varias versiones de una misma tarea, antes de realizar la que quedaria
registrada en el sistema.

Algunos estudiantes, al realizar varias veces la “misma tarea” y recibir retroalimentacion
inmediata del sistema, identificando sus aciertos y errores, se concentraron sobre sus deficiencias
y fueron capaces de plantear preguntas mas especificas durante las sesiones de clase.

Pero también hubo alumnos que expresaron su descontento por este tipo de examenes con los que
no se sentian del todo cémodos, no realizaron las practicas andénimas ni tareas, y solo se
presentaron al examen departamental, a veces sin recordar su nombre de usuario y contrasefia.
Ellos aludieron su bajo rendimiento a la utilizacién del sistema. Entre los comentarios adversos
de los estudiantes, podemos mencionar:

Los menus para la navegacion en el sistema estan en inglés y se sentian en desventaja.
Tienen problemas con la sintaxis utilizada en las preguntas abiertas.

El sistema no siempre califica bien respuestas equivalentes.

Su practica se interrumpi6 por problemas de conectividad en Internet.

El sistema presentd inhabilitaciones y saturacion teniendo problemas de acceso.

oo o

Creemos que una mejor comunicacion entre alumnos y profesores puede ayudar a llevar a cabo
las acciones pertinentes para que se tenga una mayor aceptacion por parte de estos estudiantes.

Los estudiantes que realizaron las préacticas andnimas y tareas registradas, obtuvieron mejores
resultados en los examenes departamentales. A nivel de grupo, consideramos muy importante el

papel del profesor para promover de manera sistematica la realizacion de estas tareas.

Se muestran los resultados obtenidos por tres grupos en el primer examen parcial, en una de las
formas mostradas por el sistema Maple T.A.

Figura 4. Histogramas de resultados de tres grupos.
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Resumen

En este trabajo presentaremos dos formulaciones equivalentes al teorema de Radon-Nikodym
en espacios de Banach. La primera, es la equivalencia con el teorema de representacion de
Riesz para operadores lineales y continuos. La segunda, con el teorema de Fatou para fun-
ciones armonicas definidas en el disco unitario con valores en un espacio de Banach X, que
asegura la existencia de limites radiales ctp. de dichas funciones. Finalmente, exhibimos un
ejemplo de una funcion vectorial armonica y acotada que no tiene limites radiales ctp., es
decir, el espacio donde toma valores no tiene la propiedad de Fatou.

1. Introduccion

J.A. Clarkson en 1936 y N. Dunford y A.P. Morse en el mismo afio, crearon las nociones de convex-
idad uniforme y de base acotadamente completa de un espacio de Banach X, respectivamente, con
el objeto de demostrar que toda funcidn absolutamente continua definida en el espacio euclideano y
con valores en X es la integral de su derivada. Estos resultados fueron reconocidos como auténticos
teoremas de Radon-Nikodym para la integral de Bochner. De hecho, fueron los primeros teoremas
de tipo Radon-Nikodym para medidas vectoriales en espacios de medida abstractos.

En la primera seccion del presente trabajo introducimos la nociéon de medida vectorial y algunos
conceptos relacionados con ésta, asi como la integral de Bochner la cual es una generalizacion
directa de la integral de Lebesgue en el contexto de espacios de Banach. También veremos que,
sin embargo, para la integral de Bochner es imposible establecer de manera general el teorema de
Radon-Nikodym. La clase de espacios de Banach donde este teorema se verifica se conoce como
la familia de espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym. En la segunda seccion
establecemos sin demostracion que este teorema es equivalente al Teorema de Representacion de
Riesz. En la tercera seccién presentamos la equivalencia con el teorema de Fatou para funciones
armonicas vectoriales definidas en el disco unitario. Por dltimo veremos que el espacio ¢y no tiene
la propiedad de Fatou; en realidad lo que ocurre es que este espacio no tiene la propiedad de Radon-
Nikodym.

2. Medida vectorial

Empezaremos introduciendo la definicién de medida vectorial, asi como algunos conceptos rela-
cionados. En todo lo que sigue, §2 serd un conjunto no vacio, F serd un dlgebra de subconjuntos de
2, X una o-algebra de subconjuntos de X y X un espacio de Banach.
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2.1. Conceptos Preliminares

Definicion 1. Diremos que una funcién F' : F — X es una medida vectorial finitamente aditiva,
o simplemente una medida vectorial, si para cada par £/, F/5 de elementos ajenos de F se tiene que

F(Ey U Ey) = F(Ey) + F(Es).
Si ademds, cada vez que (E,)22, C Feon E;NE; =0sii# jy U E, € F, se tiene que
F (U En> => F(E,),
n=1 n=1

diremos que F' es una medida vectorial aditiva numerable o numerablemente aditiva.

Definicion 2. Sea I : 7 — X una medida vectorial. La variacion de F" es la funcién |F| : F —
R definida por

[F|(E) =sup > _||F(A)]x, (1)
T Aerw

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 7 de £ en un nimero finito de elementos de
JF ajenos por pares.

Evidentemente tenemos que |F| > 0. Cuando |F|(2) < oo diremos que I es una medida de
variacion acotada.

Definicion 3. Sea F un algebra de subconjuntos de €2, ' : F — X una medida vectorial y p una
medida a valores reales y no negativa (finita) definida en . Diremos que F' es p-continua, lo cual
denotamos F' << p, si lim,,(g)—o F'(E) = 0.

2.2. Integracion

A continuacion daremos la definicién y algunas propiedades de la integral de Bochner, también
conocida como la “integral de Dunford y Schwartz” y la cual es una generalizacion directa de la
cléasica integral de Lebesgue.

Definicion 4. Una funcion f : 2 — X se llama u-medible o fuertemente medible si existe una
sucesion de funciones simples (f,,)>° ; tal que

i [1f, ) = f(w)]| = 0

para p-casi toda w € Q.

Definicion 5. Sea f : 0 — X una funcion fuertemente medible. Diremos que es Bochner inte-
grable si existe una sucesion {¢, }°°; de funciones X -escalonadas tal que la funcién real medible
|/ — ©nl| es Lebesgue integrable para cadan € Ny

Jirgo/llf—wnlldMZO'
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En este caso, para cada E € ¥ la integral de Bochner de f sobre F se define por

/ fdy = lim / ond @)
E n—xJg

donde el limite se toma en la topologia de la norma en X.

Seal <p < o0. LP(Q,%, u, X) o simplemente L”(u, X') denotara todas las clases de equivalencia
de las funciones f : {2 — X que son pu-Bochner integrables y tales que

1/p
£l = [ / ||f||’§<du} <o

Igual que en el caso escalar, puede demostrarse que (LP(u, X), || ||,) es un espacio de Banach.

L>(, %, i, X) o simplemente L>°(u, X) denotara todas las clases de equivalencia de funciones
esencialmente acotadas u-Bochner integrables f : Q@ — X. Para f € L*°(u, X') denotamos por

[f]lee = esssup || f]|x,
y también como en el caso escalar puede verse que (L>(u, X), || |lo) €s un espacio de Banach.

El simbolo LP (1), 1 < p < oo, siempre denotara LP(u, X') cuando X es el campo de escalares.

Uno de los aspectos mas interesantes de la teoria de la integral de Bochner se centra en la siguiente
pregunta: ;Cuédndo una medida vectorial surge como una integral de Bochner indefinida?

Sea (€2, 3, i) un espacio de medida finita y F' : ¥ — X una medida vectorial de la forma

F(B) = [ fdu

para alguna funcién Bochner integrable f.

Podemos ver que F' es numerablemente aditiva, p-continua y de variacion acotada. Reciproca-
mente, si F': 2 — X es cualquier medida aditiva numerable, y-continua y de variacion acotada con
un rango finito dimensional entonces el clasico Teorema de Radon-Nikodym produce una funcion
Bochner-integrable f tal que

F(E) = [E fdp.

Para la integral de Bochner general, esto ya no necesariamente se verifica.

Ejemplo 1. Una medida vectorial aditiva numerable con valores en ¢y, de variacion acotada que
no tiene derivada de Radon-Nikodym.

Construccion.
Sea 1 la medida de Lebesgue en [0, 1]. Si £ C [0, 1] es un conjunto medible, sean

)\n(E):/Esen(Q"ﬂt) dt,

y F(E) = O0(E), Mo(E), .., M(E), ..).

F' es una medida vectorial finitamente aditiva con valores en ¢j. Se puede ver que F' es p-continua,
aditiva numerable y de variacion acotada pero no tiene derivada de Radon Nikodym.
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3. El teorema de Radon-Nikodym y operadores Riesz representables en L' (1)

Definicion 6. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con
respecto a (£2, X, ;1) si para cada medida vectorial numerablemente aditiva G : 3 — X, y-continua
y de variacién acotada, existe g € L'(u, X) tal que

G(E):/gd,u paratoda F € X.
E

Definicion 7. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si
X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a todo espacio de medida finita.

Definicion 8. Diremos que un operador lineal acotado 7" : L' (i) — X es Riesz Representable (o
simplemente, representable) si existe g € L>°(u, X) tal que

Tf:/ﬂfgdu paratoda f € L'(p).

Teorema 1. Sea X un espacio de Banach y (€2, %, 1) un espacio de medida finita. Entonces X
tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a (£2,3, 1) si y sélo si cada operador lineal
continuo 7' : L' (i) — X es representable.

4. La propiedad de Radon-Nikodym y el teorema de Fatou

En esta parte demostraremos la equivalencia entre el teorema de Radon-Nikodym y el teorema de
Fatou sobre la existencia de limites radiales en casi todo punto de funciones armoénicas y acotadas
definidas en el disco unitario y con valores en un espacio de Banach X.

Definicion 9. Seawu : D — X, donde D es el disco unitario y X es un espacio de Banach. Diremos
que v es arménica si u € C*(D, X), es decir, u es continua con segundas derivadas continuas y
satisface la ecuacion de Laplace Au = 0.

Definicion 10. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad de Fatou si para to-
da funcion arménica u con valores en X y acotada, es decir sup,.p, ||u(2)||x < oo, existe f €
L>([0,1], X) tal que

lim u(re*™™) = f(t)

r—1-

para casi todo ¢ € [0, 1].

Definicion 11. El nicleo de Poisson para el disco unitario D es la funcién

o0

P.(t) = Z riFletkt  + e [—m, 7. 3)

k=—o0
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Ademads, podemos observar que

o0

, 1—7?
P.(t) = Ikl ikt — t € [—m, 7).
*) Z e 1 —2rcost +r2 (= 7]

k=—o00

Lema 2. Sea f € L'([0,1], X). Entonces la integral de Poisson de f, definida por

ey = [ fR - sy

es una funcion armoénica con valores en X que verifica

lim P(f)(re") = f(t)

r—1-

para casi todo ¢ € [0, 1].

Teorema 3. X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y s6lo si X tiene la propiedad de Fatou.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Sea v : D — X una
funcién armonica y acotada.

Seanr, = 1— 55y f,(t) = u (r,e*™). (f,,)32, es una sucesion de funciones continuas con valores
en X tal que

sup || fulleo < sup [Ju(z)|| < oo.
neN zeD
Como X — X™** tenemos las inclusiones isométricas

C([0,1], X) = £(L}([0, 1), X) — £ (L'([0,1]), X™) 4)

- / o(t) f(t)dm(t)

y T +—— 37 donde j : X — X ™ es la inclusion candnica.

dadas por f — T tal que

Dado que
(LM([0,1])@-X*)" = (L' ([0, 1], X)) = £ (L'([0,1]), X*)

y puesto que la sucesion (f,)5°; es una sucesién acotada en el espacio L' ([0, 1], X*)*, pode-
mos aplicar el Teorema de Banach-Alaoglu y encontrar T € £ (L'([0,1]), X**) y una subsuce-

sién (ng)7, de nimeros naturales tales que (f,, )7, converge a 7" en la topologia débil-* de
L ([0,1], X*)".

Se tiene que
Ty, (¢) — T(¢) paratoda ¢ € L'([0,1]), (5)

yque T'(¢) € Xy P(T) =
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Definamos ahora la siguiente medida vectorial

plE) =T (xe) = Jim | (o) dr

Podemos ver que 1 es numerablemente aditiva, ;1 << m y de variacion acotada.
Puesto que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe f € L' ([0,1], X) tal que

M(E)—/fd,u para todo boreliano E.
E

Ademads f € L* ([0, 1], X) y puesto que
P(f) <r€27rit) = u (7,627rit) ’
se sigue del Lema 2 la existencia de

lim P(f) (re*™) = f(t)

r—1

para casi toda t € [0, 1]. Por tanto, X tiene la propiedad de Fatou.

Reciprocamente, supongamos que X tiene la propiedad de Fatou y sea ;2 una medida vectorial con
valores en X tal que 1 es numerablemente aditiva, u << my |u|([0, 1]) < oco. Estudiemos primero
el siguiente caso para ;1 'y m:

Existe ¢ > 0 tal que |u|(E) < em(FE) para todo boreliano E.

Definamos el operador 7}, : L'([0,1]) — X del modo siguiente: si

Y= Z QL XE»
k=1

con qy, escalar, Fy boreliano para 1 < k < m, E, N E; = () si k # [, entonces
Tu(e) =D awp(Br).
k=1

Podemos extender continuamente 7, a todo L' ([0, 1]), y esta extension posee la misma norma.

Ahora definamos la integral de Poisson del operador 7}, esto es, u = P (TM). Tenemos que u es
una funcién armonica con valores en X y ademas

2”“) < (C, paratoda z € D.

lu (re™)

Como X tiene la propiedad de Fatou existe f € L> ([0, 1], X) tal que
lim u (re’™) = f(t) paracasitodo t € [0,1].

Podemos ver que

W(E) =T, (xp) = /E fdu.
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Para resolver el caso general, dada ;1 << m, basta considerar la funcién maximal

() = {% el I intervalo} :

(el supremo se toma sobre todos los intervalos I que contienen a ).

Veamos ahora un ejemplo de un espacio que no tiene la Propiedad de Fatou.

Ejemplo 2. Una funcién vectorial armoénica y acotada que no tiene limites radiales ctp.

Construccion:
Sea X =cqy T : L'0,1] — ¢ tal que

[ee]

T(f) = ( o f(t)sen(2”7rt)dt>

n=0

Consideramos la integral de Poisson del operador 7', esto es, ¢ : D — ¢ tal que
© (7’62““) = P(T) (re%”) =T(P.(t—"))
Sabemos que ¢ es una funcion armonica y acotada.

Mostraremos que existe un subconjunto Lebesgue medible £ C [0, 1] con m(E) > 0 tal que no
existe lim, 1 o (re*™) en (o, || ||oo) paratodat € E.

Observemos que sit € [0,1]y0 <r < 1

o (re?mit) — ( /0 Pt - Q)Sen(2”ﬂ6’))

y se sabe que para cadan € N

[e.o]

n=0

1

h’rr% P.(t — 0)sen(2"70)dh = sen(2"nt) para casitoda ¢ € [0, 1].
T— 0

Fijemos uno de tales t’s. Si existiera f(¢) € o, digamos f(t) = (f.(t)),—, tal que
7 2wt __
lim @ (re?™) = f(t) en | [,

entonces debido a que convergencia en || ||« implica convergencia coordenada a coordenada ten-
driamos que
fn(t) =sen(2"nt) paratoda n € N,

pero la sucesién (sen(2"7t)) " | ¢ ¢y a menos que ¢ = k/2™, para algin k € Z y algin m € N,
y puesto que el conjunto {t = k/2™ : k € Z, m € N} es numerable y por tanto, tiene medida de
Lebesgue cero, entonces hay un subconjunto E de [0, 1] Lebesgue medible con medida de Lebesgue
positiva tal que paratodat € E (f,(t))32, & co.

Por tanto ¢ : D — ¢y no tiene limites radiales ctp., es decir, ¢ no tiene la propiedad de Fatou. En
realidad, lo que ocurre es que el espacio ¢y no tiene la Propiedad de Radon-Nikodym, la cual es
equivalente a la propiedad de Fatou.
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Resumen

Para estudiar la mayoria de los problemas reales generalmente se requieren modelos multi-
paramétricos y la funcion de verosimilitud es una herramienta que nos permite obtener in-
formacion sobre los pardmetros de interés de un modelo. Esta funcion puede ser compleja
cuando se trabaja con varios pardmetros, y una alternativa es describir un pardmetro a la vez,
considerando los restantes como pardmetros de estorbo. Para efectuar este tipo de andlisis
se pueden utilizar diferentes métodos, entre los cuales se examinan: la verosimilitud perfil, la
verosimilitud condicional y la verosimilitud integrada. Se describen las caracteristicas de cada
una de ellas y se desarrolla un ejemplo utilizando estos tres métodos.

1. Introduccion

El problema de especificar un modelo estadistico para observaciones recolectadas en una muestra
puede llegar a ser una tarea dificil, ya que el modelo seleccionado puede tener varios pardmetros
o caracteristicas de interés. En ciertos casos podemos conocer algunos de ellos y enfocarnos so-
lamente en estimar el pardmetro que nos interesa, pero en otros debemos encontrar la manera de
estimar el pardmetro de interés en presencia de los otros pardmetros que denominaremos de estor-
bo. Pawitan [3] afirma que los pardmetros de estorbo aparecen en escena como una consecuencia
natural de nuestro esfuerzo al usar mejores modelos y de mayor dimension. Este problema cen-
tral en inferencia estadistica ha sido abordado de diversas maneras, pero solo consideraremos tres
de estos métodos: la verosimilitud perfil, la verosimilitud condicional y la verosimilitud integrada.
Antes de describirlos debemos definir algunos de los conceptos y notacién a utilizar.

Primeramente consideremos uno de los conceptos mds importantes en estadistica que es el de
verosimilitud, el cual nos permite inferir sobre la poblacion de la cual se selecciona la muestra.
Fisher [1] introdujo el concepto de verosimilitud para cualquier valor particular de #, como pro-
porcional a la probabilidad de observar la muestra. Asi, si y es una variable aleatoria discreta cuya
funcién de probabilidad es f(y;6) = P(y;0), la funcién de verosimilitud de # la denotamos por
L(60;vy) y se calcula como:

L(0;yo) = C(Yo) f(y0; 0) < Py = ;)

donde, como sefiala Sprott [4], y, denota y observada y C(y,) es una funcién de y, arbitraria,
positiva y acotada, que no depende de 6.

Solo es razonable interpretar el cociente de verosimilitudes, por ello para comparar 5 y ¢, se cal-
cula L(0y;y)/L(6;;vy); si este cociente es igual a k decimos que 65 es k veces mds plausible que 6;.
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Es conveniente normalizar la funcién de verosimilitud para que su méximo sea la unidad y obtener
con ello una representacion unica. Para esto dividimos la funcién por su maximo, resultando lo que
se conoce como funcién de verosimilitud relativa que denotamos por R(f;y) y calculamos como:

N . LBy) _ L(6w)
R(0;y) = supoL(0:y) — L(By)

El maximo de la funcion de verosimilitud es de gran utilidad, pero debemos evitar la tendencia
comun de enfocarnos solamente en éste y desechar la funcion en si.

A continuacion se presentan tres métodos de verosimilitud que nos permiten trabajar modelos que
involucran parametros de estorbo.

2. Verosimilitud perfil

En la verosimilitud perfil, para eliminar un pardmetro de estorbo se le sustituye por su estimador
méaximo verosimil en cada valor fijo del parametro de interés. Asi podemos escribir la verosimilitud
perfil como:

Limaz(6;y) o< fly;0,£(0)]
donde E (0) es el estimador de maxima verosimilitud restringido de £ para un valor especifico de 9.
Al estandarizar con respecto al maximo sobre ¢ obtenemos la verosimilitud relativa perfil:

Rinae(8;y) = fly; 6,€(6))/ £ (39, )

Cuando la dimensién de £ es grande, puede no ser muy conveniente utilizar la verosimilitud relativa
perfil ya que el método supone que para cada ¢ fijo, £ es conocido e igual a su estimador maximo
verosimil.

3. Verosimilitud condicional

La verosimilitud condicional es otro método que nos permite estimar pardmetros de interés en
presencia de pardmetros de estorbo. En este método se analiza cuidadosamente la situacion y se
trata de identificar una distribucién condicional que contenga toda la informacién concerniente al
parametro de interés. La funcion de verosimilitud derivada de esta distribucion se le llama funcién
de verosimilitud condicional.

Si tenemos un vector de pardmetros # = (0,£) con la siguiente estructura en su funcién de
verosimilitud:

L(5,&y) o< f(y;0,8) = f(t:0,6) f(y;0/1)
X Lyes(0,&;1) Le(0;y)
La cantidad L.(d;y) es la distribucién condicional de § pues esta basada en la distribucién condi-
cional de la muestra y dado ¢. El estadistico ¢ es minimal suficiente para & para cualquier valor
especifico de 9, ya que el segundo factor no depende de &, Sprott [4].

Si bien este método es muy utilizado, en algunas ocasiones el trabajar con la verosimilitud condi-
cional puede llegar a ser mas complicado que utilizar la verosimilitud original.
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4. Verosimilitud integrada

En este método, para eliminar el pardmetro de estorbo se utiliza un proceso de integracion. Para ello
se requiere conocer una densidad inicial o a priori para el pardimetro de estorbo, que a su vez de-
penda del pardmetro de interés. Asi, multiplicando la verosimilitud por esta densidad e integrando
con respecto al pardmetro de estorbo, se elimina este tltimo.

Si tenemos el vector de parametros ¢ = (A, ) donde A es un parametro de estorbo para el cual
conocemos la distribucion a priori II(A; d), entonces la funcion de verosimilitud integrada de ¢ es:

LilGi) [ LAy 6)aN

La verosimilitud relativa se calcula como se ha expuesto anteriormente. La dificultad con este méto-
do de eliminacion de pardmetros es que depende de un conocimiento previo del cual no siempre se
dispone.

5. Una aplicacion

A continuacién se mostrard, por medio de un ejemplo, el uso de estos tres métodos de eliminacion
de pardmetros. Los datos se toman de Fisher [2] y muestran el nimero de garrapatas encontradas
en cada una de 60 ovejas.

No. de garrapatas |0 |1 2| 3 |4|5]6|7|8[9]|10
No.deovejas (f;) | 7|9 |8 |13 |8 |5|4[3|0]1] 2

Considerando a X como la variable aleatoria que cuenta el nimero de garrapatas por oveja, Fisher
[2] supone para X una distribucién binomial negativa, esto es

0+xz—1
x

PIX =x,0,p] :( )pa(l—p)x

En este ejemplo 6 es el pardmetro de interés y p serd considerado como pardmetro de estorbo.
Enseguida se muestra el analisis de estos datos utilizando los métodos antes expuestos.

= Verosimilitud perfil.

Calculamos primero la funcién de verosimilitud para este ejemplo, que estd dada por:

L(0: p) o ﬁp{x — ]l = 11—0[ K@Jri— 1)}?9(1 —p)w} o

=0

10 fe
= p/reo (1 - p)2eh ] K x )}

=0
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Tomando logaritmos y derivando con respecto a p llegamos a que el estimador p(f) es:

N6
Sy — Y
PO = N5 ar
Podemos ahora calcular la verosimilitud relativa de 6 como:
L,y(0)
R(O) = ——— P
et )

donde
Ly(0) oc L[0, p = p(0)]

A continuacién se presenta la grafica obtenida en Matlab al programar esta verosimilitud
relativa perfil

Funcion de verosimilitud relativa perfil

L L L L L L L L L )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Theta

Figura 1.

» Verosimilitud condicional.

Para el ejemplo citado la verosimilitud condicional se calcula como:

Lo(0) x PIX|T = 1] = P[X) = 21, ., X = a0, T = 1]

T, ()
- pNg(l _p)t(NG—:t—l)

IS ()

(N9+ttfl)

de donde obtenemos la condicional residual

NO+t—1
pir == (M -y

En la Figura 2. podemos observar las verosimilitudes condicional y condicional residual. Esta
ultima es plana, por lo cual se deduce que no posee informacién acerca de 6. La Figura 3.
hace una comparacion de las verosimilitudes perfil y condicional.
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Funcion de verosimilitud relativa condicional y condicional residual
T T T T ———

1 T

— Condicional
— — — Condicional Residual |

16 18 20

4 6 8 10 12 14
Theta
Figura 2.
Funciones de verosimilitud relativa
1 —— . T — =
FARN T
h \v PR
0.9 I W - 7
NP
sl [ — — —Perii i
e \\\\ Condicional
0.7+ Kl N == Condicional Residual |4
¢ | \ -
L \
[ W E
R \\
05 4+ | \\\‘\ 1
? I \»
041 ¢ I \\ B
- ) N
L N
0.3+ N 4
I N
l NG
02h ! RN i
! ﬁ s
o1y Smeal ]
0 /. I I I I—
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Theta
.
Figura 3.

= Verosimilitud integrada.
Teniamos que la funcidén de verosimilitud para el caso de una binomial negativa es:

L(6,p) = ﬁ K(Hi_ 1)199(1 —p)xr

=0
donde 6 es el parametro de interés y p es el pardmetro de estorbo.

La verosimilitud integrada la calculamos como:

Li(6) / L(8, p, )TI(p)dyp

Suponiendo para p una distribucioén Beta, esto es:

_ »\B-1l,a—-1
tip) = S

Entonces la verosimilitud integrada es:

Li(6) x 11_0[ K@ o 1)} ’ B0 S, + a, S fe + )

T
=0
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Y nuevamente la verosimilitud relativa integrada calculada como:

L (0)

rgle%xLI ()

Ri(0) =

se program¢ en Matlab, para diferentes parametros de la distribucién Beta que se utilizé como
distribucion a priori. En las siguientes graficas se muestran las verosimilitudes integradas

obtenidas.
Distribucién Beta(1,1) Verosimilitud Relativa Integrada Distribucién Beta(2,2) Verosimilitud Relativa Integrada
2 1 0.25 1
1.8 1 0.9
1.6 1 0.8 1 0.2
1.4 B 0.7
1.2 1 0.6 1 0.15
1 0.5
0.8 B 0.4 B 0.1
0.6 B 0.3
0.4 1 0.2 1 0.05
0.2 1 0.1
00 0‘.5 1 00 l") 1‘0 1‘5 20 0O 0‘.5 1 0 é 1‘0 1‘5 20
Theta Theta
Figura 4.
. Distribucién Beta(1,5) . Verosimilitud Relativa Integrada . Distribucién Beta(5,1) . Verosimilitud Relativa Integrada
0.9 1 0.9 1 0.9 0.9
0.8 1 0.8 1 0.8 0.8
0.7 B 0.7 B 0.7 0.7
0.6 B 0.6 B 0.6 0.6
0.5 1 0.5 1 0.5 0.5
0.4 1 0.4 1 0.4 0.4
0.3 B 0.3 B 0.3 0.3
0.2 1 0.2 1 0.2 0.2
0.1 1 0.1 1 0.1 0.1
00 0.5 1 00 i'-? 10 15 20 00 00 é 1‘0 1‘5 20
Theta Theta

Figura 5.

Se puede observar que para utilizar este método es necesario un conocimiento previo acerca
del problema en estudio, pues solamente asi se puede seleccionar el valor adecuado para los
parametros de la distribucion a priori utilizada.

6. Conclusiones
De lo anteriormente expuesto se deduce que para el andlisis de modelos multiparamétricos, prob-
lema central en inferencia estadistica, no existen normas establecidas sobre el método mas con-

veniente a utilizar. Sobre los métodos expuestos se han vertido ya algunos comentarios, y se
puede agregar que la verosimilitud perfil estd considerada como el método més sencillo a utilizar
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y estd completamente determinado por la probabilidad de los datos observados. La verosimilitud
condicional puede ser afectada por el esquema muestral o arreglo ideado para el espacio muestral,
y en el caso de la verosimilitud integrada puede ser muy dificil construir distribuciones a priori
cuando se tienen varios parametros de estorbo, aunque algunos consideren mas seguro efectuar un
proceso de integracion que uno de maximizacion.
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Resumen

El objetivo principal de este articulo, es el de realizar inferencia estadistica sobre los pardme-
tros involucrados en la funcion de intensidad de un proceso de Poisson no homogéneo, me-
diante el enfoque de verosimilitud; ésta iltima se basa solamente en los datos observados y
el conjunto de medidas de probabilidad para el sistema que es objeto de estudio. Mediante
un ejemplo con datos reales en meteorologia y apoyados de la herramienta computacional,
mostraremos el vinculo establecido entre las disciplinas de probabilidad y estadistica.

1. Introduccion

El proceso de Poisson es un modelo fundamentado en teoria de probabilidad y utilizado en situa-
ciones de conteo, donde se deducen propiedades con base en axiomas y suposiciones técnicas, que
consideraremos para la simulacién del mismo. En nuestro caso a tratar consideraremos a través de
la variable de estudio rachas de calor, datos reales de un proceso de Poisson no homogéneo en un
intervalo de tiempo fijo y con cierta funcién de intensidad gama, que incluye pardmetros o y (3,
es decir, observaremos la realizacion aleatoria de los tiempos de ocurrencia de una muestra de una
poblacién que cumple con ciertas caracteristicas; la incertidumbre estocdstica se hace presente en
el momento de desconocer qué tiempos y cudntos eventos resultardn en la muestra. Una vez que
han sido registradas las observaciones, éstas son fijas, esto es, ya no existe mas la incertidumbre es-
tocdastica; estamos ahora interesados en inferir sobre los parametros del modelo generado por esos
datos observados, es decir, se hace presente la incertidumbre estadistica.

Formalmente, el objetivo es hacer inferencia sobre los nimeros o y [ a través de intervalos de
verosimilitud y una aproximacién de éstos con los intervalos de confianza, basdndonos en una
muestra aleatoria S = (s, Sa, ..., ) del espacio de estados £ = {1,2,...}, donde {S,},>1 es
un proceso puntual en orden creciente que representa los tiempos de ocurrencia de las rachas de
calor; la sucesion {7,, = S,, — S,_, }n>1 son los tiempos entre rachas consecutivas, los cuales se
distribuyen de manera exponencial, cumpliendo con las condiciones para que el proceso sea de
Poisson con cierta funcién de intensidad A(t), o tasa de ocurrencia, y parametros «, /3 desconoci-
dos. Ahora bien v y 3 son valores que satisfacen la condicién de que la densidad de probabilidad
fn(S/a, ) es grande, esto es, para cualquier vector S este razonamiento nos conduce a considerar
valores de o y 3 cuya funcién de verosimilitud f,,(S/«, 3) es un maximo y utilizar estos valores
como una estimacién de o y 3.

Por un lado tenemos, un espacio de probabilidad (2, F, P) donde P es conocida; el objetivo de la
probabilidad es deducir propiedades sobre P en base a axiomas que desarrollaremos en la Seccion
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1 tomados de Billingsley[2] principalmente. Por otro lado, en estadistica donde P es desconocida,
el objetivo es inferir propiedades de P con base en observaciones realizadas del fendmeno aleato-
rio. Para tal fin, es preciso desarrollar la teoria estadistica necesaria que permita realizar inferencia
acerca de los parametros considerados en el modelo. Para ello se retoma la teoria de verosimili-
tud de Kalbfleisch[3] y Sprott[9] . Esta teoria, mediante la funcién e intervalos de verosimilitud,
proporciona una estimacion razonable de los pardmetros, a través del estimador maximo verosimil.

2. Procesos de Poisson

Estudiaremos, primeramente, los requisitos que un proceso debe cumplir para que sea de Poisson y
éstos se retoman de Billingsley[2] principalmente. De manera intuitiva, un proceso de Poisson con
cierta tasa de ocurrencia A en la recta real, es un proceso que contabiliza el nimero de eventos ocu-
rridos hasta un tiempo ¢, el proceso es homogéneo si el nimero de eventos que ocurren dependen
solamente de la longitud del intervalo de tiempo.

Consideremos (€2, F, P) un espacio de probabilidad, £ = {1,2,...} el espacio de estados. Sea
{Sn}n>1, Sn : @ — E un proceso puntual en orden creciente; en nuestro caso S, represen-
ta el tiempo en el que ocurre el enésimo evento . Dado el proceso puntual {S,},>1, definimos
el proceso {7},},>1 que llamaremos tiempo entre eventos consecutivos, de la siguiente forma:
T, := S, — Sp_1; n > 1; las variables aleatorias {7},},>1 son independientes e idénticamente
distribuidas exponencial con pardmetro A, caracteristica fundamental de un proceso de Poisson de
este tipo. Una generalizacion del proceso de Poisson es permitir que el parametro A\ sea una fun-
cion de ¢. Esto es, en muchas aplicaciones se consideran pardmetros que varian con el tiempo en
forma no homogénea, tales procesos son denominados procesos de Poisson no homogéneos o no
estacionarios.

Denotemos por ¢ la 0 — dlgebra generada por los intervalos de la forma (a, b] de E, 1 una medida
en (E, &), tal que es finita para conjuntos en &, u(-) : £ — R, y absolutamente continua con

t
densidad A(t); esto es u(t) = / A(t)dt, donde A(t) es la funcién de intensidad del proceso.
0

Definicion 2.1. Un proceso de conteo {N(t)};>¢ es un proceso de Poisson no homogéneo con
funcion de intensidad \(t), si

(i) Pr[N(0) = 0] = 1.

(ii) Para 0 < 59 < 51 < 89 < ... < S < .... < S, tenemos que N ((s;, Si41 ]), 7 = 1,2, ...,n son
variables aleatorias independientes.

(iii) Paracadat > 0

Pr[N((0,t]) =n] = e_{“(t)}(ﬂg%)n; para n > 0;

donde () :/0 A(u)du.
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3. Verosimilitud para inferencia estadistica

Un concepto basico en la teoria de verosimilitud es precisamente la funcion de verosimilitud. Es
en esta donde se basa principalmente el desarrollo de esta seccién, que se apoya en Kalbfleisch[3]
y Sprott[9] basicamente. Consideremos que x es una muestra de variables aleatorias discretas in-
dependientes idénticamente distribuidas con funcién de probabilidad P(z;6), que depende de un
nimero finito de pardmetros reales desconocidos § = (61,0, ...,0,,)€ © C R*,

3.1. Funcioén de verosimilitud

La estructura inferencial de un modelo es completamente especificado por los siguientes tres ele-

mentos: el espacio muestral, conjunto de todas las muestras aleatorias posibles y = { X3, Xo, ..., X;, };

el espacio paramétrico © = {6;,0s,...,0,} y la densidad de probabilidad f(x;0). Este es el mo-
delo estadistico usual de un experimento; el conjunto de funciones de densidades con parametros
definidos en un espacio paramétrico, F = {f(-;0) : € © C R*}.

Definicién 3.1. La funcion de verosimilitud de una muestra o conjunto de variables aleatorias
z = (21,9, ..., T,), Se define como proporcional a la probabilidad de observar X = x. La funcion
f:0 — Rt U{0} escrita como L(0; x) estd dada por:

L(0;x) o< P(xy, 29, ..., 2, 0);

donde 0 puede ser un vector de pardmetros.

Observacion 3.1. La funcion de verosimilitud tiene toda la informacion del pardmetro contenida
en la muestra y aunque el valor de L(0; x) es determinado por una distribucion de probabilidad,
la funcion de verosimilitud no es una funcion de probabilidad.

Un estimador de mdxima verosimilitud (EMV) es un elemento € © en el cual L(0; z) alcanza el
valor maximo en ©, esto es,

L(6; ) =mdxL(0; z).

El EMV é, es el valor mas plausible de 6 en el sentido de proporcionar a la muestra observada la
mas alta probabilidad de ocurrencia. Como generalmente la funcién de verosimilitud es compleja
y dificil de evaluar, y dado que existe una relacién biunivoca entre una funcién y su logaritmo,
entonces se prefiere trabajar con el logaritmo de la funcién de verosimilitud,

0(0;z) =log L(0; z);

y a esta funcién se le conoce como funcion log-verosimilitud. Siempre podemos trabajar con el
logaritmo de L(0;z) ya que la funcién de verosimilitud es no negativa, con la convencién de
que {(6;x) = —oo, si L(#;xz) = 0. Dada una muestra aleatoria con resultados X; = x1, Xo =
Z2, ..., Xn = T, la funcién de verosimilitud es proporcional a la probabilidad de observar X = z,
entonces, el objetivo que se pretende con este método de estimacidn es encontrar aquellos valores
de los pardmetros que maximicen la probabilidad de obtener los valores que se dieron en la mues-
tra. Por lo tanto, para encontrar estos estimadores se debe derivar la funcion de verosimilitud con
respecto a cada uno de los pardmetros a estimar, igualar a cero y despejar el respectivo valor.
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La funcién de verosimilitud por si sola no nos dice nada, lo interesante es trabajar con los cocientes
de las funciones de verosimilitud, esto tiene sentido y se interpreta como una medida de plausi-
bilidad entre dos valores del pardmetro basada en la muestra observada x. Para ello es preciso
introducir la siguiente definicion.

Definicién 3.2 La funcion de verosimilitud relativa R(0;x) de 0 estd definida como la razén de la
funcion de verosimilitud L(0; x) y su mdximo L(0;z) :

RO0) = 160~ 16,

E

Observacion 3.2. Note que L(0;z) < L(é; x) para todos los valores posibles de 0, se sigue por
tanto que 0 < R(0;x) < 1.

Para el caso de un solo parametro, el grafico de la funcion de verosimilitud relativa nos muestra
la precision o plausibilidad de un valor especifico de 6 relativo al EMV é; ya que el valor de 0 es
una medida de la posicién de la funcién de verosimilitud con respecto al eje 6. Nos indica también
los correspondientes valores de 6 que llegan a ser implausibles. En pocas palabras R(¢; z) es un
resumen de toda la informacién sobre 6 contenida en la muestra.

Supongamos que el modelo de probabilidad para un experimento involucra dos parametros des-
conocidos, o y (3. El propdsito no se desvia de la intencién principal de este trabajo, producir
inferencia estadistica sobre los parametros desconocidos del modelo. Supongamos que s6lo nos in-
teresa hacer inferencia sobre (3, con « considerado como un pardmetro de estorbo; la verosimilitud
perfil es una alternativa que se ha desarrollado para eliminar tal pardmetro de estorbo, de tal forma
que la verosimilitud se puede escribir solamente como una funcién del pardmetro de interés.

Definicion 3.3. Definimos la funcion de verosimilitud perfil de [3, Ly (0;x), como el mdximo de
L(«, B; x) sobre « con (3 fijo, en otras palabras

Lméx(ﬁ; &) = mELXL(Oé, 57 E) = L(a(ﬁ)a 57 E),
donde a(3) es el EMV restringido de « por un valor especifico de (3.

3.2. Intervalos de verosimilitud

Hasta ahora se ha visto como determinar el estimador de maxima verosimilitud. Sin embargo,
una estimacién puntual no proporciona ninguna informacion sobre la precision involucrada en la
estimacion. Por ello es necesario determinar un intervalo de valores plausibles del pardimetro de la
funcion de verosimilitud. A ese intervalo se le conoce como intervalo de verosimilitud.

Definicién 3.4. El conjunto de valores de 0 para los cuales R(0;x) > ¢, donde 0 < ¢ < 1 es
conocido como un 100 ¢ % region de verosimilitud para 6.
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Si 6 es un valor real, la 100 c % regién de verosimilitud consiste de un intervalo que llamaremos
100 ¢ % intervalo de verosimilitud y denotaremos /V(c) para . Cada valor especifico de ¢ dentro
de la regién tiene una verosimilitud relativa R(0;x) > ¢, y cada valor especifico de 6 fuera de la
region tiene una verosimilitud relativa R(6;z) < c.

Los intervalos o regiones de verosimilitud son de gran utilidad para comparar la plausibilidad de
los valores del parametro # con respecto a 0 especificando rangos de los valores més plausibles del
parametro. Graficamente los intervalos de verosimilitud son resultado de trazar una linea horizontal
a través de la grafica de R(6; x) a una distancia c del eje de 6. Variando ¢ de 0 a 1 se produce un
conjunto completo de intervalos de verosimilitud anidados que converge al estimador de maxima
verosimilitud # cuando ¢ — 1. De esta manera 6 es un valor comin en todos los intervalos, y €so
sirve para especificar su localizacion. El conjunto completo de estos intervalos es equivalente a
la funcién de verosimilitud relativa R(6; z), y reproduce su gréfica. La desviacién de 6 del centro
geométrico del intervalo nos da una idea del sesgo de la funcién de verosimilitud y por ende de la
vecindad de plausibilidad dentro del intervalo.

Usualmente consideraremos 25 %, 15 % y 3.6 % intervalos o regiones de verosimilitud, ya que los
IV(c) con ¢ = 0.258, 0.147 y 0.036 tienen una probabilidad de cobertura aproximada del 90 %,
95 % y 99 % respectivamente. No desarrollaremos este resultado en el articulo, ya que es un tema
amplio, para mayor referencia ver Kalbfleisch[3] y Sprott[9].

4. Simulacion

En muchas ocasiones determinar los estimadores de maxima verosimilitud no es analiticamente
calculable o sencillo realizarlo, por lo que se recurre a métodos numéricos de aproximacion por
simulaciodn, los cuales son material de la presente secciéon. Como primer paso, generamos, con la
ayuda del software MATLAB, un simulador del experimento para observar procesos de Poisson
no homogéneos y estimar el o los pardmetros involucrados. Paso segundo y de principal impor-
tancia, mostrar propiedades frecuentistas de la verosimilitud para realizar inferencia sobre el o los
parametros desconocidos mediante la estimacion de los intervalos de verosimilitud y la probabili-
dad de cobertura real de los mismos que se aproximan a los intervalos de confianza, seleccionados
con fines evaluativos y comparativos.

5. Proceso de Poisson no homogéneo en meteorologia

El siguiente caso es de mayor importancia para lograr los objetivos de este articulo. En el ais-
lamos dos propositos, el primero es reflejar los argumentos que soportan, de alguna forma, las
condiciones que se deben cumplir para que la corrida de tiempos puedan ser modelados como un
proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad gama; el segundo, para constrastar
las diferentes estimaciones de los intervalos de verosimilitud.

Los eventos observados para este caso de estudio, estdn integrados en una base de datos en Excel;
éstos refieren las mediciones de las temperaturas durante los meses de diciembre del afio 2005 a
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diciembre del afio 2006, registradas por la estacion meteoroldgica ubicada en el Centro de Investi-
gacion de Matemaéticas (CIMAT) en el municipio de Guanajuato, Gto.

La base de datos muestra las mediciones registradas cada media hora aproximadamente de: tem-
peraturas tanto interior como exterior en grados Celcius, direccion, velocidad y rachas del viento
en millas por hora, porcentaje de humedad interior como exterior, presiéon barométrica y lluvia en
pulgadas, asi como presidon barométrica al nivel del mar, y otros. Nuestro interés en este caso, es el
estudio de la posible presencia de un proceso de Poisson en los registros de temperatura exterior a
través del tiempo, por lo que enfocaremos nuestro estudio a esta parte de la informacion de la base
de datos.

Iniciaremos el planteamiento de este caso definiendo la variable de estudio que nos ocupa, rachas
de calor. Una racha de calor son las temperaturas méximas diarias que exceden los 31° C. Los
objetivos a tratar en este caso de estudio son:

Objetivo 1. Estudiar la intensidades de las rachas de calor durante todo el afio.

Objetivo 2. Determinar la tendencia de las rachas de calor, esto es, determinar si la intensidad de
las rachas de calor es constante o no; si no es constante, verificar si presenta alguna tendencia
con respecto al tiempo.

La Figura 1 nos muestra el comportamiento de las rachas de calor por estadios. Es muy notoria la
presencia de las mismas en el estadio de primavera principalmente, mientras que en el resto del afio
es nula.

Rachas de calor Rachaz de calor
S 8 S 8
m | m ]
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E & E 8
— —_ | -
H 4 3
T T T T T T T T T T
] 20 A0 D aa 0 2a A0 G t={u]
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Rachas de calor Rachas de calor
& & ]
2 = £ = 4
= - = -
E &
E & E &
= | V\\ = i (\
L - Lo -
A Ay SEN)
T T T T T T T T T T
] 20 40 B0 B0 0 20 40 G0 &0
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Figura 1. Rachas de calor en los diferentes estadios del aio.
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Los datos observados fueron registrados de manera continua en un intervalo de tiempo fijo; en
el conjunto de observaciones, denotaremos por N(t¢) al proceso que cuenta el nimero de rachas
de calor presentadas durante el intervalo de tiempo fijo [0, 365], la sucesién S,,, n = 1,2, ...k
representa los tiempos en los que ocurre una racha de calor, los cuales estardn representados por el
vector de posiciones:

S = (13,17,30, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 49, 50, 51, 52, 84, 85, 88, 91);

donde cada entrada del vector representa el dia en el que se present6 una racha de calor durante el
intervalo de tiempo [0, 365]. Asi mismo los tiempos entre rachas consecutivas 7,, = S, — S,,_1,
n =1, 2, ..., k, estaran expresados por el vector:

T = (4,13,2,3,10,32,3,3):

donde a partir del primer tiempo de ocurrencia de una racha de calor, primer entrada con valor 13
del vector S, el valor de cada entrada del vector T representa el tiempo que hay entre una racha de
calor y la subsecuente racha.

Analizando el vector de tiempos entre rachas consecutivas 7', observamos que éstos cumplen con
una de las condiciones restrictivas del proceso de Poisson, esta es, son independientes. Ya que, el
tiempo de duracidn de una racha de calor no depende del tiempo de duracién de otra.

Realizamos el histograma de la distribucion que presentan estos tiempos y una prueba de ajuste
de distribucién mediante un grafico cuantil-cuantil simulando una exponencial, y observamos que
la distribucién de los datos reales y la de los datos simulados son muy similares, éstas razones
sustentan que una distribucion exponencial es razonable para los datos observados, esto es, cumplen
con la caracteristica principal que sustenta que el proceso /N es de Poisson.

Por el andlisis exploratorio de los datos en la Figura 1, notamos que las rachas de calor se presentan
con mayor frecuencia en la primera mitad del periodo de primavera alcanzando un maximo, para
luego descender de manera paulatina en la segunda mitad del mismo periodo, y siendo nula su
presencia en el resto del afio. Razon por la que el proceso de Poisson es no homogéneo, por tanto
propondremos como hipdtesis de la funcion de intensidad del modelo estadistico la expresion:
At) = m2—~t*"texp(—t/B), «,B > 0;donde \(s) es la funcién de intensidad de las rachas de

[(e)B2 . L .
calor y, a y [ son pardmetros desconocidos. La funcién de verosimilitud nos queda:

N /Sk At; o, B)dt
L, 3;8) o szl A(sg; o, Ble 7 se-1 :
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Considerando ahora el logaritmo, tenemos que la funcién log-verosimilitud es

l(a,3;8) = log L(a, 3;9);
N 1

= 300 o (et ) o [ et

ya que la expresion de la funcion de verosimilitud resulta ser complicada, procederemos a obtener
la estimacion de verosimilitud para los pardmetros o y ( de manera numérica. Los resultados
obtenidos fueron & = 3.98 y 5 = 12.22. Por lo que la funcién de intensidad de las rachas de calor
estd expresada por (t; o, 3) = mrmgt> ™ exp(—t/12.22).

Ya que nuestro modelo contempla dos pardmetros, determinaremos ahora la funcién de versosimi-
litud perfil para aproximar los intervalos de verosimilitud para cada uno de ellos. Considerando
primeramente a & como pardmetro de interés. La Figura 2 nos muestra la funcion de verosimilitud
perfil de o, con sus respectivos intervalos de verosimilitud para los valores de ¢ = 0.25,0.15y 0.036
que como vimos en la Seccién 3 suelen estar asociados a niveles del 90, 95 y 99 % de confianza:

Verasimilitud Perfil Relativa
[==]
o
T

e=0.25: 23727 = 5 < 66364

0.2 -
c=0.13: 1.9091 < o < 7. 1818 \
DAE -
c=0.036: 14545 = o = B.4545

0 1 1 1 1 1 1 1 o r—
1 2 3 4 5 [} T a8 B 10 11

Figura 2. Funcion de verosimilitud perfil relativa para a.

Como lo muestra la Figura 2, la funcion de verosimilitud perfil para o se presenta de manera
asimétrica con respecto al valor de &@ = 3.98, para valores de o menores que 1 y mayores que
10 son implausibles a la luz de los datos observados. Ahora considerando a 5 como pardmetro de
interés,se observa una clara asimetria con cola pesada hacia la derecha con respecto a § = 12.22.

Tratar de dar una interpretacion fisica a los valores de los EMV no tiene sentido aqui. En cambio
lo que verdaderamente tiene sentido es hablar acerca de un rango de la forma que la funcién de
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Figura 3. Funcién de verosimilitud perfil relativa para (.

intensidad toma. Esto con el objetivo de predecir que futuras mediciones de rachas de calor tendran
un comportamiento dentro de una franja establecida, que es precisamente lo que la Figura 4 nos
muestra. Marca una funcién de intensidad minima y una maxima a partir de la funcién de intensidad
media obtenida en este caso de estudio.

0.025 T T T T T T

ft)

250 300 350

Figura 4. Rangos de la funcién de intensidad gama (¢, 5) del PPNH.
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6. Conclusiones

Aunque el objetivo principal del presente articulo fue el desarrollo de la teoria de verosimilitud
para producir inferencia estadistica sobre los parametros de procesos de Poisson, no tendria mayor
relevancia si no encontrdramos en nuestro entorno la aplicacién de esta formulacion a un problema
cientifico, ya que es la culminacién practica de una teoria desarrollada de manera abstracta. Co-
mo puede observarse, para alcanzar dichos objetivos se ha desarrollado un algoritmo para generar
un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad gama, basado en las propiedades
y condiciones probabilisticas que éste debe cumplir; el cual pudimos aplicar a una situacion re-
al. Se estim6 puntualmente cada uno de los pardmetros involucrados en el proceso y finalmente
se realiz6 inferencia sobre éstos mediante la teoria de verosimilitud. Notese que las condiciones
establecidas son muy generales por lo que el algoritmo puede considerar una amplia variedad de
funciones de intensidad A(t).

La implementacion computacional permitid realizar teoria en inferencia estadistica en procesos
de Poisson tanto homogéneos como no homogéneos, incluyendo los diferentes tipos de inspec-
cion en las cuales se pueden llevar a cabo estos procesos, esto es, en intervalos de tiempo fijo,
como aleatorio o inspeccidn continua con un plan de muestreo y realizaciones discretas para mayor
referencia consultar Basawa[1]. La programacién implementada fue llevada a cabo en MATLAB
y soporta cualquier variacion a las condiciones probabilisticas del proceso de Poisson, como lo
son: los pardmetros involucrados y la funcién de intensidad. De igual manera, estadisticamente
hablando soporta cualquier variacion a los niveles de ¢, al momento de determinar los intervalos de
verosimilitud.
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Resumen

Para un continuo X, consideramos los hiperespacios 2* y C(X), de los subconjuntos cer-
rados de X y de los subcontinuos de X, respectivamente, ambos con la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff. En el presente articulo mostramos que si X es un continuo que
contiene un arco libre y f: X — X es una funcion continua, entonces la funcion induci-
da C(f): C(X) — C(X) no es transitiva. Esto generaliza los resultados probados en [2,
p. 683], [10, Corolario 29] y [25, Corolario 3.2]. También mostramos un continuo X, de di-
mension infinita, y un homeomorfismo f: X — X de forma que la funcion inducida C(f) es
transitiva. Con esto respondemos la pregunta realizada en [2, p. 684].

1. Introduccion

El presente articulo, enmarcado en una subrama de la Topologia 1lamada Teoria de Continuos e
Hiperespacios, asi como en los Sistemas Dinamicos Discretos, tiene como objetivo mostrar al-
gunos de los resultados que aparecen en [1]. Dividimos este trabajo en cuatro secciones. En la
Seccidn 2, presentamos las nociones de 6rbita y w-conjunto limite de un punto, bajo una funcién
continua. En la Seccion 3 damos las nociones de continuo y de hiperespacios de un continuo. Ve-
mos que a los hiperespacios de un continuo se les puede dar una métrica, bajo la cual, éstos son
continuos. Posteriormente consideramos algunos resultados sobre la convergencia de sucesiones en
los hiperespacios.

También, en la Seccién 3, mostramos que toda funcién continua f, definida entre dos continuos
X y Y, induce de manera natural, dos funciones continuas entre los respectivos hiperespacios de
X y Y. Como consecuencia de esto, la convergencia de una sucesién (A, ), en un hiperespacio
de X, implica la convergencia de la sucesion (f(A,)),, en el respectivo hiperespacio de Y. Fi-
nalmente, en la Seccidn 4, consideramos la transitividad topoldgica, asi como su relacioén con la
orbita y el w-conjunto limite de un punto, bajo una funcién continua, cuyo dominio es un espacio
métrico, compacto y sin puntos aislados. También mostramos que todo sistema dindmico, definido
sobre un continuo, induce dos sistemas dindmios definidos sobre los respectivos hiperespacios de
dicho continuo. Ademds probamos que si un continuo X contiene un arco libre (ver Definicion
4)y f: X — X es una funcién continua, entonces la funcidn inducida en el hiperespacio de los
subcontinuos de X, no es transitiva (ver Teorema 12). Este el teorema principal del articulo.

Para un espacio métrico X, con métrica d, si A C X entonces intx(A) y clx(A) representan el
interior y la cerradura de A en X, respectivamente. Si p € X y ¢ > 0, entonces:

Bx(p,e) ={x € X:d(z,p) <e}
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es la bola abierta en X, con centro en p y radio €. Las letras N y R, representan los conjuntos de
los nimeros naturales y de los nimeros reales, respectivamente. Supongamos que X es un espacio
topoldgico, que a € X y que (a,), es una sucesion en X. Entonces el simbolo a,, — a, indica que
la sucesion (ay,),, converge al punto a. En el caso en que (a,,),, sea una sucesién de nimeros reales,
el simbolo a,, — oo, indica que la sucesion (a,,), no esta acotada superiormente.

2. El w-conjunto limite

En la presente seccion veremos una serie de nociones y resultados, propios de los Sistemas Dindmi-
cos Discretos. Recordemos que un sistema dindmico es una pareja (X, f), donde X es un espacio
métrico y f es una funcién continua de X en X. Si X es un espacio topolégicoy f: X — X es
una funcidn continua, entonces la pareja (X, f) se llama un sistema dindmico topoldgico.

Si X es un espacio topoldgicoy f: X — X es una funcion continua, consideramos que f° es la
funcion identidad sobre X, f! = fy, paracadan € N, que f**! = f o f. Sip € X, es natural
investigar tanto el conjunto:

orb(p, f) = {f*(p): k e NU{0}}

como el subconjunto w(p, f) de los elementos x en X, para los que existe una sucesioén (k, ), en
N U {0} tal que k,, — ooy f*(p) — z. Informalmente, decimos que w(p, f) es el conjunto de los
puntos limites de orb(p, f). En la siguiente definicion, presentamos los nombres de los conjuntos
anteriores.

Definicion 1. Sean X un espacio topoldgico y f: X — X una funcién continua. Si p € X,
entonces orb(p, f) es la érbita de p bajo f, mientras que w(p, f) es el w-conjunto limite de p
bajo f.

En el siguiente resultado, presentamos las propiedades mas importantes del w-conjunto limite. Su
demostracion se deja como ejercicio al lector.

Teorema 1. Sean X un espacio métrico y compacto, f: X — X una funcién continuay p € X.

Entonces:
1) w(p, f) # 0;
2) w(p, f) = Nso Ax ({f*(0): k= m});
3) w(p, f) es un subconjunto cerrado de X;
4) flw(p, f)) =wlp, [);

5) siz € orb(p, f), entonces w(p, f) = w(z, f).

134



ACOSTA

Si X es un espacio topoldégicoy f: X — X es una funcién continua, entonces un subconjunto A
de X se llama f-invariante o bien invariante bajo f si f(A) C A. En el caso en que f(A) = A,
decimos que A es fuertemente f-invariante o bien fuertemente invariante bajo f. En éstos términos,
las propiedades 1), 3) y 4) del Teorema 1 dicen que, para cada p € X, w(p, f) es un subconjunto
cerrado y no vacio de X que, ademds, es fuertemente invariante bajo f.

3. Hiperespacios y funciones inducidas

En la presente seccion veremos ahora una serie de nociones y resultados, propios de la Teoria
de Continuos e Hiperespacios. Por un continuo entendemos un espacio métrico, compacto, conexo
y no vacio. Si X es un continuo, consideramos las familias:

2% = {A C X: Aesnovacioy cerrado en X}

C(X)={A€2¥: Aesconexo}.

A 2% y C(X) les damos una métrica H que se llama la métrica de Hausdor{f. Para definirla en 2%
procedemos como sigue: si A € 2% y & > 0, consideramos primero el conjunto

Nx(A,€) = U Bx(a,é).

a€A

Notemos que, para cada A € 2% y toda ¢ > 0, el conjunto Nx(A,¢) es un abierto en X que
contiene a A. Si A, B € 2% definimos ahora:

H(A,B)=inf{e >0: AC Nx(B,e)y BC Nx(4,¢)}.

En [8, Proposicion 2.1] se prueba que H es una métrica en 2. Como C'(X) C 2%, restringiendo
la métrica H a C'(X), hacemos de éste un espacio métrico. Ahora bien, cuando a 2% y a C(X)
les damos la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, decimos que 2% y C'(X) son hiperes-
pacios de X. A 2% le llamamos el hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, mientras que
C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X.

El siguiente es un resultado muy socorrido para determinar si dos elementos de 2% estan a distancia
menor que un nimero € dado. Su demostracion la dejamos como ejercicio al lector.

Teorema 2. Supongamos que X es un continuo. Si A, B € 2% y e > 0, entonces H(A, B) < ¢ si
ysolosi A C Nx(B,e)y B C Nx(A4,¢).

Dejamos también como ejercicio al lector, la prueba del siguiente resultado.

Teorema 3. Supongamos que X es un continuo. Si A € 2% y U es un abierto en X tal que A C U,
entonces existe € > 0 tal que Nx(A,e) C U.
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Intuitivamente, si A € 2% y e > 0 es pequefio, entonces Nx (A, €) es un subconjunto abierto de
X que se parece a A. El Teorema 2 dice, por tanto, que dos elementos A y B de 2% estdn muy
cerca si basicamente uno se encuentra empalmado con respecto del otro. Como se menciona en [8,
p. 22], “esta idea geométrica, de la métrica de Hausdorff, es buena pero tenemos que notar que,
por ejemplo, si A es un disco en el plano, se pueden dar conjuntos finitos tan cercanos a A como
se quiera, simplemente se toma una cuadricula muy fina dentro del disco y se toma como conjunto
finito al conjunto de los cruces de la cuadricula”.

No es nuestra intencién presentar un estudio detallado de los hiperespacios. Para una introduccién
a esta teoria, el lector interesado puede consultar [8]. Por ejemplo, en [8, Teorema 4.2 y Corolario
4.3] se prueba que si X es un continuo, entonces 2% y C'(X) son compactos. En [8, Corolario
6.11 y Corolario 6.12] se prueba que si X es un continuo, entonces 2% y C'(X) son conexos
por trayectorias. Esto implica que los hiperespacios 2% y C'(X) de un continuo X son, a su vez,
continuos.

Si (A,), es una sucesion de elementos en 2% y A € 2% decimos que (A,), converge a A'y
escribimos A,, — A, si para cada ¢ > 0 existe N € N tal que H(A,,A) < ¢, para cada n >
N. En el siguiente teorema, presentamos una serie de propiedades de la convergencia en 2. Su
demostracién la dejamos como ejercicio al lector.

Teorema 4. Supongamos que X es un continuo y que A, B € 2X. Sean (A,), y (B,), dos
sucesiones de elementos en 2, tales que A,, — Ay B,, — B. Entonces:

1) si A, C B, parauna infinidad de elementos n € N, entonces A C B,

2) (A, U B,), es una sucesién en 2% tal que A, U B,, — AU B;

3) si A, N B, # () para una infinidad de elementos n € N, entonces A N B # (;
4) si A,y C A, paracadan € N, entonces A = (), A,;

5) si A, € C(X) paracadan € N, entonces A € C'(X).

Una sucesion (A,), tal que A, ; C A, para cadan € N, se llama decreciente. La parte 4) del
Teorema 4, dice que si (A,), es una sucesion decreciente en 2%, entonces (4,,),, converge y su
limite es ﬂzozl A,,. En tal situacion, el limite de la sucesion estd contenido en cada miembro de la
sucesion.

Presentamos ahora el siguiente resultado, en cuya demostracion, utilizamos el teorema anterior.

Teorema 5. Supongamos que X es un continuo con més de un punto y que A € 2X. Entonces
A(A) ={B €2¥: AC B} escerradoen 2¥. Ademds si k € Ny A;, Ay, ..., Ay € 2%, entonces
A =A(A)UA(A) U---UA(A;) no es denso en 2%,

Demostracién. Para ver que el conjunto A(A) es cerrado en 2%, sea B € clyx (A(A)) . Entonces
B € 2%y, ademds, existe una sucesién (B,,), en A(A) tal que B, — B. Como cada B, se
encuentra en A(A), tenemos que A C B, paracadan € N. Si definimos A,, = A paracadan € N
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entonces A, — Ay, ademas, A, C B, para cada n € N. Luego, por la parte 1) del Teorema
4, A C B. Entonces B € A(A). Esto muestra que B € A(A). Con esto probamos que A(A) es
cerrado en 2%,

Tomemos ahora k € Ny Ay, Ay, ..., A, € 2%. Hagamos A = Ule A(4;). Como, para cada
j€{1,2,...,k}, A(A;) es cerrado en 2%, tenemos que A es cerrado en 2. Sea

M ={je{1,2,...,k}: A tiene un solo elemento}.

Por ser X es un espacio métrico, conexo y con mds de un punto, X posee una cantidad no numerable
de puntos. Entonces existe z € X —J,,, A;. Notemos que {z} € 2% —A = 2% —clyx(A) , asi que
A no es denso en 2. O

Una demostracion similar a la dada en el teorema anterior, puede aplicarse para probar el siguiente

resultado.

Teorema 6. Supongamos que X es un continuo con mas de un punto y que A € C'(X). Entonces
A(A)={B e C(X): AC B}escerradoen C(X). Ademdssi k € Ny Ay, Ay, ..., A; € C(X),
entonces el conjunto A = A(A;) UA(Ay) U---UA(Ag) no es denso en C(X).

El siguiente resultado indica que toda funcidn continua, definida entre continuos, induce de manera
natural dos funciones continuas entre los respectivos hiperespacios de los continuos en cuestion.
Teorema 7. Sean X y Y dos continuos y f: X — Y una funcién continua. Para cada A € 2%
definimos 2/(A) = f(A), laimagen de A bajo f. Entonces:

1) 2/(A) € 2% ylafuncién 2/: 2X — 2Y es continua;

2) siC(f) = (27) c(x) - entonces C'(f) es una funcién continua de C'(X) a C(Y);

3) si f es un homeomorfismo, entonces 2/ y C'( f) son homeomorfismos.

Definicion 2. Sean X y Y dos continuos y f: X — Y una funcién continua. A las funciones
continuas 2/: 2% — 2Y y C(f): C(X) — C(Y) definidas en el Teorema 7 se les llama las
funciones inducidas de f.

Supongamos que X y Y son dos continuos y que f: X — Y una funcién continua. Si A € 2%
y (A,), es una sucesién en 2% tal que A, — A entonces, por el Teorema 7, (2f (An))n es una
sucesion en 2¥ que converge a 2/ (A). Como 2/(A) = f(A) y, paracadan € N, 2/ (4,) = f(A,),
tenemos que:

a) si A € 2¥ y (A,), es una sucesién en 2% tal que A, — A, entonces (f(A,)), es una
sucesion en 2V tal que f(A,) — f(A).

De manera similar tenemos el siguiente resultado.
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b) si A€ C(X)y (A,), es una sucesion en C'(X) tal que A, — A, entonces (f(A,)), es una
sucesion en C'(Y) tal que f(A,) — f(A).

Supongamos ahora que X es un continuo, que f: X — X es una funcion continua, y que (A, ),
es una sucesion decreciente en 2%. Si k € N entonces, para cada n € N, tenemos que (A, ;) C
f*(Ay). Luego (f*(A,)) es una sucesion decreciente en 2¥. Por la parte 4) del Teorema 4,
JF(An) — M) f*(Ay). Entonces el limite de la sucesién (f*(A,)) estd contenido en cada
miembro de dicha sucesién. Notemos que si la sucesion decreciente (A,,),, estd en C'(X) entonces,
de manera similar, ( fk(An))n es una sucesion decreciente en C'(X), cuyo limite ()~ f*(A,)
estd contenido en cada miembro de dicha sucesion.

4. Transitividad y dinamica en los hiperespacios

Consideremos el sistema dindmico (X, f), donde X es un continuo. Como f: X — X es una
funcién continua, por el Teorema 7, las funciones 27 : 2% — 2X y C(f): C(X) — C(X) son con-
tinuas. Entonces las parejas (2,27) y (C(X), C(f)) son dos sistemas dindmicos. De esta manera,
un sistema dindmico (X, f) induce dos sistemas dindmicos (2%,27) y (C(X),C(f)). Notemos
ademas que:

(2f)k (A) = f¥(A), paracada (A k) €2¥ xN

(C(f)* (A) = fF(A), paracada (A k) e C(X) x N.

Luego, para toda A € 2% la 6rbita de A bajo 2/ es el conjunto:
orb (4,27) = {f*(4): k e NU{0}}
y, para cada A € C'(X), la 6rbita de A bajo C(f) es el conjunto:
orb (A, C(f)) = {f*(A): k € NU{0}}.

Es natural preguntarse si una propiedad dindmica en el sistema (X, f), determina una propiedad
dindmica (posiblemente la misma) en los respectivos sistemas (2%, 27) y (C(X), C(f)), y vicever-
sa. Como se prueba en la Seccion 7 de [1], la dindmica de los sistemas (2%,27) y (C(X), C(f)) es,
en general, mucho mas compleja que la dindmica de (X, f). Un sistema (X, f) cuya dindmica es
muy poco interesante, puede generar un sistema dindmico (C'(X), C'(f)) muy cadtico e interesante.

El estudio de la dindmica en los hiperespacios comenzé en 1975, con el articulo [3], aunque los
autores restringieron su estudio al caso de sistemas dindmicos (X, f) donde f es un homeomorfis-
mo. A partir del 2003 el estudio de la dindmica en los hiperespacios, particularmente para sistemas
dindmicos (X, f), donde X es un espacio métrico y localmente compacto y f: X — X es una
funcidén continua, se intensificd. El lector interesado puede consultar los articulos [2], [5], [6], [7],
[L1], [12], [10], [13], [14], [15], [16], [17], [19], [20], [21], [22], [23], [24] y [25].

Una propiedad dindmica es la transitividad. De acuerdo al libro Topological Dynamics que en 1995
publicaron W. H. Gottschalk y G. A. Hedlund, dicha nocién se debe a G. D. Birkhoff, quien la
utilizé en 1920.
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Definicion 3. Sean X un espacio topolégicoy f: X — X una funcidn continua. Decimos que f
es topologicamente transitiva si para cada par U y V' de subconjuntos abiertos y no vacios de X,
existe £ € N tal que f5(U) NV # 0.

Mientras no haya lugar a confusion, diremos que f es transitiva en lugar de topolégicamente tran-
sitiva. Intuitivamente una funcién continua es transitiva, si posee puntos que eventualmente se
mueven, bajo iteracion, de una vecindad arbitrariamente pequefia a cualquier otra. Por tanto, el
sistema dindmico no se puede descomponer como la unidén de dos abiertos, ajenos e invariantes
bajo la funcion.

Conviene mencionar que, en algunos textos, a las funciones transitivas se le llama regionalmente
transitivas, topologicamente ergodicas, topologicamente indescomponibles, topologicamente ir-
reducibles o bien nomddicas. En lo que respecta a esta seccion, vamos a presentar primero dos
propiedades de las funciones transitivas, cuando se definen en un espacio métrico y compacto. Para
un estudio mds profundo de la transitividad, recomendamos al lector el articulo [9].

Teorema 8. Si X es un espacio métrico y compactoy f: X — X es transitiva, entonces f es
suprayectiva.

Demostracion. Como f es continua y X es compacto, f(X) es un subconjunto compacto del
espacio X, que es 7. Luego f(X) es cerrado en X. Supongamos ahora que f(X) # X. Entonces
V = X — f(X) es un subconjunto abierto y no vacio de X. Como X es un subconjunto abierto
y no vacio de X y f es transitiva, existe ¥ € N tal que f*(X) NV # (). Tomemos un punto
y € f%(X) N V. Entonces existe v € X tal que f*(v) = y. Seaz € f*71(v). Notemos que x es un
elemento de X tal que y = f*(v) = f (f*7!(v)) = f(z). Luego f(z) =y € V = X — f(X), es
decir, f(x) ¢ f(X). Como esto es un absurdo, deducimos que f(X) = X. O

Teorema 9. Supongamos que X es un espacio métrico, compacto y sin puntos aislados. Si f: X —
X es una funcidn continua, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es transitiva;

2) existe p € X tal que orb(p, f) es denso en X;

3) existe ¢ € X tal que w(q, f) = X.

Demostracion. La equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) se sigue de [18, Proposicion 1.1],
mientras que la equivalencia entre las afirmaciones 1) y 3), aparece probada en [4, Proposicion 39,
p. 155]. [

Supongamos que X es un continuoy que f: X — X esuna funcion continua. Como ya indicamos,
los hiperespacios 2% y C'(X) de X, también son continuos. Entonces, por el Teorema 9, la tran-
sitividad de f, 2/ y C(f) equivale a encontrar un punto con 6rbita densa, o bien un punto cuyo
w-conjunto limite sea X, 2% o C'(X), segtin corresponda.

Consideremos ahora la siguiente definicion.
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Definicion 4. Supongamos que X es un continuo y que A es un arco en X, con puntos extremos
py q. Decimos que A es un arco libre en X, si el conjunto A — {p, ¢} es abierto en X.

Como indicamos en la Seccidén 1, nuestro objetivo es mostrar que si un continuo X contiene un arco
libre, entonces para ninguna funcién continua f: X — X, la funcién inducida C(f): C(X) —
C(X) es transitiva. Para probar esto el siguiente resultado, que aparece originalmente en [1, Teo-
rema 4.3], es importante.

Teorema 10. Sean X un continuoy f: X — X una funcién continua tal que 2/: 2%X — 2X es
transitiva. Sea B € 2% tal que w (B, 2/ ) = 2X. Entonces, para cada n € N U {0}, tenemos que

1ntX(f"(B)) = Q)

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que existe ng € NU {0} tal que intx (/™ (B)) # 0.
Para simplificar la notacién, hagamos D = f"(B). Notemos que D = (2/)"(B). Luego D €
orb (B,27) y, como w (B, 27) = 2%, por la propiedad 5) del Teorema 1, w (D, 27) = 2%,

Como intx (D) # 0, existen z € intx(D)y e > 0 tales que Bx(z,e) C D. Notemos que
{2} € 2¥ = w(D,27), asi que existe k € N tal que H (f*(D),{z}) < e. Por el Teorema 2,
tenemos que:

f¥(D) € Nx({z},¢) = Bx(z,¢) C D.

Por tanto f*(D) C D. Aplicando f*" en ambos miembros de la contencién anterior, sucede que:
fre(D) = f* (f4(D)) < f*(D).

Entonces ( f ’“”(D))n es una sucesion decreciente en 2%. Luego, por la parte 4) del Teorema 4, la
sucesion (f*"(D)) converge en 2% al elemento

C =) r"D).

Como f*"(D) — C, para cada s € NU {0} tenemos, por la continuidad de la funcién (2f )S , que
f(D) — £ (). (D

También, como f**(D) — C, sucede que w <D, 2/ k) = {C} y, por la propiedad 4) del Teorema
L
(Mo} =2"(qch =2 (w(D.2")) =w (D,2") = {C}.

Luego f*(C') = C. Consideremos ahora la 6rbita de D bajo 2/, a partir de su k-ésimo término. Es
decir, consideremos el conjunto:

D={f"(D):meNym>k}.

De dicho conjunto, los elementos que dejan residuo cero médulo k, constituyen la sucesion decre-
ciente ( fk”(D))n , que converge a C. Notemos que C' C f*(D), para cadan € N. Ahora bien, los

elementos de D que dejan residuo uno médulo £, constituyen la sucesion decreciente ( fho+d (D))n
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que, por (1), converge a f(C). Por tanto f(C) C f**1(D), para cada n € N. Continuando, los
elementos de D que dejan residuo dos mddulo k, constituyen la sucesion decreciente ( f k”“(D))n
que, por (1), converge a f2(C). Ademas f2(C) C f**+2(D), para cada n € N. Después de aplicar
k — 1 veces este razonamiento, tenemos que los elementos de D que dejan residuo £ — 1 mddulo
k, constituyen la sucesién decreciente ( f k”+k_1(D))n que, por (1), converge a f~1(C). Ademds
1) c fkntR=1(D), para cada n € N. Al llegar al paso k, tenemos que los elementos de
D que dejan residuo £ médulo £, constituyen la sucesién decreciente ( f ’m”“(D))n que, por (1),
converge a f¥(C). Como f*(C') = C'y, ademads, dejar residuo k¥ médulo k es equivalente a dejar
residuo cero médulo £, luego de aplicar £ veces el razonamiento anterior, obtenemos la sucesion
decreciente ( f ’“"(D))n con la que iniciamos. Con esto hemos probado que:

a) sim es un nimero natural tal que m > ky m = i(mod k) para algunai € {0,1,... k— 1},
entonces f*(C) C f™(D).

Ahora bien, paracadai € {0,1,...,k — 1}, sea:
A ={Ae2¥: f{(C) C A}.

Hagamos también A = Ag U A; U --- U Ag_;. Por la segunda parte del Teorema 5, A no es denso
en 2% . Afirmamos ahora que:

b) w(D,27) C A.

Para ver esto tomemos un elemento A € w (D, 2f ) . Entonces A € 2¥ y, ademds, existe una
sucesion (my)s en NU {0} tal que my — ooy f™ (D) — A. Como m; — 0o podemos suponer,
sin perder generalidad, que ms; > k, para cada s € N. Como todo nimero natural es congruente,
moédulo £, con alguno de 0,1,...,k — 1, existen una subsucesion (mg,); de (ms)s y un nimero
i €{0,1,...,k— 1}, de forma que m,, = i(mod k), para toda [ € N. De esta manera (™ (D)),
es una sucesion en 2% que converge a Ay, por a), fi(C) C f™u (D), para cada ! € N. Ahora bien,
por la primera parte del Teorema 35, A; es cerrado en 2. Como (™= (D)), es una sucesion en A;
que converge a A, tenemos que A € A; C A. Esto prueba b).

Como w (D, 2f) = 2% tenemos, por b), que A = 2%. Entonces A es denso en 2. Con todo,
tenemos que A es denso y, a la vez, no es denso en 2% En vista de que esto es una contradiccion,
que provino de haber supuesto que existe nop € N U {0} tal que intx (" (B)) # 0, deducimos que
intx (f"(B)) = 0, paracadan € NU{0}. O

Se puede efectuar una prueba similar a la dada en el teorema anterior, para probar el siguiente
resultado.

Teorema 11. Sean X un continuo y f: X — X una funcién continua tal que C(f): C(X) —
C(X) es transitiva. Sea B € C(X) talque w(B,C(f)) = C(X). Entonces, para cadan € NU{0},
tenemos que intx (f"(B)) = 0.

Estamos en condiciones de probar el teorema principal de este articulo.

Teorema 12. Supongamos que X es un continuo y que f: X — X es una funcién continua. Si
X contiene un arco libre, entonces la funcién inducida C'(f): C'(X) — C(X) no es transitiva.
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Demostracion. Supongamos, por el contrario, que C'(f) es transitiva. Entonces existe B € C'(X)
tal que w(B,C(f)) = C(X). Supongamos que A es un arco libre en X, con puntos extremos p y
q. Tomemos z,y € A — {p, q} tales que = # y, asi como el subarco C' de A, con puntos extremos
x'y y. Notemos que A — {p, ¢} es un subconjunto abierto de X, que contiene al elemento C' de 2.
Entonces, por el Teorema 3, existe € > 0 tal que Nx(C,e) C A — {p, q}. Como = # y, podemos
tomar ¢ de forma que, ademds, satisface que Bx (z,¢) N Bx(y, ) = (). Ahora bien, en vista de que
C e C(X)=w(B,C(f)),existe k € Ntal que H (f*(B),C) < e. Por el Teorema 2, tenemos que
f¥(B) C Nx(C,¢). Por tanto f*(B) C A — {p,q}. Esto implica que f*(B) es un subcontinuo de
A. Como A es un arco, tenemos que f*(B) es un arco o bien un conjunto con un solo punto. Vamos
a mostrar ahora que f*(B) tiene mds de un punto. Para ver esto notemos que, por el Teorema 3,
C' C Nx (f*(B),¢) . Entonces z,y € Nx (f*(B),¢) . Esto implica que f*(B) N Bx(z,e) # 0y
f¥(B)N Bx(y,e) # 0. Como Bx(x,e) N Bx(y,e) = 0, se tiene que f*(B) tiene mds de un punto.
Entonces f*(B) es un arco contenido en el arco libre A de X. Luego intx (f*(B)) # (. Como esto
contradice el Teorema 11, deducimos que C'(f) no es transitiva. [

Del Teorema 12 se infiere que si X es un continuoy f: X — X es una funcién continua, entonces
para que C'( f) tenga la esperanza de ser transitiva, se requiere que X no contenga arcos, o bien que
ningun arco en X sea libre.

Teorema 13. Existen un continuo X, de dimensién infinita, y un homeomorfismo f: X — X,
tales que la funcién inducida C'(f): C(X) — C(X) es transitiva.

Demostracion. Para cada n € Z, hagamos J,, = [0, 1]. Consideraremos que cada .J,, pose la
topologia usual que hereda de R. Sea

X = H Jo = {t = (ta)nez: tn € [0,1], paracadan € Z} .

nez
Consideramos en X la métrica D definida, para t= (tn)nez ¥ S = (Sn)nez en X, como:
=y
2ln|
nez

Es conocido que la topologia en X, inducida por la métrica D, es la topologia producto de X.
Entonces (X, D) es un continuo de dimension infinita. Consideremos ahora la funcion f: X — X
definida, para t = (t,,)nez en X, como:

f (@ =5= (Sn)nGZa

donde s,, = t,,_1, para cadan € Z. No es dificil probar que f es un homeomorfismo. En la Seccion
7 de [1], se prueba que f satisface las siguientes propiedades:

1) f es transitiva ([1, Teorema 7.3]);
2) el conjunto de puntos periddicos de f, es denso en X ([1, Teorema 7.4]);

3) la entropia topoldgica de f es infinita ([1, Teorema 7.6]);
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4) 1a funcién inducida C'(f): C(X) — C(X) es transitiva ([1, Teorema 7.18]).

]

En vista del resultado anterior, es natural considerar las siguientes preguntas, que permanecen abier-
tas.

Pregunta 1. ;Existen un continuo X, de dimension finita, y una funcién continua f: X — X de
forma que la funcién inducida C'(f): C(X) — C(X) sea transitiva?

Pregunta 2. ;Existe una funcién continua f: [0, 1]*> — [0, 1]? tal que la funcién inducida C'(f) es
transitiva?
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Resumen

Las funciones de Whitney juegan un papel importante en el estudio de los Hiperespacios de
continuos. Intuitivamente, una funcion de Whitney es una manera de medir el tamario de sub-
conjuntos cerrados de un continuo. En este trabajo se enuncian algunas de sus propiedades y
algunas de las aplicaciones que tienen dentro de la teoria de continuos e hiperespacios.

1. Introduccion

El objetivo del presente trabajo es enunciar algunas de las propiedades de las funciones de Whitney
y algunas de las aplicaciones que tienen. Esto se hace dentro de la teoria de continuos e hiperespa-
cios.

En la primera parte, se presentan las definiciones bésicas para el estudio de funciones de Whitney,
algunos ejemplos, y algunas de sus propiedades. Se presenta también la demostracion de que uno
de los ejemplos presentados es efectivamente una funciéon de Whitney. En la segunda parte, se
presentan algunas de las aplicaciones que tienen las funciones de Whitney, dentro de la teoria de
continuos e hiperespacios.

2. Definiciones basicas

Las siguientes definiciones forman un punto de partida para nuestro estudio.

Definicion 1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio.

Para evitar trivialidades, en ocasiones, también se pide que el continuo tenga mds de un punto. A
estos se les llama continuos no degenerados.

A menos que se especifique lo contrario, dado un continuo X, le llamaremos d a la métrica de X.

Definicion 2. Si X es un continuo y Y C X es a su vez un continuo, diremos que Y es un
subcontinuo de X.

Dado un continuo X, los hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X, con alguna
caracteristica particular. Entre los mds estudiados se encuentran:

2% = {A C X : Aes cerrado y no vacio},
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C(X) = {A €2% : Aes conexo},
F,(X)={A € 2% : Atiene alo mis n puntos} (n € N),
Cn(X) = {A € 2% : Atiene alo mis n componentes} (n € N).

Para estudiar a estos hiperespacios como espacios métricos, basta con dotar de una métrica a 2%,
pues los demds estdn contenidos en €. Para lograr esto, necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicion 3. Sea X un continuo. Dados ¢ > 0y p € X, se le llama la bola de radio € centrada en
p al conjunto

Be(p) ={q€ X :d(p,q) < €}.

Definicion 4. Sea X un espacio métrico. Dados ¢ > 0y A € 2%, se le llama la nube de radio ¢
centrada en A al conjunto

N(e,A) ={qe€ X : existex € Atal que d(z,q) < €}.

Obsérvese que la nube de radio € centrada en A puede representarse como

N(e,A) = | Be(a).

a€A

Con las definiciones 3 y 4 podemos definir la métrica en 2%. Dados A, B € 2%, se define
H(A,B)=inf{e>0: AC N(e,B)y BC N(e, A)}.

Se puede verificar que H efectivamente es una métrica en 2%, y se le llama métrica de Hausdorff.
Para ver una demostracion de que  es una métrica puede verse, por ejemplo, la referencia [3] de
la p4gina 22 a la 24.

El siguiente resultado es ttil porque nos brinda una manera de pasar de la métrica en 2% a la métrica
en X y viceversa.

Lema 1. Sea X un continuoy A, B € 2%. Entonces, H(A,B) < rsiysélosi A C N(r,B)y
B C N(r,A).

Una demostracion de este util resultado puede encontrarse en la referencia [1] en las paginas 3 y 4.

3. Funciones de Whitney

Habiendo definido una métrica para 2% nos gustaria tener una manera de medir el tamafio de los
elementos de 2%, mediante una funcién. A estas funciones les llamaremos funciones de Whitney:

Definicién 5. Una funcién de Whitney es una funcién continua y : 2% — [0, o) que satisface las
siguientes condiciones:
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1. u({p}) =Oparacadap € X,
2. Si A C B, entonces u(A) < u(B).

Cabe mencionar que, como X es compacto, y  es continua, j alcanza su valor maximo. Si defini-
mos la funcién 1/, de manera que para cada A € 2%

p(X)’
Es facil notar que 1/ también es una funcién de Whitney y toma valores en el intervalo [0, 1]. Es
decir, podriamos definir una funcién de Whitney como una funcién que toma valores en [0, 1] y que

cumple las propiedades de la definicion 5.

Se pueden encontrar ejemplos de funciones de Whitney para continuos en especifico. Sin embargo,
para probar resultados se necesita asegurar la existencia de funciones de Whitney para continuos
arbitrarios, asi que es util determinar si para cualquier continuo X puede construirse una funcion
de Whitney. La respuesta es afirmativa, y basicamente se conocen tres construcciones.

Ejemplo 1. Sea X un continuo. Si en lugar de considerar la métrica d de X, consideramos la
métrica d definida, para cada par de puntos z,y € X por

7 o d(x7y)
d(z,y) = diam—(X)’

tenemos que cZ(x, y) < 1 para todos los puntos z,y € X,y se puede demostrar que la topologia
inducida por d y por d son la misma. Por lo tanto, podemos suponer que la métrica d en X satisface
d(x,y) < 1 para cada par de puntos (z,y).

Como X es compacto, tiene un subconjunto denso y numerable, digamos D = {py, po, ...}. Para
cadan € N, definimos p,, : 2% — [0, 1] por:

tn(A) = méx{d(a,p,) : a € A} — min{d(a, p,) : a € A}.
Geométricamente, 1, (A) puede interpretarse como el ancho del anillo minimo centrado en p,, que
contiene a A.
Ahora definimos y : 2% — [0, 1] por:

— fin(A)
n(A) = o

n=1

La funcién y resulta estar bien definida, y es una funcién de Whitney.
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Ejemplo 2. Paran € N, definimos /i, : 2% — [0, o0) dada por:
tn(A) = inf{e > 0 : existen puntos py, pa, ..., p, € X talesque A C N(¢, {p1,....,pn})}-
La funcién 1 : 2%¥ — [0, 00) dada por

- ,un(A)
2n

u(A) =

n=1

también es una funcién de Whitney.

Ejemplo 3. Al igual que en el Ejemplo 1, supongamos que la métrica d en X satisface que
d(z,y) < 1 para todo par de puntos z,y € X. Dados A € 2% y n € N, definimos

L,(A) ={e > 0: existen puntos (no necesariamente distintos) a, ..., a,+1 € A

tales que si ¢ # j, entonces B.(a;) N B.(a;) = @}.

Cabe mencionar que definimos B(0, p) := &. Luego, se definen

pin(A) = sup L, (A),

— /in(A)
n(A) = o

n=1

Esta tltima funcion p también resulta ser una funcion de Whitney.

Las demostraciones de que las funciones p en los ejemplos son funciones de Whitney son largas,
por lo que aqui solamente se presenta la demostracion para el Ejemplo 3.

Teorema 2. La funcién p en el Ejemplo 3 es una funcién de Whitney.

Demostracion. Analizaremos algunas propiedades de las funciones ., que se usan para definir x.
Estas propiedades implican que x es una funcién de Whitney, y se encuentran a continuacion:

1. Para cada n € N, la funcién i, esté bien definida y y,,(A) < 1 para todo A € 2X.

En efecto, notemos que 0 siempre pertenece a L,,(A), por lo que L, (A) # &. Luego, sie > 0
y € € L,(A), entonces existen puntos aj, ..., a, 1 € A tales que las bolas de la forma B, (a;)
son ajenas entre si. Por lo tanto, ¢ < d(aj,a,,1) < diam(X) < 1. Por lo tanto, L,(A)
estd acotado superiormente por 1, y por lo tanto su supremo existe y es menor o igual que 1.

2. Para cadan € N, la funcién p,, es continua.
Seae > 0y d = e. Supongamos que H (A, B) < J. Demostraremos que |, (A) — pn(B)| <
J.
Sear € L,(A). Entonces, existen elementos ay, ..., a,+1 € A tales que las bolas de la forma
B, (a;) son ajenas entre si. Como H (A, B) < §, por el lema 1, se sigue que A C N(d, B), por
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lo que existen elementos by, ..., b, 41 € B tales que d(a;,b;) < 6 paracadai = 1,....,n + 1.
Esto dltimo es consecuencia de la definicién de nube de radio § centrada n B.

Tomemos ¢y = max{0,r — d}. Dada 1 < i < n + 1, veamos que B, (b;) C B,(a;). Si
€0 = 0, entonces B, (b;) = @y es claro que B, (b;) C B.(a;). En otro caso, ¢, > 0,y
podemos tomar p € B, (b;). Luego,

d(p,a;) < d(p,b;) +d(bs,a;) < eg+6=r,

de donde p € B,(a;), y se sigue que B, (b;) C B,(a;).

Como las bolas de la forma B,.(a;) son ajenas entre si, entonces las bolas de la forma B, (b;)
también lo son. Esto implica que ¢y € L,(B). Por lo tanto, p,(B) = sup L,(B) > ¢ >
r — 0, es decir, que ,,(B) + ¢ es una cota superior de L, (A), pues r era arbitrario. Como
es una cota superior, se sigue que (i, (B) + 6 > sup L,(A) = u,(A), o quivalentemente,
fin(A) — pn(B) < 6.

De manera similar se demuestra que /i, (5B) — p(A) < 0. Por lo tanto, |, (A) — pn(B)| < 6,
que es lo que queriamos demostrar.

3. Si A tiene al menos n + 1 puntos distintos, entonces i, (A) > 0.

Esto es claro, ya que hay nimeros positivos en L, (A). Como hay n + 1 puntos distintos,
tomamos r como la mitad de la minima distancia entre dos de esos n + 1 puntos, y es claro
quer € L,(A).

4. Si A tiene exactamente n puntos, entonces para k > n, se tiene jux(A) = 0.
Esto es cierto pues si A tiene exactamente n puntos, al tomar ay, ..., a,+1 € A, por el principio
de las casillas, existen ¢,j € {1,...,n + 1} tales que a; = a;. Es decir, uno de ellos debe
repetirse. Luego, la tGnica manera de que B.(a;) N B(a;) = @ es si e = 0. Por lo tanto,
L,(A) = {0}. El argumento para cualquier £ > n es el mismo.

5. Paracadap € X ycadan € N, u,,({p}) = 0.
Esta es una consecuencia inmediata de la propiedad anterior.

6. Paracada A € 2% ycadan € N, j1,(A) > pn1(A).
Sea e € L,,1(A). Entonces, se pueden encontrar n + 2 bolas ajenas por parejas, centradas
en puntos de A. Como se pueden encontrar n + 2 de estas bolas, también pueden encontrarse

n+ 1, porlo que ¢ € L,(A). Por lo tanto, L, +1(A) C L,(A) ysup L,+1(A) < sup L, (A),
que es lo que queriamos demostrar.

7. Paracada A € 2%, se cumple lim p,(A) = 0.

Esto se demuestra usando la definicion de limite de una sucesion. Sea ¢ > 0. Como A es
compacto, existen m € Ny puntos ay, ..., a,, € A tales que

AC Bé(dl) y--- UBé(am).

Seanpy, ..., pm1 € A C Bg(a1)U- - -UB¢(an). Por el principio de las casillas, al menos dos
de los puntos p; estdn en la misma bola. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que py, ps €
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B (a1). Notemos que d(p1, p2) < d(p1,a1) +d(p2,a1) < ¢, porlo que p1 € Be(p2) N Be(p1).
Esto dltimo implica que ni € ni ningdn ndmero mayor pueden estar en L,,(A), por lo que
pm(A) < e

Por dltimo, la Propiedad 6 implica que p,,(A) < € para todo n > m, que es lo que queriamos
demostrar.

8. Si A, B€2XyAC B,entonces j1,(A) < p,(B) paratodan € N.
Esta es una consecuencia inmediata de la definicién de ,.

Para demostrar que £ es una funcién de Whitney, solamente falta probar que si A, B € 2y A C B,
entonces (1(A) < u(B). De acuerdo a la dltima propiedad de las funciones fi,, basta probar que
existe m € N tal que f1,,,(A) < i, (B). Para demostrar esto tltimo, consideraremos dos casos.

Si A es finito, con m elementos, entonces B tendrd al menos m + 1 puntos. Entonces, por las
Propiedades 3 y 4, 11,,(B) > 0 = p,,(A), que es lo que queriamos demostrar.

Si A es infinito, por la Propiedad 3, tenemos que j,,(A) > O paratodan € N.Seab € B— Ay
d > 0 tal que Bys(b) N A = @&. Por la Propiedad 7, sabemos que existe un nimero m € N tal que
0 < pm(A) < 6,y una infinidad de nimeros n para los cuales 11, (A) < p,(A).

Notemos que como la sucesion (u,(A))°, converge a 0, y todos los elementos son positivos, la
sucesion no puede ser constante indefinidamente. Por la observacion anterior, podemos suponer
que fni1(A) < pim(A).

Sea ¢ € L,,(A). Entonces, existen aq, ..., a,,11 € A tales que las bolas Bc(ay), ..., Be(am11) son
ajenas por parejas. Como € < p,,(A) < §, Entonces B.(b) N N(e, A) = &. De aqui se sigue que
las bolas B, (b), Bc(ay), ..., Bc(a,11) son ajenas por parejas, de donde € € L,,1(B). Por lo tanto,
Lyn(A) C L1 (B). Luego, i (A) < fmy1(B). Por lo tanto, fim,11(A) < pims1(B), que es lo que
faltaba demostrar. ]

Hemos demostrado que en cualquier continuo X se pueden definir funciones de Whitney. Los tres
ejemplos presentados son los que se presentan cominmente en la literatura, y a partir de ellos se
pueden generar mds ejemplos, gracias a los siguientes teoremas que enunciamos sin demostracion.

Teorema 3. Sea X un continuo. Si y; y o son funciones de Whitney para 2%, y a1, as > 0,
entonces la funcién y : 2% — [0, 0o) definida por

1(A) = arpn(A) + azpiz(A)

es una funcion de Whitney.

Teorema 4. Si y es una funcién de Whitney para 2% y A € 2%, entonces la funcién p' : 2%

[0, 00) definida por

—

1/(A) = (AU B)u(B))>

es una funcién de Whitney.
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4. Aplicaciones de las funciones de Whitney

Un hecho conocido al estudiar los hiperespacios de continuos es que 2% y C(X) son compactos.
También resultan ser conexos por arcos, y para demostrar esto se utiliza el siguiente concepto:

Definicién 6. Dados A, B € C(X) con A C B, diremos que una funcién continua « : [0,1] —
C(X) es un arco ordenado de A a Bn C(X) si «(0) = A, a(l) = By a(s) € «at) cuando
0<s<t<1.

La idea de un arco ordenado es inflar continuamente un continuo A hasta llegar a un continuo B.

Teorema 5. Sea X un continuo. Dados A, B € C(X) con A C B, existe un arco ordenado de A
aBnC(X).

Este teorema se demuestra a partir de la existencia de una funciéon de Whitney definida en C'(X).
La demostracion es larga y la omitiremos en este trabajo. La demostracion puede encontrarse en
la referencia [3], en las paginas 90 a 92. La existencia de arcos ordenados tiene dos implicaciones
importantes.

Corolario 6. El hiperespacio C'(X) es conexo por arcos.

Demostracion. Sea A € C(X) tal que A # X. Por el Teorema 4, existe un arco que conecta a
A con X. Como A es arbitrario, todos los elementos se pueden conectar por arcos con X, lo que
implica que C'(X') es conexo por arcos. N

Corolario 7. EI hiperespacio 2% es conexo por arcos.

La demostracion de este segundo corolario es también una consecuencia de la existencia de arcos
ordenados en C'(X), pero también sera omitida en este trabajo.

Una vez conocido que los hiperespacios C'(X) y 2% son conexos por arcos, podemos concluir que
son conexos y por lo tanto son continuos.

La ultima aplicacion de las funciones de Whitney, que mencionaremos aqui, es sobre la contractibil-
idad en hiperespacios. Para esto, se necesitan las siguientes tres definiciones.

Definicion 7. Un espacio topoldgico X es contraible si existe una funcioén continua K : X X
[0,1] — X y existe un punto xy € X tal que para todo z € X, se satisface que K(z,0) = zy
K(x,1) = 0. A una funcién K con estas caracteristicas se le llama contraccion

Definicion 8. Sea X un continuo. Diremos que X s indescomponible si no se puede scribir como
la unién de dos subcontinuos propios. Si ademas, cualquier subcontinuo de X es indescomponible,
diremos que X es hereditariamente indescomponible.

Definicion 9. Un continuo X se dice tener la propiedad de Kelley en un punto p € X si para
toda sucesion (p,)>>, C X tal que p, — py todo subcontinuo A de X tal que p € A, existe una
sucesion de subcontinuos (A,,)%; de X tal que A,, — Ay p, € A, paracadan € N.
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Notese, en la tltima definicion, que la convergencia de la sucesion (p,, )2 ; es con la métrica de X,
y la convergencia de la sucesién (A,,); es con la métrica de Hausdorff en 2.
Los siguientes teoremas relacionan estas definiciones.

Teorema 8. Si un continuo X tiene la propiedad de Kelley e todos sus puntos, entonces C'(X) y
2 son contraibles.

Teorema 9. Si X esun continuo hereditariamente indescomponible, entonces X tiene la propiedad
de Kelley, y por lo tanto, C'(X) y 2% son contraibles.

La demostracion de este ultimo teorema utiliza la existencia de una funcién de Whitney.

5. Conclusiones

En nuestro desarrollo, las funciones de Whitney comenzaron a estudiarse como una manera de
medir el tamafio de subconjuntos cerrados de un continuo. Después de presentar algunas de las
aplicaciones que tiene la existencia de funciones de Whitney, en la teoria de continuos hiperespa-
cios, puede notarse que teoremas de gran utilidad son consecuencia de esto. Esta es s6lo una de las
razones por las cuales las funciones de Whitney son objeto de estudio.
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1. Introduccion

Un continuo X es un espacio métrico compacto, conexo y con mas de un punto. Un hiperes-
pacio es un espacio constituido por una clase especifica de subconjuntos de un espacio dado. Los
hiperespacios mas comunes de un continuo X son:

2¥ ={AC X :Aescerradoy A # &}

C(X) = {A€2¥: Aesconexo}

Para cada n € N, definimos:
F,(X)={A€2": Atiene alo més n puntos}
En el hiperespacio 2%, se puede definir una métrica como sigue:
Si A € 2X ye > 0, lanube de radio € y centro en A es el conjunto
N(e,A)={xr € X :Existea € Atalque d (z,a) < ¢}
donde d denota la métrica del continuo X.

Observemos que este conjunto es la unidn de todas las bolas abiertas de radio € con centro en algin
elemento de A, es decir, si B: (a) = {z € X : d(z,a) < ¢} entonces

N(e,A) = U B.(a)

Si A, B € 2%, la métrica de Hausdorff H para 2~ se define como
H(A,B)=inf{e>0: ACN(e,B) yBC N(c,A)}

No es dificil probar que efectivamente, H es una métrica, por lo que 2% se convierte en un espacio
métrico. Més atin, los primeros resultados que se demuestran respecto a los hiperespacios son que
2X es compacto y conexo (de hecho, conexo por trayectorias), de donde 2% es un continuo.

Puede probarse también que el hiperespacio C' (X)) es cerrado en 2% y por lo tanto, es un continuo.

Es en este espacio en el que se trabajard en el presente articulo. Para iniciar, mostraremos los dos
ejemplos mds simples.
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Sea X un arco, digamos X = [0, 1]. Un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de X es un
subintervalo, de donde
C(X)=A[a,b]:0<a<b< 1}

Considerese la funcién F' : C (X) — R? dada por

F(ja,b]) = (a;b,b—a)

Geométricamente estamos pensando a X como el intervalo [0, 1] del eje x del plano, y a cada
elemento de C' (X) se le asocia el punto compuesto por su punto medio y su longitud. La imagen
de esta funcion es el tridngulo en el plano R? con vértices en los puntos (0,0), (1,0) y (3,1):

Figura 1.
De esto se puede deducir que si X es un arco, C' (X ) es homeomorfo al disco.

Sea X una curva cerrada simple. Sin perder generalidad podemos pensar que X = S, es decir
X ={(z,y) eR*: 2 +y* =1}

Observemos que cada A € C'(X) con A # X es un subarco de X que queda totalmente determi-
nado por su punto medio m (A) y su longitud 0 (A).

Si D es el disco acotado por X descrito en coordenadas polares y € (m (A)) es el angulo formado
por el eje polar y el segmento de recta que une al polo con el punto medio m (A), podemos definir
la funcién F : C'(X) — D dada por

F(A) = (e(m(A))J_%f)) SiA#£XyF(X)=0.

De esta manera, se tiene que si X es una curva cerrada simple, C' (X ') es homeomorfo al disco.
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Figura 2.

2. Las funciones y los niveles de Whitney

Una herramienta muy importante para el estudio del hiperespacio C' (X)) es el concepto de fun-
ciéon de Whitney, que se define a continuacion.

Una funcion de Whitney es una funcion continua i : C' (X) — R tal que:

Lop({z}) =0
2. SiAC B # A, entonces i1 (A) < p(B).

Hablando intuitivamente, podemos pensar que una funcion de Whitney mide el “tamafio” de un
elemento de C' (X).

Aunque se conocen pocos ejemplos explicitos de funciones de Whitney para espacios arbitrarios,
se sabe que el conjunto de estas funciones es homeomorfo a /5.

Dada una funcién de Whitney p, un nivel de Whitney es un conjunto de la forma
ptt)={AcC(X):u(A) =t} con0<t<pu(X).

Observemos que los niveles de Whitney son los conjuntos que “agrupan” a los elementos de C' (X)
con la misma medida.

En México, el estudio del hiperespacio C' (X) ha usado como herramienta frecuente y muy fuerte,

las ideas de funcién y nivel de Whitney, algunos de estos trabajos inspirados por la fructifera labor
del Dr. Alejandro Illanes Mejia del Instituto de Matemaéticas de la UNAM.
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A continuacion se describird de manera muy intuitiva, algunos resultados sobre la dimension de los
hiperespacios de las graficas finitas. Anticipamos también que por comodidad no se definirdn todos
los conceptos que se utilizan, pero aclaramos que todos ellos tendran el significado matematico
usual.

3. Dimension y graficas finitas

Intuitivamente podemos pensar que las gréficas finitas conexas son unién de segmentos (espacios
homeomorfos al intervalo [0, 1]) por puntos a los que llamaremos vértices. El orden de un vértice es
el nimero de segmentos que inciden en él. Un vértice v es extremo si su orden es 1 (ord (v) = 1),
de otra manera se le llama interno (ord (v) > 3, ya que puede despreciarse el caso ord (v) = 2
pues se tendria un segmento). También pensaremos que se tiene definido una funcién de Whitney
en el espacio que estemos tratando.

Entenderemos por dimension de un espacio en un punto como la cantidad de “maneras” o “liber-
tades” que tiene el punto de “moverse” dentro del espacio. En particular, confrontaremos la dimen-
sion de un punto en el hiperespacio C' (X) con la dimensién de un nivel de Whitney en el mismo
punto. Para ilustrar estas ideas consideremos el siguiente ejemplo:

Sea X = [0,1] y sea A € C' (X) el subintervalo A = [1 1], Una posible funcién de Whitney para
este caso puede ser p : C'(X) — R dada por p ([a, b]) = b — a, es decir, a cada subintervalo se le
asocia su longitud.

Ahora, ;7! (%1) es el conjunto de subintervalos de longitud 411 (nuestro A entre ellos) y si echamos
mano de la representacion geométrica que tenemos para C' (X) dada en la primera seccién, vemos
que este nivel de Whitney es el segmento horizontal dentro del tridngulo que estd a altura %.

A
/
f/rf \‘\
/N
N,
o\
;,r"( "tﬂ‘ _’XJIN velde Ntne:
/ ..
0 A I

Figura 3.

Si pensamos a A en C' (X)), se puede decir que la dimensién de C' (X) en A es dos, pues existe una
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vecindad de A en C' (X) homeomorfa al plano (el disco punteado en la figura anterior). Por otro
lado, la dimensién de ;1 * (i) en A es uno, ya que la vecindad de A en su nivel de Whitney es un
subintervalo abierto y por tanto es homeomorfo a la la recta real.

Estos mismos hechos pueden observarse sin tener la representacion geométrica de C'(X) como
sigue:

0 A i

Figura 4.

Como A C X, podemos pensar que A tiene dos maneras de “moverse” en X, una en direccién
a cero y otra en direccioén a uno, pero solo una forma en p~* (Zi) ya que si a partir de A se
“creciera” (o “decreciera”) en ambas direcciones se llegaria a subcontinuos que contienen (o estan
contenidos) propiamente en A y por la segunda condicién de funcién de Whitney, estos subinter-
¢ —1(1
valos no pertenecerian a p (Z)'
Otro ejemplo puede ayudar a clarificar estas ideas. Considerese la grifica X y el subconjunto
A € C(X) ilustradas a continuacion:

Figura 5.

Observemos que la dimensién de C'(X) en A es cuatro, pues A tiene cuatro “libertades” para
moverse en X (dimg(x) A = 4), pero si A € p~' (t), la dimensién de ' (¢) en A es tres
(dim,-1¢;) A = 3) ya que una direccién o “manera” de moverse de A en X se pierde para conservar
el tamafio de los subcontinuos que pertenencen al nivel de Whitney en el cual también esta A.

A partir de los ejemplos anteriores, se podria pensar que la idea de confrontar las dimensiones
de C'(X) y u~' () en un subcontinuo A no es muy interesante, ya que bastaré restar uno a la
dimension de C (X) para obtener la de x~! (¢). Sin embargo, esto no es cierto en general como
podemos observar en el siguiente ejemplo:
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X A

Figura 6.

Aqui tenemos que dimg(x) A = 8, pues A puede “crecer” en X a lo largo de los ocho segmentos
que inciden en sus extremos, pero dim,,-1;) A = 5, pues si A crece hacia la derecha, ya no puede
crecer a la izquierda, porque se saldria del nivel de Whitney, y si crece a la izquierda, ya no puede
hacerlo a la derecha.

En este caso tenemos la desigualdad estricta
dimo(x) A—1> dimuq(t) A

Una cuestion interesante aqui, seria caracterizar a los subcontinuos A de X tales que cumplan la
desigualdad anterior. Para ello, notemos que A tienen las siguientes caracteristicas:

1. A es subgrifica (Subconjunto de una grafica que es también grafica)
2. A esinterna (No contiene vértices internos)

3. A es aciclica (No contiene espacios homeomorfos al circulo)

De hecho, estas condiciones son necesarias y suficientes:

Teorema 1. A es una subgrafica interna y aciclica si y sélo si
dimc(x) A—1> dim#—l(t) A.

Otra idea interesante parte de la definicion de arafia. Una grafica es una arasia si tiene uno y s6lo
un vértice interno. Luego, las arafias deben de tener la forma:
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Figura 7.

Abhora, para cada A € C' (X), se tienen dos posibilidades:

1. A contiene al Unico vértice interno.

2. A no lo contiene.

/

/

Figura 8.

En el primer caso tenemos que A debe de estar totalmente contenido en un segmento o en un lazo,
de donde dim,,-1(4) A = 1, y esto no contribuye al clculo de la dimensién.

En el segundo caso, un elemento tipico de cualquier nivel de Whitney se ilustra en la figura de
la derecha. Aqui es claro que no importa si los “brazos” de A son cortos o largos, de cualquier
modo, las maneras de “crecer” son las mismas para cada subcontinuo A. Lo anterior se resume en
el siguiente:

Teorema 2. X es araiia si y s6lo si todos sus niveles de Whitney tienen la misma dimension.

Sea 41 una funcién de Whitney. Diremos que p~! (¢) es un nivel grande si ty < t < pu (X) donde

to = max {u (S) : S s subgrafica propia no vacia de X }
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También diremos que ;! (¢) es un nivel chico sit < ty < p(S) donde
to = min {x (S) : S es segmento de X'}

Intuitivamente hablando, se puede decir que los niveles grandes agrupan a los elementos de C'(X)
que son “casi” X, y que un nivel chico consta de los subcontinuos de X que son mds “pequefnos”
que un intervalo.

Analizando a los niveles chicos, podemos observar que un elemento de estos niveles, si esta total-
mente contenido en un intervalo, s6lo tiene una manera de “moverse” dentro del nivel de Whitney,
por lo que estos elementos pueden representarse por un punto, exactamente como en el interva-
lo donde esta. Si contiene a un vértice interno (no puede contener dos, por que contendria a un
segmento completo), entonces las maneras de moverse que tiene son todos los segmentos que in-
ciden en ese vértice menos uno, para cuidar el “tamafio”. Esta idea nos proporciona una manera
geométrica de visualizar los niveles chicos.

Sea X la gréfica siguiente:

f /..,-f- - -\

Figura 9.

Los niveles chicos deben entonces de tener la misma forma de X, salvo que en cada vértice interno
de la grafica se sustituye este por un cubo de dimension el orden del vértice menos uno:

Figura 10.

Los nimeros en la grafica indican la dimension del cubo representado por los circulos pequeios.
Mas formalmente:
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Teorema 3. Si p~' (¢) es un nivel chico, entonces

dim g~ (t) = {ord (v) — 1 : v es vértice interno de X }

Con respecto a los niveles grandes, podemos decir que si A pertenece a uno de estos, entonces A
“cubre” casi a todo X. En el siguiente dibujo, observemos que todo vértice interno es punto de
corte (p € X es de corte si X — {p} no es conexo), luego, como A es conexo, debe de contener a
todo punto de corte y en consecuencia a todo vértice interno, es decir, los pedazos de X — A deben
de estar contenidos en los segmentos de X.

Figura 11.

Luego, la manera que tiene cualquiera de estos A de “moverse” en su nivel es la misma, de donde
la dimension de ! (t) es siempre igual. Formalmente:

Teorema 4. Sea p~' (¢) un nivel grande. Son equivalentes:

1. u~! (t) tiene dimensién homogénea (la misma en cada uno de sus puntos).

2. Todo vértice interno de X es de corte.

Finalmente, podemos mencionar un par de preguntas abiertas como motivacion en esta direccidon
de investigacion:

= ;Qué condicion debe de cumplir la griafica X para que sus niveles grandes sean contraibles?

= Dada una gréfica aciclica ;cudntos niveles de Whitney diferentes (topoldgicamente) existen
en C (X)?
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Resumen

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y con mas de un punto. Un
subconjunto no vacio, conexo y cerrado de X se llama subcontinuo. Trabajaremos
con colecciones de subconjuntos de continuos que satisfacen propiedades especificas,
las cuales son llamadas hiperespacios de continuos. Sea X un continuo, nos
concentraremos en dos de sus hiperespacios: 2, que consta de los subconjuntos no
vacios y cerrados de X y, C(X) cuyos elementos son los subcontinuos de X. Sean H y
K hiperespacios de X y Y respectivamente, estamos interesados en encontrar
condiciones necesarias y/o suficientes bajo las cuales exista una funcion fde H en K
tal que si A,B € Hy A c B, entonces f(A) < f(B). La funcion f se llama encaje
ordenado y aqui presentamos ejemplos de ellos.

1. Introduccion

La Teoria de Continuos e Hiperespacios son areas de la topologia relativamente jovenes, sus
origenes se remontan a la década 1910-1920. La Teoria de Continuos se interesa por estudiar a
los espacios métricos, compactos, conexos y con mas de un punto, esta clase de espacios son
conocidos como continuos. Llamamos subcontinuo a un subconjunto no vacio, conexo y cerrado
de un continuo. Observe que un subcontinuo puede constar de un unico punto. Por otra parte, la
Teoria de Hiperespacios estudia colecciones de subconjuntos de un espacio X que satisfacen
ciertas propiedades especificas, llamamos a estas colecciones hiperespacios. De este modo, los
elementos de un hiperespacio del espacio X son subconjuntos de X. En este trabajo nos
enfocaremos en hiperespacios de continuos, por lo que a lo largo de este trabajo todos nuestros
espacios seran continuos. En particular trabajaremos con dos hiperespacios: el hiperespacio 2*
que consta de los subconjuntos no vacios y cerrados de X y, el hiperespacio C(X) que esta
formado por los subcontinuos de X. Note que el hiperespacio C(X) estd contenido en el
hiperespacio 2*.

Dotamos a nuestros hiperespacios de una métrica, la métrica de Hausdorff, con la que se
convierten en espacios métricos (Proposicion 2.1 de [4]) y de hecho en continuos, como se
muestra en los teoremas 2.4 y 4.2 de [4]. Intuitivamente, dos elementos de un hiperespacio estan
cerca con la métrica de Hausdorff si estan casi empalmados.

Los hiperespacios también poseen una estructura de orden, la cual es inducida de manera natural
por la contencidén. Dicha estructura ha sido muy poco explotada, sélo algunos autores la han
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aprovechado (ver [6] y [7]). La existencia de esta estructura de orden da origen de manera natural
a la siguiente cuestion. Sean H y K hiperespacios de los continuos X y Y respectivamente, nos
preguntamos cudles son las condiciones necesarias y/o suficientes, bajo las que podemos definir
una funcion continua e inyectiva f'de H en K tal que si 4, B € Hy 4 < B, entonces f(4) — f(B).

Como ya mencionamos antes, H y K son también continuos, en particular, H es un espacio
Hausdorff y K es un espacio compacto, entonces una funcion continua e inyectiva f'de H en K es
un homeomorfismo sobre su imagen, esto es, un encaje topologico. Asi que una funciéon f como
la descrita arriba, que ademas de ser un encaje es compatible con el orden inducido por la
contencion en H, sera llamada encaje ordenado. Si es posible definir un encaje ordenado de H en
K, diremos que H puede encajarse ordenadamente en K. Los encajes ordenados de hiperespacios
de continuos fueron introducidos en [1].

En la Seccion 2 presentaremos, para continuos especificos, modelos para el hiperespacio C(X),
los cuales seran ttiles cuando, en la Seccion 3, discutamos mediante la construccion de ejemplos,
el concepto de encaje ordenado para los hiperespacios 2% y C(X).

2. Modelos para hiperespacios de continuos

En ocasiones nos resulta muy conveniente trabajar con un espacio en el cual sus elementos sean
puntos y no subconjuntos de otro espacio, como sucede en el caso de los hiperespacios y, si
ademas dicho espacio nos resulta familiar es alin mejor. Por lo que cuando es posible y la
situacion asi lo amerita, trabajamos con un espacio homeomorfo al hiperespacio del continuo en
cuestion, al cual llamamos modelo del hiperespacio. En el Teorema 14.12 de [5] se demuestra
que para cualquier continuo X, el hiperespacio 2* contiene un cubo de Hilbert, esto es, contiene
un espacio homeomorfo al producto IT,c[0,1], debido a ello no tenemos modelos para el
hiperespacio 2.

Por otro lado, para ciertos continuos X, es posible construir modelos para el hiperespacio C(X).
Primero introducimos una lista de continuos que utilizaremos en la siguiente seccion y
posteriormente presentaremos, sin demostracion, modelos para los hiperespacios C(X) de algunos
de estos continuos.

NN
O~

Figura 1. El arco, la curva cerrada simple, el n-odo y la curva sinoidal del topo6logo.

El arco es el continuo mas sencillo pues es homeomorfo al intervalo [0,1], asi que cuando
hablemos de un arco podemos tener presente a este intervalo, al cual denotamos por /.

La curva cerrada simple es homeomorfa a la circunferencia unitaria {(x,y) € 0% x*+)* = 1}, de
este modo, al igual que sugerimos con el arco, cuando hablemos de una curva cerrada simple
podemos tener en mente a la circunferencia unitaria, a la cual denotamos por S'.
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El n-odo simple es el continuo que resulta al unir z intervalos que comparten un nico punto
comun v (al cual llamamos vértice del n-odo y es punto extremo de cada uno de los intervalos) de
manera que la interseccion de dos de estos intervalos es tinicamente v. El 3-odo simple es mejor
conocido como triodo simple y lo denotamos por 7.

La curva sinoidal del topologo se obtiene al considerar la cerradura en 0* del subconjunto W =
{(x,sen(1/x)) € 0% 0 <x < 1}. Notemos que CLo(W) = WU {(0,y): -1 <y < 1}.

Los continuos que hemos enumerado aparecen en la Figura 1.

Como prometimos, ahora presentamos los modelos de los hiperespacios C(X) para tres de los
continuos que enumeramos arriba. Un modelo para C(J) es el tridngulo A = {(x,y) e > 0 <y <1
yy/2 <x<1-yR2}, para C(S") es el disco D = {(x,y) € [*: x>+ y* < 1}, para C(T) es el cubo con
alitas que aparece en la Figura 2 junto a los modelos que se describieron antes. El lector que esté
interesado en la construccion de estos modelos puede consultar [2] o [4].

A
.f- b - .I-.-I . D= e -
2 \"\l 2 J i e

]
P _1. h ] ad e -

Figura 2. Modelos para los hiperespacios C(J), csYH y ().
3. Encajes ordenados para los hiperespacios 2%y C(X)

En esta seccion explicaremos por qué los encajes ordenados resultan mas interesantes para los
hiperespacios C(X) que para los hiperespacios 2. Ademas construiremos ejemplos de encajes
ordenados de hiperespacios para continuos especificos.

Iniciamos revisando las condiciones de existencia de los encajes ordenados para los hiperespacios
2%, Para ello necesitamos demostrar primero el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea £ X — Y una funcion continua. Si para cada 4 € 2% definimos 2/(A) = f(4),
entonces 2/( A) e 2Yy la funcion 2: 2% 2" asi definida es continua.

Demostracion. Como 2/( A)=fA) Y, b4 (4) es un subconjunto no vacio de Y. Por otra parte, f(A)
es la imagen continua de un subconjunto compacto de X, asi que 2f(A) = f(4) resulta ser un

subconjunto compacto de Y. Por lo que vy (4) e 2". La continuidad de 2/ se sigue del Lema 13.3
de [5].

La demostracion del siguiente resultado la dejamos al lector.
Corolario 2. Si £ X — Y es un encaje, entonces 2: 2 —2" es un encaje ordenado.

De hecho tenemos un resultado atin més poderoso, el cual nos dice bajo qué condiciones puede
definirse un encaje ordenado entre los hiperespacios 2”.
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Teorema 3. Sean X y Y continuos cualesquiera, entonces siempre es posible definir un encaje
ordenado de 2% en 2. No incluimos la demostracion de este resultado pues no es parte del
objetivo de este trabajo, los interesados en consultarla en [1].

Debido a este teorema, el estudio de los encajes ordenados definidos para los hiperespacios 2* no
es muy interesante. Qué pasa cuando consideramos el hiperespacio C(X)? Resulta que los encajes
ordenados definidos en estos hiperespacios no son triviales, esto es, existen continuos X'y Y para
los que a pesar de que C(X) puede encajarse en C(Y), C(X) no puede encajarse ordenadamente en
C(Y). Nuestro siguiente ejemplo muestra la certeza de esta afirmacion.

Ejemplo 4. C(S") puede encajarse en C(/), sin embargo C(S') no puede encajarse ordenadamente
en C(1).

Como vimos en la seccion anterior, el disco D y el tridngulo A son modelos para c(SshH y )
respectivamente. Asi que de hecho C(S") es homeomorfo a C(J), por lo que C(S") puede encajarse
en C(I). Veamos ahora por qué no es posible definir un encaje ordenado de C(S') en C(/). Para
ello supongamos lo contrario. Sea ff C(S') — C(I) un encaje ordenado, entonces AS') es un
subintervalo cerrado de [ tal que f{4) c f{iS") para cada 4 € C(S"). De este modo f también es un
encaje ordenado de C(S") en A{C(S")). Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
A(S") = I Por tanto, / es un encaje del disco D en el tridngulo 7' que aplica un punto que no
pertenece a la frontera de C(S') en un punto que pertenece a la frontera de C(/). Esta
contradiccion demuestra que C(S') no puede encajarse ordenadamente en C(J).

Debido a la naturaleza de los modelos para C(S") y C(T), es claro que C(S") puede encajarse en
C(T). Veremos en nuesro siguiente ejemplo que de hecho podemos definir un encaje de C(S') en
C(T) que respete el orden inducido por la contencion,

Ejemplo 5. C(S") puede encajarse ordenadamente en C(7).
Usaremos el siguiente modelo especifico para T: Sea {e,es.e3} la base candnica de [°. Dados dos
puntos p,q € [°, denotemos por pq al segmento que los une y, pg = p en el caso p = ¢. Definimos
entonces 7 = O[10e;] U BO[10e,] LU O[10e3], donde ® denota el origen de [, Usaremos la letra d
para denotar la distancia en [J°. Enseguida llevaremos a cabo la tarea de definir nuestro encaje
ordenado. Sea I: C(S") — [0,2n] la funcién que a cada subcontinuo de S' le asigna su longitud.
Sea m: C(S")\ {S'} — [* la funcion dada por m(4) = punto medio de A. Notemos que A € C(S") \
{S"}. Entonces A4 estd completamente determinado por su punto medio m(4) y su longitud /(4).
Escribamos m(A4) = (x,4,v.1). Entonces definimos g: C(S")\ {S'} — C(T) por
g(4) = O[(1 + x4+ i(A))e1] U O[(1 + y4 + I(A))e2] © O[/(A)es].

La continuidad de g se sigue de la continuidad de las funciones /'y m.
Veamos que g es inyectiva. Para esto supongamos que g(4) = g(B). Entonces,

1+x4+10(A4)=1+xz+IB),

L+ys+1(A)=1+ys+IB),

I(A) = I(B).

Asi que, /(A) = [(B) y m(A) = m(B). Por tanto, A = B. Lo que demuestra que g es inyectiva.
Ahora vamos a demostrar que, si 4 < B, entonces g(4) < g(B). Notemos que si A — B entonces
I(4) < I(B). Sea I’ la longitud del arco més pequefio en S' que une a m(4) con m(B). Sea C la
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mitad del arco B que contiene a m(A). En el caso que m(4) = m(B), tomamos como C a cualquiera
de las dos mitades de B. Entonces, C contiene al arco que une a m(4) con m(B) y a una de las dos
mitades del arco 4. De aqui que I’ + I(4)/2 < I(B)/2.
Entonces
2l x4 —xd <2d(m(4),m(B)) <2I’ < I(B) — I(A).
De modo que 1 + x4+ I(4) <1+ xp+ [(B). Andlogamente, 1 +y,+I(4) <1 +yp+ I(B).
Ademas, puesto que /(4) < /(B), concluimos que g(4) < g(B).
Por tanto, hemos demostrado que g: C(S) \ {S'} — C(T) es un encaje ordenado.
Ahora estamos listos para definir nuestro encaje ordenado. Definimos f: c(S" - C(7) por
AA4) =O[(2 + 2n)er] U B[(2 + 2m)er] U O27es], sid =Sy,
AA) =0O[((2 +2m)l(A)21 + (1— (I(4)/21))(1 + x4 + I(A))) e1] W O[((2 + 2m)I(4)/ 27 + (1—
(IA)21))(1 + y4 + I(A))) ex] U O[l(A)es], sid =S
Puesto que f'es el resultado de ajustar linealmente g, entonces f resulta ser continua e inyectiva.
En efecto, puesto que el ajuste es lineal, / es claramente continua en C(S') \ {S'}. Ahora, si
{A4,}ne es una sucesion en C(S") \ {S'} tal que limd, = S', entonces lim I(4,) = 2n. De manera
que lim fid,) = AS"). Lo que demuestra que f'es continua en C(S").
Por otra parte, sean 4, B € C(S") tales que 4) = AAB). Supongamos que A = S'. Entonces, como
I(4) = I(B), tenemos que B = S'. Asi que 4 = B.
Supongamos ahora que 4 # S'. Entonces, puesto que /(4) = I(B), tenemos que B # S' y que
1+xy+ I(A) <1+xp+ I(B)
l+ys+1UA) <1 +ys+(B).
Por lo que g(4) = g(B). Entonces, como g es inyectiva, tenemos que 4 = B. Por tanto f es
inyectiva.
De este modo, solo resta demostrar que A < B implica que f{4) < f(B). Puesto que
(1-1B)2m)(1 +xz+ I(B)) — (1 + x4+ 1(4)) > 0,
tenemos que
(1 +xg+1(B))— ((B)2m)(1 + x5+ I(B)) > (1 + x4+ 1(A)) — (U(B)2m)(1 + x4 + I(4)).
De modo que
2 +2m)(A)21 + (1— ([(A)21))(1 + x4+ I(A)) = (1 + x4+ [(A)) +
[(2+2m) — (1 +x4+1(A))] I(A)2
<(1+x+1A)+
[(2+2m)— (1 +x4+1(A)] U(B)2r
=(1+x4+1A4)—
(1 +x4+1(A) I(B)2n + (2 +2n)l(B)/21
<(1+xz+1IB)) -
(1 +xz+1U(B)) I(B)2n + (2 +2n)l(B)/21
= (1 +xp+ I(B)) +
[(2+2n)— (1 +x5+I(B))] I(B)2=n
=2 +2m)I(B)2n+ (1-(I(B)/2n))(1 + xp + I(B))
De manera analoga,
2 +2m)l(A)2n + (1- ({(A)2m))(1 + y4 + 1(A)) < (2 + 2m){(B)/21 + (1-(I(B)/2m))(1 + yz + I(B))
Puesto que /(4) < I(B), entonces A4) = f(B). Por tanto, hemos demostrado que C(S') puede
encajarse ordenadamente en C(7).
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El siguiente ejemplo muestra que en ocasiones el encaje ordenado de hiperespacios se da de
manera muy natural y sencilla. Para construir el encaje ordenado deseado necesitamos introducir
el concepto de funcion de Whitney.

Definicién 6. Una funcion de Whitney en el hiperespacio 2* es una funcion p: 2* — [0,1] que
satisface:

i) uw({p})=0paracadap € X.

ii) w(A) < w(B) siempre que A4 esté contenido propiamente en B,

i) pX)=1
En el Teorema 5.3 de [4], se demuestra que 2% admite funciones de Whitney para cualquier
continuo X, llevando a cabo la construccion de dicha funcion.

Intuitivamente, una funcion de Whitney “mide el peso” de los subcontinuos de un continuo dado.

Ejemplo 7. Denotemos por X a la curva sinoidal del topdlogo. Entonces C(X) puede encajarse
ordenadamente en C(7).
Recordemos que X = W U J, donde W = {(x,sen(1/x)) € 0% 0<x <1} yJ={(0y): -1 <y<1}.
Sea p: C(X) — [0,1] una funcién de Whitney y »: X — J dada por r((z,w)) = (0,w). Entonces
definimos ¢: X — [0,1] dada por

o((z.w)) = 0,51 (z,w) € Jy,

o((z,w)) =z, s1 (z,w) € W.
Entonces ¢ es una funcién continua.
Sea ¢: J — [0,1] un homeomorfismo. Ahora, para 4 € C(X), tomamos x4 = maxQ(4) y y4 =
max¢(r(4)). Notemos que en C(X) tenemos tres tipos de subcontinuos, a saber, si 4 € C(X)
entonces, A = W o bien A = J o bien 4 es de la forma ¢ ([0,a]) para alguna a = x,.
Si A — W, entonces A esta completamente determinada por w(A4) y x4. Si 4  J entonces A4 queda
determinada por w(4) y y4 Por Gltimo si 4 es de la forma ¢ ([0,x4]), entonces 4 queda
determinada por p(4) y x4. Entonces por lo discutido arriba definimos f: C(X) — C(T) por

fA) = O[x4e1] L O yse2] U O[(A)es].

La continuidad de f'se sigue de la continuidad de las funciones x4, y4 y w4).
Probemos ahora que f'es inyectiva. Sean 4, B € C(X) tales que f(4) = f(B) entonces x4 = X, Y4 =
vs 'y W(A) = wW(B) entonces, por la discusion de arriba, 4 = B.
Finalmente, si 4 — B, entonces x4 < x3, V4 < vy WA) < W(B). Por lo que f[4) < f(B). Por tanto
hemos demostrado que C(X) puede encajarse ordenadamente en C(7).

4. Conclusiones

Como se habra podido apreciar, el concepto de encaje ordenado para hiperespacios de continuos
es sencillo, pero el definir uno de estos encajes entre dos hiperespacios puede no ser una tarea
sencilla. Una de las aplicaciones de los encajes ordenados dentro de la Teoria de hiperespacios es
una caracterizacion de los continuos X para los cuales C(X) puede encajarse ordenadamente en
C(Y), cuando Y es un continuo hereditariamente indescomponible (ver [1]). En [3] se estudian
encajes ordenados entre productos simétricos, hiperespacios cuyos elementos son subconjuntos
no vacios, cerrados y con a lo mas n elementos. Actualmente estudiamos encajes ordenados
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definidos entre el n-ésimo producto simétrico de un continuo X y el hiperespacio C(Y), a este
respecto ya se han obtenido resultados muy interesantes.
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Resumen

En este trabajo se mostrard que para un continuo X, su hiperespacio 2% es conexo. Para esto,
empezaremos definiendo algunos conceptos bdsicos, siguiendo con la prueba de la densidad
de F(X) en 2%, para finalizar con la prueba de la conexidad del hiperespacio 2°X.

1. Introduccién
En este trabajo se definira el concepto de continuo, ademds mencionaremos los hiperespacios mas
conocidos: 2%, C(X), F,,(X) y C,,(X). Como todos los hiperespacios mencionados anteriormente
estan contenidos en 2%, es suficiente dotar de una métrica a 2%, y asi C(X), F,,(X) y Cn(X)
dispondrédn de esta métrica. Se define entonces la métrica de Hausdorff para el hiperespacio 2.
Una vez dada la métrica para los hiperespacios, se probara que la unién de los hiperespacios F,,(X),
es un conjunto denso en 2%. Ademds se mostrard que si g: X™ — F,(X) es la funcién definida por

g ((z1,...,x,)) = {x1, ..., z,,}, entonces g es una funcién continua y suprayectiva.

Con lo dicho anteriormente quedara probada la conexidad de 2.

2. Definiciones basicas y la métrica de Hausdorff

Para iniciar nuestro estudio veamos las siguientes definiciones y ejemplos.

Definicion 1. Diremos que X es un continuo si es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio.

Ejemplo 1. Algunos continuos son:
1. Dados a, b € R, el intervalo [a, b] es un continuo.
2. Dados z € R™ y € > 0, la bola cerrada B.(z), es un continuo.
3. SiW = {(z,sin(1/z)) € R? : 0 < x < (1/27)} entonces X = WU{(0,y) e R? : -1 <y < 1}

es un continuo llamado Ia curva sinoidal del topologo.
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Tomemos el continuo X del ejemplo anterior y consideremos un arco Z del punto (0, —1)
al punto (27, 1), de tal forma que la interseccion X N Z = {(0,—1), (27, 1)}. Entonces
V' = X U Z es un continuo llamado el circulo de Varsovia.

Una de las técnicas mas importantes para obtener ejemplos interesantes de continuos es el
uso de intersecciones anidadas.

Teorema 1.1

Si {X;} ~, es una sucesién de subcontinuos de un espacio métrico (Y, d), tal que para toda
n €N, X,,;1 C X, entonces ﬂff:l X,, €s un continuo.

La demostracion la podemos encontrar en [6], en la pagina 13.

. La curva universal de Sierpinski. Empezamos dividiendo el cuadrado S, = {0, 1] x [0, 1]}

en nueve cuadrados congruentes y tomamos S; = Sy — {(1/3,2/3) x (1/3,2/3)}. Anéloga-
mente, dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve cuadrados congruentes,
y llamamos .S al continuo que se obtiene al quitar el interior de cada uno de los ocho cuadra-
dos centrales. Continuando de esta manera, definimos S3, Sy, etc. Sea S = ﬂzo:l S,,, entonces
por el Teorema 1.1, S es un continuo, llamado la curva universal de Sierpinski.

La curva universal de Menger. Consideremos primero el cubo M = {[0, 1] x [0,1] x [0, 1]}.
Dividimos cada una de las caras de M en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agu-
jero a través del interior de cada cuadrado central, esto nos da un continuo M;. Dividamos
cada uno de los restantes cuarenta y ocho cuadrados en nueve cuadrados congruentes y hag-
amos un agujero a través del interior de los cuadrados centrales, de esta manera obtenemos
un continuo M. Procedemos inductivamente para obtener continuos M,,, la curva universal
de Menger, es por definicién M = (", M, y por el Teorema 1.1, M es un continuo.

Definicion 2. Un hiperespacio es una familia de subconjuntos de X, a la que le asociamos alguna
propiedad en particular.

Los que la literatura registra como los més estudiados son:

1.
2.
3.
4.

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio}
C(X) = {A € 2% : A esconexo}
F,(X) = {A€2¥: A tiene alo més n puntos}(n € N)

N

(X) = {A € 2% : A tiene alo mds n componentes}(n € N)

Nosotros nos enfocaremos a probar la conexidad de 2. Los siguientes conceptos son bdsicos para
nuestro objetivo.
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Definicion 3. Seac > 0,p € X y A € 2%, se define la bola de radio € y centro p por B(e, p) =
{g € X :d(p,q) < €}. Y lanube de radio € y centro en A por N (¢, A) = {q € X : Ip € A tal que

d(p, q) < e}.
Es fécil convencerse de que N (¢, {p}) = B.(p) y N(e, A) = U{Bc(a) : a € A}.

Definicion 4. Dados A, B € 2% definimos H : 2% x 2X — R por
H(A,B)=1inf{e>0: AC N(e, BYANB C N(e, A)}.
H se conoce como la métrica de Hausdorff.

Lemal. H(A,B)<k< BC N(k,A)NAC N(r,B).

Para la demostracién consultar [5].

Proposicion 2. Dados A, B, C € 2%, se cumple que:
1. H(A, B) esta bien definida,

2. H(A,B) >0,
3. HLA,B) = H(B,A),
4. H(A,B) =0siysédlosi A= B,

5. H satisface la desigualdad del triangulo, es decir: H(A, B) < H(A,C)+ H(C, B).

Demostracion. La demostracion la podemos encontrar en [2], en las paginas 22, 23, 24.

3. Densidad en 2%

Recordemos que un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, 7) es denso en X, si y sélo si,
para todo abierto B en X, se tiene que B N A # ¢.

Lema 3. El conjunto F(X) = |J{F,.(X) : n € N} es denso en 2¥.

Demostracion. Tenemos que probar que toda bola centrada en cualquier A € 2%, se intersecta
con F'(X). Para esto tomemos ¢ > 0y A € 2%, entonces {B(¢,a) : a € A} es una cubierta por
abiertos para el compacto A , (A es un conjunto cerrado, no vacio contenido en el compacto X,
por tanto A es compacto). Entonces existen ay, as, ...,a, € A, tales que A C |J._, B(e,a;) =
N (¢,{ay,as,...,a,}). Por otra parte, {ai, as, ...,a,} C A C N(e, A). Entonces {ay, as, ..., a,} €
B(e, A) N F(X), por lo tanto F(X) es denso en 2%, O
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Lema 4. Sea X" el producto topoldgico de n copias del continuo X por si mismo. Si g: X" —
F,,(X) es la funcion definida por g ((z1, ..., z,,)) = {1, ..., x, }, entonces g es una funcién continua
y suprayectiva.

Demostracion. Sea D((x1,...,xpn), (Y1, -, Yn)) = mazx {d(x1,11),...,d(xn, y)} la métrica para
X", esta métrica induce la topologia producto.

*Probemos la continuidad de g.

Seae >0y d = ¢ tal que D((z1, ..., xn), (Y1, -, Yn)) = mazx {d(x1,11), ..., d(Tn, yn)} < €. En-
tonces d(z1,y1) < €Vi € {1,...,n}.Demodo que {x1, ...,z } T N(6,{v1, s Un D Y{¥1, -y un} C
N(e,{z1,...,x,}), entonces H({x1,...,x,}),{¥1,-.-,yn}) < €. Por lo tanto g es continua.

*g es suprayectiva.

Cada elemento de F,(X) se puede escribir en la forma {z1,...,z,}, pues si tomamos un con-

junto de menos de n elementos, bastard con repetir algunos y esto no cambia al conjunto.
Por lo tanto g es continua y suprayectiva. 0

4. Conexidad de 2%

Teorema 5. EI hiperespacio 2 es conexo.

Demostracion. Notemos que para cadan € N, F}(X) C F,(X) con F,(X) conexo, dado que la
imagen de un conexo bajo una funcién continua g, es conexo. De manera que el conjunto F'(X) =
U{F.(X):n e N}, es la unién de conexos con intersecciéon comin Fi(X). Asi que F(X) es
conexo, por lo que su cerradura es conexa. Por lo tanto 2% es conexo. O

5. Conclusiones

Con la demostracién de que el hiperespacio 2% es conexo y probando adicionalmente que este
espacio también es compacto, tendremos un resultado importante, a saber:

El espacio 2% con la métrica de Hausdorff, es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacio, es
decir, el hiperespacio 2% de un continuo X, es un continuo.
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Resumen

A partir de un continuo X arbitrario, se probard que 2, el hiperespacio de cerrados no vacios
de X, es un conjunto compacto. Para hacer esto se demostrard que toda sucesion (Ay),>
en 2% tiene una subsucesion de Cauchy, y por otra parte, que toda sucesion de Cauchy en
2X converge, es decir 2% es completo. Con esto terminariamos, ya que toda sucesion en 2X

tendrd una subsucesion convergente en 2X esto es, 2X es compacto.

1. Introduccion

El presente trabajo tiene como finalidad la demostracién de la compacidad del hiperespacio 2%
de un continuo X. Una de las propiedades para la demostraciéon de que el hiperespacio de un con-
tinuo, resulta a su vez, ser otro continuo.

Para esto se incluyen secciones previas al contenido central del trabajo, con la finalidad de tener un
trabajo en el que no sea necesario el recurrir a otras fuentes para entenderlo.
Se incluye una seccion de definiciones bésicas, donde se definen los principales objetos de estudio,

continuo e hiperespacio. Ademas la definicién de una métrica en el hiperespacio, llamada la métrica
de Hausdorff.

En la otra seccién se mostrardn algunas caracteristicas de la convergencia con esta métrica en
el hiperespacio, que posteriormente serdn utilizadas. Para finalizar, en las dltimas dos secciones,
se estard en condiciones de demostrar la completez del hiperespacio 2%, con lo que se tendrd la
compacidad de 2.

2. Definiciones Basicas

En esta parte se definiran conceptos basicos para la continuacion del objetivo principal del trabajo.

Definicion 1. Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no degenerado (con mas de
dos puntos).

Definicion 2. Dado un espacio topoldgico X . Un hiperespacio de X es una familia de subconjun-
tos de X con una propiedad “p”.

En nuestro caso, estudiaremos el hiperespacio de un continuo X (la topologia de X es la inducida
por la métrica d de X) y p es la propiedad de ser un conjunto cerrado y no vacio. Esto es:
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={A C X|Aescerradoy A # (0}

Ahora definiremos una métrica para este hiperespacio, la cual nos permitird analizar la cercania
entre dos puntos del hiperespacio 2.

Definicion 3. Sea X un continuo con métrica d y sea ¢ > 0. Definimos el conjunto:
N(e,A) = {z € X :existe a € Atal que d(a,z) < €}

llamada la nube de radio € con centro en A.

Lemal. Sean A, B € 2%,

(@) N(e, A) = U, eq Be(A).

(b) Si A C B, entonces N(¢, A) C N(¢, B).
(c)Si0 < d < ¢, entonces N (5, A) C N(e, A).

Demostracion. (a) Sea x € N(e, A), entonces existe a € A tal que d(a,x) < €, 0 sea que © €

Be(a) C UaEA Be(a).

Siz € (J,c4 Be(a), entonces existe a € A tal que v € B.(a), es decir, d(x,a) < € por lo que
z € N(e, A).

(b) Sea = € N (¢, A), entonces existe a € A tal que d(a,x) < ¢,y como A C B, tenemos a € By
d(a, ) < €, entonces x € N (e, B).

(c) Seax € N(6,A), entonces existe a € A tal que d(a,z) < 0,y como 0 < § < ¢, tenemos a € A
yd(a,z) < < e porloquex € N(e¢, A). O

Definicion 4. La métrica de Hausdorff para 2% se define por:
H(A,B)=inf{e>0: AC N(¢,B) y BC N(¢,A)}

Con esta métrica podemos notar de una manera intuitiva, dos conjuntos estdn cercanos, siy solo si,
estan casi empalmados uno con el otro.

Efectivamente, H es una métrica.

Teorema 2. Sea X un continuo 'y A como en la definicién, entonces:
1 H esta bien deﬁnida.

H(A, B) >
H(A, B) =
H(A, B)
H(A,C)

Y

(B A)VA, B € 2%,
=0+<= A=0L.
< H(A,B)+ H(B,C) paratodo A, B,C € 2.

Demostracion. La prueba la podemos encontrar en [2] pags. 22, 23 y 24 o también en [5] péags. 2
y3. O

Proposicion 3. Sean A, B € 2%. Entonces H(A,B) < r,siysolosi, A C N(r,B)y B C
N(r, A).
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Demostracion. (=) Sea €(A,B) ={e¢>0: AC N(¢,B) y B C N(e, A)}. Por la definicion de
infimo, existe g € €(A, B),con H(A, B) < rg <.

Dado que g € €(A, B) y ro < r, tenemos que A C N(r,B)y B C N(r, A).

(<) Como A C N(r, B), tenemos que para todo elemento a € A existe b, € B con a € B,(b,)
(esto es, siy solo si, d(a, b,) < 7).

Entonces existe 6, > 0 tal que d(a, b,) < dq < 7. Asi A C |J,c4 Bs

Como A es compacto (es un cerrado dentro de un compacto). Ex1ste n € Nyay,as,...,a, € A,
tales que A C (Ui, Bs, (ba;) C Uiy N(da;; {00, }) € Uiy N(da,, B).

Analogamente existen by, bo, ..., b, € B tales que B C |J", N(d,, A).

Sea s = max {da,,---,0a,,0,,---,0, }. Entonces A C N(s,B)y B C N(s,A).

De esta manera, H(A, B) = infe¢(A,B) < s <. O

3. Convergencia en 2%

El objetivo de esta seccion es la caracterizacién de la convergencia con la métrica de Hausdorff
de una sucesién en 2% en términos de subconjuntos de X que a continuacién vamos a definir.

Definicién 5. Sea {A,} 7, una sucesién de elementos en 2.
1. liminf(A,) = {z € X| paratodo € > 0; B.(xz) N A,, # () para casi toda n } (todas excepto
un numero finito).
2. limsup(A,) = {z € X| para todo € > 0; B.(x) N A,, # () para una infinidad de n’s }.

Inmediatamente tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Sea X un continuo y {A, } -, una sucesién de elementos en 2.
Entonces:

1. liminf(A,) C limsup(A4,).

2. liminf(A,) y limsup(A,,) son subconjuntos cerrados de X.

3. limsup(A4,) # 0.

~— —

Demostracion. La prueba la podemos encontrar en [6] pags. 8 y 9. U

Proposicion 5. Sea X un continuo y {4,,}°°, C 2% una sucesién de subconjuntos de X.
x € limsup(A,), siy sélo si, existe una sucesién de nimeros naturales 711, no, . . . y existen puntos
Tp, € Ay, paratodo k € N tal que limy_, z,, = 2.

Demostracion. (<) Supongamos que existe una sucesion de niimeros naturales 1, ng, ... y exis-
ten puntos z,, € A, paratodo k € N tales que z,,, — =.

Por demostrar que = € limsup(4,) = {z € X| paratodo € > 0; B.(x)NA,, # () para una infinidad
den’s }.

Sea e > 0, entonces existe X' € Ntal que d(z, x,, ) < e paratoda k > K (porque limy_.o x,, = ),
con esto tenemos que z,, € A,, N B.(x) paratoda k > K.

De aqui que B.(x)NA,, # () para una infinidad de n's (ng, ngy1, . . .). Porlo tanto z € lim sup(A4,,).
(=) Tomemos x € limsup(A,). Entonces, para toda € > 0, B.(z) N A,, # () para una infinidad de
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n’s. En particular si tomamos € = 1 se tiene que By (x) N A,, # () para una infinidad de n's.
Elegimos ny € Ny x,, € By(x) N A,, entonces d(z,x,,) <1y x, € A,,.

Ahora para e = 1/2 se tiene que By »(x) N A,, # () para una infinidad de n’s, entonces podemos
elegir ny > ny tal que Bi(x) N A, # (). Escogemos z,,, € Bi(z) N Ay, entonces d(x, xy,) < 1/2
Y Ty € Ap,.

Procediendo inductivamente, construimos una sucesion de nimeros naturales n; < ns < ...y de
puntos z,, € A, tales que d(x,x,,) < 1/k.

De esto concluimos que z,, — = cuando k — ooc. [

Ahora probemos el siguiente resultado. Donde veremos la relacion de los limites inferiores y supe-
riores con la convergencia en la métrica de Hausdorff.

Teorema 6. Sea {A4,} -, C 2% entonces {4,} -, converge con la métrica de Hausdorff a un
A € 2%, siy sélo si, limsup(A,) = liminf(A,) = A.

Demostracion. (=) Supongamos que A,, — A cuando n — oo en 2% con la métrica de Hausdorff.
Pd. liminf(A,) = A = limsup(A4,).

Sabemos de la proposicién anterior que lim inf(A,,) C limsup(A4,,).

Asi que es suficiente probar:

(1) A C liminf(A,).
(2) limsup(A4,,) C A.

Dem (1).

Seaa € A,Pd. a € liminf(A4,).

Dado € > 0. Como lim,, ., A, = A con la métrica de Hausdorff. Entonces existe NV € N tal que
H(AA,) <esin> N.

Observe que H(A,A,)) = mf{A\>0: ACNW\A,) yA, C NA\A)} < e paran > N.
Entonces paran > N, A C N(¢, A,) y A, € N(e,A). Asi,a € A C N(e¢, A,) tenemos que
a € N(e, A) paran > N.

Entonces existe x,, € A, tal que d(a,z,) < e€,sin > N.

Por lo tanto para los n’s> N, x,, € A, N B(a).

De aqui que para € > 0, A, N B.(a) # () para todas excepto un ndmero finito de n’s (n > N).

Por lo tanto a € liminf(A,,). Conesto A C liminf(A,).

Dem (2).

Supongamos lo contrario, es decir, lim sup(A4,,) € A.

Asi existe © € limsup(A4,,) tal que = ¢ A.

Como A es cerrado. Existe € > 0 tal que B.(z) N A = 0.

Como z € limsup(A,,) = {z € X|para todo € > 0; B.(xz) N A,, # () para una infinidad de n’s}.
Entonces, para € > 0, que existe, se cumple

B.(x) N A,, # () para una infinidad de n’s
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Como lim,, ., A, = A, entonces para 5 > 0, existe N € N tal que H(A,,A) < 5.paran > N.
Es decir A C N(5,A,)y A, € N(5,A) paran > N.

Tomemos M > N tal que B N Ay # By seaz € Be N Ay # (.

Entonces d(z,2) < 5y z € Ay € N(5, A).

Asid(z,z) < §yexiste a € Atal que d(a,z) < §.

Por lo tanto, d(z,a) < d(z, z) + d(z,a) = € implica que d(z,a) < ¢, paraa € A.

Con lo cual tenemos B.(x) N A # (). Pues a € B.(x) N A # (). Pero esto es una contradiccion a la
eleccion de e tal que B.(z) N A = 0.

Por lo tanto lim sup(A4,) = A.

De (1) y (2) im(A,)n—0o = A.

(<) Supongamos que lim inf(A,) = limsup(4,,). Pd. A, € 2% sin — oo.

Sea A = limsup(A,) y A € 2% (A # () y A cerrado).

Probemos que A,, — A cuando n — oo con la métrica de Hausdorff.

Sea € > 0 probemos que

(a) Existe M; € Ntal que A C N(e, A,,) para todo n > M.
(b) Existe M, € Ntal que A,, C N (¢, A) para todo n > M.

Dem.(a).

Observemos que la familia {B; (a) : a € A} es una cubierta abierta para A.
A es cerrado, no vacio en el compacto X, entonces A es compacto.
Por lo que existe una subcubierta finita, esto es, existe m € Ny ay,as, ..., a,, € A tal que

AC B%(al) U B%(CLQ) J---u B;(am).

Ahora, como A = liminf(A,) = {x € X| para todo ¢ > 0; B.(z) N A,, # () para casi toda n}
(todas excepto un nimero finito) y a; € A paratoda: =1,...,m.

Luego para A > 0, By(a;) N A,, # () para casi toda n (todas excepto un nimero finito), asf
paracadai € {1,2,...,m} existe N; € N, tal que si n > N; entonces B;(ai) NA, #0.

Sea My = méx{Ny,..., N, }. Asidadan > M, yi€ {1,2,...,m}, Bg(ai) NA, #0.

Con esto tenemos la siguiente afirmacién

A C N(e, A,) paratodon > M.
En efecto, sean > My ya € A C (UL, Bs(a;), entonces existe 49 € {1,2,...,m} tal que
a € Bg(aio), es decir, d(a, a;o) < €/2.

Ademds para los n > M, existe © € B (a;,) N Ap.
Luego d(a, x) < d(a, a;o) + d(a0, ) < €/2+€/2 = e.
Asid(a,x) < €, implicaque a € N(e, A,,) paran > M.
Por lo tanto A C N (¢, A,,) paran > M.

Dem. (b).
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Supongamos que (b) es falso, esto es:
Paratoda N € N existe n's> N tal que A,, C N(e, A)
Ast:
Para N = 1 existe ny; > 1 tal que A,,; C N(e, A)

Para N = n; + 1 existe ny > ny tal que A,,, C N(e, A)

Para N = ny + 1 existe ng > nq tal que A4,,, C N(¢, A)
Procediendo de manera inductiva, existe una sucesién de nimeros naturales n; < n, < nsg < ---
tal que A,,, C N(e, A) paratodo k € N.
Luego para cada k € N tomemos z,,, € A,, — N(¢,A) C X.
Como X es compacto, existe 2o € X y una subsucesion {xz,,, }3°, de {z,, }*5' tal que lim, ..o z,,, =
Zo.

Observemos que para todo i € N, z,, € X =N (¢, A), conjunto cerrado en X (pues es comple-
mento de un abierto).
De aqui que g € X — N (¢, A), por lo que o ¢ A.
Ahora lim; o0 T, = To y {An, }72; €s una subsucesi6n de {4, }72;.
Entonces por la caracterizacion de lim sup(A,,) vista anteriormente se tiene que o € lim sup(A4,) =
A. Por lo que xg € A.Y tenemos una contradicién, por lo que (b) es verdadera.
Por lo que existe M, € N tal que A, C N(¢, A) paratodon > N.

Ahora con (a) y (b) probados, tomemos N = max{M;, M,}, entonces:

AC N(e, A,y A, C N(e, A) paran > N.

De aqui que H(A, A,) <€, sin > N.
Por lo tanto lim,,_,..A,, = A con la métrica de Hausdorff. O

4. Completez de 2%

Un espacio X se dice ser completo si toda sucesion de Cauchy en X converge en X. En este
apartado se mostrar4 la completez de 2.

Teorema 7. Sea {A,} ", una sucesién de Cauchy en 2.
Entonces {4, } 7, converge con la métrica de Hausdorff a un A, € 2*.

Demostracion. Por el teorema anterior:

El dnico candidato para lim(A,,) cuando n — oo es Ay = lim sup(A,,) que es un conjunto no vacio
y cerrado de X. Y para ver la convergencia, igual por el teorema anterior, solo tenemos que ver que
lim sup(A,,) C liminf(A,).

Seaz € Ag = limsup(4,) y € > 0, entonces B¢ (x) N A, # () para una infinidad de n's.
Por otra parte, como {A, } 7 | es una sucesién de Cauchy, entonces existe N € N tal que

H(An, Ap) < €, paratodo n,m > N
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En particular tomemos M, € N, My > N, entonces B¢ (x) N Ay, # 0y ademds H(Ang,, An) <
¢/2 pues ambos indices M y n son mayores o iguales a N. Lo cual implicaque A, C N(e/2, Ay).

Seay € Be(x) N Ay, entonces y € Ay, C N(e/2, Ay). Asiexiste 2, € A, tal que d(y, z) < €/2
y por tanto d(z, z,) < d(x,y) +d(y, z,) < €/2+€/2 = €.

Con esto probamos que B.(x)NA,, # () paratodan > N.Porlo que z € liminf(A,) y concluimos
que toda sucesién de Cauchy converge en el espacio. Por lo tanto 2% es completo. [

5. Compacidad de 2%

Ahora estamos en condiciones de probar la compacidad de 2.

Teorema 8. 2% es compacto.

Demostracion. Usando el resultado anterior, es suficiente probar que toda sucesion tiene una sub-
sucesion de Cauchy. La cual construiremos inductivamente.

Afirmacion. Dado € > 0 y un subconjunto infinito J de N, existe otro subconjunto infinito .J; de J
tal que H(A,, A,) < ¢, para todo n, r elemento de J;.

Sean ¢ > 0y J un subconjunto infinito de N. Como X es compacto (pues X es continuo), ex-
istenm € Nyxq,29,...,7, € X talesque X = J", Be ().

Ahora para cada n € J definimos K,, = {i € {1,...,m}: A, N Be(x;) # 0} , observamos que
K, esta bien definidos para toda n € N.

SeaA={F:F C{1,2,...,m}}, notemos que A tiene cardinalidad finita (2™).

Definamos la funcién f : J — A tal que f(n) = K,,. Entonces J = J{f'(K) C J: K € A}.
Como J en infinito y A en finito, entonces algin conjunto f~*(K’) debe ser infinito.

Definamos J; = f~!(K). Es claro que J; C J y es infinito. Falta ver que H(A,, A,,) <€ sin,m
es elemento de .J;.

SeaG = {xl i € K} € 2% (es cerrado y no vacio). Veamos que dadan € .Jy, tenemos H(A,,G) <
€/2. Sea pues n € J, entonces f(n) = K,, = K.

Asi K, ={ie{l,....m}: A,NBe(x;) #0} = K.

De modo que G = {z; € X : A, N Be(x;) # 0}

Siz; € G entonces A, N B (x;) # 0. De manera que existe a € A, tal que d(a, ;) < ¢/2. Asi que
z; € N(¢/2, A,). Esto prueba que G C N(e/2, A,).

Por otro lado tomemos = € A,,. Entonces z € X = J", §( x;), asi que existe igp € {1,...,m}
tal que x € Bg(w;,). De manera que A, N Be(z;,) # 0y d(z,z;,) < €/2. Con esto A -
N(e/2,G).

Podemos asegurar que H(A,,G) < €/2, para toda n € J; y como G es fijo, tenemos que
H(A,, A,) <e, paran,r € J;.
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Probada la afirmacién. Ahora procedemos a construir la subsucesion de Cauchy, repitiendo el pro-
ceso que se hizo anteriormente, obteniendo una sucesion {.J,,}2° ; de subconjuntos de N infinitos,
talque J; O Jy, O ...

Y ademds, para todo k € N,H (A, A,) < 1/k para todo n,r € Jj.

Construccion de la subsucesion:

Tomemos n; € J;. Como J; es infinito, existe ny € Jo de manera que n; < ny. Como J3 es
infinito, existe n3 € J3 de manera que ny < ng, etc.
Por lo tanto, existe ny,ny,...talque n; € J; yn; < n;4q parai € N.

Sea e > 0. Por la propiedad arquimediana existe k£ € N tal que % < €.
Luego afirmamos que si 7, s > K, entonces H(A,,, A,,) < €.
En efecto, sea r,s > K, entonces J,, J., C Jg, de manera que n, € Jg,n, € J,. implican que
ns,n, € Jg,y por la eleccién de Jg, tenemos que H(A,,, A,,) < 1/K < e. Con esto probamos y
terminamos la prueba de que 2% es compacto.

O

6. Conclusiones

Con esto, tenemos probada una de las propiedades mas deseables en un conjunto por su utili-
dad e importancia en diversos resultados, tanto del analisis como de la topologia, la compacidad.
Ademas, agregando que el hiperespacio 2* es conexo, tenemos que el hiperespacio 2~ es continuo,
pues ya es metrizable, no vacio y compacto. A partir de esto, se le puede aplicar a 2% toda la teorfa
de continuos conocida.
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