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Resumen

Se presenta un esquema de separacion de operadores componente-por-componente
absolutamente estable de orden dos simétrico para resolver la ecuacion de difusion-
adveccion-reaccion llineal bidimensional. Se muestra que el modelo discreto en dife-
rencias finitas es convergente y que su realizacion se reduce a resolver una sucesion
de sistemas lineales tridiagonales. Al final del trabajo se prueba que el esquema pro-
puesto es consistente con una ecuacion de balance de masa. Estas caracteristicas hacen
que el esquema numérico se de fdcil implementacion y consistente con el fendomeno de
transporte.

1 Introduccién

La ecuacién de difusién-adveccién-reaccion aparece en el estudio de la propagacion de sus-
tancias contaminantes en diferentes medios. La solucion de dicha ecuacién representa la
concentracién de la sustancia que se dispersa y es una informaciéon muy importante en el
estudio de diversos problemas de interés ecolégico como son: estimacién del impacto am-
biental por derrames de petréleo [7], ubicacién éptima de nuevas plantas industriales [1],
determinacion del sitio de una explosién nuclear [5] y control de emisiones industriales [3,4].
Debido a la complejidad de estos problemas no es posible en general obtener una solucién
analitica para la ecuacion de difusién-adveccion-reaccion, por lo que es necesario usar técnicas
numéricas para hallar una solucién aproximada.

En lo que sigue se considera un modelo general de dispersiéon (bidimensional) el cual se
resuelve con un esquema numérico de orden dos basado en diferencias finitas centradas sobre
una malla doble tipo-C de Arakawa y la técnica de separacién de operadores componente-
por-componente.
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Sea D C $? un dominio acotado simplemente conexo, con frontera S, el cual contiene
todas las fuentes de emisién de una especie contaminante. Se denota con ¢(r, ) a la concen-
tracién de la sustancia en el punto r €D y al tiempo ¢ > 0. Al realizar un balance de masa
de dicha sustancia en D es posible establecer el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
parciales que modelan la dispersion del contaminante

g—f +UNVG+06—V-(uVe) = f(r,1) en D x(0,7), (1)
6(r,0) = ¢°(x) en D, (2)
0
POl U= en 5 (3)
0
,ua—ﬁ =0 en ST, (4)
V-U=0 en D (5)

donde U = U(r,t), en la ecuacién de difusién-adveccion-reaccion (1), denota la velocidad del
campo advectivo en D y se asume que cumple la ecuacién de continuidad (5). o = o(r,t) > 0
y 1= p(r,t) > 0 son los coeficientes de transformacién quimica de la especie contaminante y
difusién turbulenta, respectivamente, y f(r,t) es el forzamiento determinado por las fuentes
de emision del contaminante. Cuando las fuentes de emisiéon son puntuales, dicho forzamiento
toma la forma

N
) =57 Qunir — o),
i=1
donde @); es la tasa de emision no-estacionaria que presenta la fuente ubicada en el sitio
r;, €D.

La frontera S se ha dividido en dos partes dependiendo de si el flujo entra a D o sale,
es decir, ST se define como los puntos de S tal que U, = U-n > 0, donde n es el vector
normal exterior, y S~ se define como el complemento (U, = U-n < 0). La condicién de
frontera (3) establece que en S~ no hay salida o entrada de la especie contaminante y la
condicién de frontera (4) desprecia el flujo difusivo turbulento en comparacién con el flujo
advectivo, y por lo tanto, la salida de la especie contaminante sélo es por adveccién. Estas
condiciones de frontera tienen un adecuado sentido fisico y hacen que el problema (1)-(5)
este bien formulado en el sentido de Hadamard [6]. Esta tltima propiedad es consecuencia
de que el operador

Ap=UNo¢p+0p—V - (uVo),

es positivo, es decir, (A¢, ¢);,p) > 0.
Finalmente, la ecuacién (2) define a ¢° como la distribucién espacial de la especie con-
taminante al tiempo ¢t = 0 sobre D.
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2 Esquema de Crank-Nicholson

Una idea central en el esquema de separacion de operadores componente-por-componente
es el esquema de Crank-Nicholson. Para presentar este esquema es posible considerar el
siguiente problema de evoluciéon general que contiene como caso particular al modelo de
dispersién (1)-(5)

99
#(0) = ¢’ (7)

y se asume que ¢, ¢ v f son funciones suficientemente suaves. Ademds, se considera que el
operador diferencial denotado por A ya se ha discretizado en espacio, de tal forma que se
tiene una matriz positiva-semidefinida.

Se considera una malla en el eje del tiempo con tamano de paso 7 > 0 y nodos t; = k7,
k=01...M; T = M -7. Desarrollando a ¢ en un polinomio de Taylor de orden dos
centrado en ¢, +1 € tiene que

T

O(trs1) = Ptir1) + %¢’(tk+%) + (5)

9 gb//(tlﬁ_%) \3 gb"'(f)
2! +(§> 3l

T T 2 gb//(t l) - m
ot = ottp) = 59 + (5) 5 - (5) 5

Combinando estas expresiones se obtienen las siguientes férmulas de diferencias finitas de
orden dos:

P(tri1) — o(tr)

T

¢(tk+1)2+ o (tk) _ ¢(tk+§) + o(7?).

Aplicando estas féormulas en (6) y despreciando los términos o(7?) se obtiene el modelo
discreto de segundo orden llamado esquema de Crank-Nicholson:

¢k+1 . ¢k N Ak ¢k+1 + (bk _

T 2

donde ¢* denota la aproximacién de, por lo menos, segundo orden para ¢(t), f by = f (t), +%)
y A¥ = Aty ).

Agrupando términos en la dltima ecuacion se tiene que

= ¢/(t) +o(r?),

iz,

(I + 5AR)GHL = (1 — FAR)F 4+ 7 f542, k=0... M -1,
(bo = (;5(0),
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por lo cual se concluye que el esquema es implicito. Es importante notar que para calcular
la aproximacion de ¢ en cada nivel de tiempo es necesario resolver un sistema lineal de
ecuaciones algebraicas donde la matriz del sistema (1+Z A*) es definida positiva (no singular),
y por lo tanto, la solucién existe de forma tnica. Esta caracteristica es esencial y se repite
en los métodos de separacién de operadores que se exponen mas adelante.

El esquema definido por (8) es estable respecto de pequenas perturbaciones en la condicién
inicial y el forzamiento. Para mostrar esto se establece el siguiente resultado.

Teorema 1. Sea A una matriz N x N positiva-semidefinida y ¢ > 0, entonces se tiene
que

(i) (I =cA)[I+0A) !, <1, (Lema de Kellogg), y

(i) (1 +cA) 7|, < 1.

Demostracion. — Para la primera parte, sea L = (I — cA)(I +0A)™},

2 -1 -1
L LOE (oA oA (- oA +od) )
1B, = sup =5 = sup (6, 0)

Sea 1 = (I + 0 A)'¢, entonces

HLngsup ((I — UAW? (I — UAW) —5 ( )

(0
o (T+ oA, (T+0A)W) o (0

y va que (A, ) > 0 se tiene que ||L||§ <1.
Para la segunda parte del teorema se debe observar lo siguiente:

) —20(A¢, ) +0*(Ay, Ap)
) +20(AY, ) +0%(AY, Ap)’

-1)12 _ (¢7 w) _ 1
[0 oA = Ty o)~ (oA T o)
b0 (¥, 9)
desarrollando términos se obtiene
1
I+ o)™ = ( <1,

. Y, AY) (A, Ap)
e T M RN

va que (A, ¢) > 0. O
El esquema de aproximacién numérica definido por (8) se puede escribir como

¢k+1 _ Tk¢k + 7 Gk kar%’ (9)
donde TF = (I + ZA*) (I — ZA*) y SF = (I + ZA%)~L.

Tomando la norma sobre (9) se tiene

16l < N7l e + 1151 ||+

)
2

aplicando el Teorema 1, definiendo | f|| = max; || f/], , y observando que
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T o T T T _
(I + §Ak) NI - §Ak) = (I - §Ak)(f + §Ak) Y

se obtiene que

1"l < [l¢°, + A1

Finalmente, es posible escribir

"1, < ll¢ll, + R lIfll - con kj<T.

Ya que (9) es un proceso lineal, entonces, de la tltima acotacion, se concluye la estabilidad
incondicional del esquema (8) respecto de perturbaciones en el forzamiento y la condicién
inicial.

Segun el Teorema de Convergencia de Lax [2], para un esquema de aproximaciéon numérica
que presenta estabilidad, y orden de aproximacién mayor o igual que uno (consistencia), se
concluye también que dicho esquema es convergente, es decir, cuando Az, Ay, y 7 — 0 se
tiene que

‘ ¢fj — ¢(rij tx) |[— 0.

Por lo tanto, el esquema de Crank-Nicholson es convergente.

Las caracteristicas de este esquema de solucion numérica indican que este método es
una buena técnica para resolver el modelo de dispersién (1)-(5), sin embargo, se requiere
de un gran esfuerzo computacional para realizar (8), ya que la dimensién de la matriz A es
igual al nimero de nodos considerados en la discretizacion del dominio D, que en general es
un numero grande, y por lo tanto, se complica la solucién del sistema algebraico. Cuando
se aplican diferencias finitas centradas de segundo orden en la discretizacién del operador
diferencial sobre D, se obtiene que la matriz A es tridiagonal por bloques, y cada bloque
es a su vez una matriz tridiagonal, esta estructura y la dimensién de A es lo que implica
un alto tiempo de cémputo para obtener la solucién de los sistemas algebraicos en (8). La
alternativa a esta dificultad computacional es un esquema de separacién de operadores.

3 Separacién de operadores componente por componente

Algunos problemas de la fisica-matematica pueden ser reducidos a una cadena de problemas
mas simples los cuales son resueltos en forma eficiente por computadora. Este tipo de
reduccion es posible en los casos donde el operador positivo-semidefinido, que caracteriza al
modelo, es descompuesto en la suma de operadores positivos-semidefinidos con estructura
simple [2]. Tales métodos son conocidos como métodos de separacion de operadores, siendo
uno de los mas importantes el esquema de separacion componente-por-componente que se
describe a continuacion.

Se considera la ecuacién de evolucién general (6) en forma homogénea, y se supone que
el operador diferencial A fue aproximado por diferencias finitas en espacio de tal forma que
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se tiene una matriz positiva-semidefinida. Ademas, se supone que A se puede descomponer
en dos matrices positivas-semidefinidas A; y A, de tal forma que

A:A1+A2.

Las matrices A; y As se aproximan de la siguiente forma

AF = Aaltipn), en tp <t <tpp, a=1,2,

donde se esta considerando una malla en el tiempo similar a la de la secciéon anterior.
Se considera el siguiente esquema de soluciéon numérica, el cual es una aplicacion sucesiva
del esquema de Crank-Nicholson para los operadores A; y Ag,

AR A L A

0 10
k+1 _ gk+2 k+1 k+d
¢ v A’§¢ o, (11)

T 2

Combinando (10) y (11) para eliminar ¢**2 se obtiene

¢k+1 — Tk¢k
donde

T = (I+ A5 = SAD(I + ZAD T/ = ZAD).

Ya que HT"“H2 < 1 (Teorema 1), se tiene que el esquema (10)-(11) es absolutamente estable,
(se debe observar que (I + ZAR)™'(I — ZA%) = (I — ZAR)(I + ZAR)™!, o = 1,2). Para
demostrar que el esquema también es consistente es necesario el siguiente teorema.

Teorema 2. Sea T una matriz real N x N tal que ||T|| < 1, entonces
(i) I —T es no singular,
G) [ -T)'=1+T+T*+ - +T"+---, y

(iii) |(1 = T)7'|| < T

Demostracion.  Para la parte (i) se supone que existe x # 0 tal que (/ —7)x = 0, entonces
el = [T < ([T ]| = 1 < [T,

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, (I —T)x = 0 s6lo tiene la solucién trivial x = 0,
de aqui se deduce que I — T es de rango maximo, por lo cual I — T es no singular.
Para la parte (ii) se observa que

(I =TSy = —T™1,
donde S,, = (I +T +T*+--+T™).
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Por otra parte,

[ = (=) = [l =Ty < =D [T o,

cuando m — oo, por lo que se cumple la igualdad en (ii).
Para la parte (iii) se tiene que para cualquier € > 0 existe m tal que

I =T) | < (0 =) = S|+ [1Smll < &+ L+ T+ ITI + - + 7)™

usando la serie geométrica para ||T'|| se obtiene

1 1
(7 —=1)71 <€+1—7HTH'

Como € es arbitrario se tiene el resultado. O

Para 7 suficientemente pequeno se cumple que %HA’fHQ < % y %HA’;HQ < %, y por el
Teorema 2 es posible escribir

2
T+ =T — A% ¢ %[(A’f)Q +2ARAE 4 (AR —

Si ademas A¥A5 = A5AY entonces se obtiene que

2
Tk:]—TA’“+%(A’“)2—---.

La tltima ecuacién muestra que el esquema (10)-(11) coincide con el esquema (8) hasta
orden dos, y por lo tanto, se concluye que (10)-(11) es consistente. De nuevo, el Teorema de
Lax implica la convergencia del esquema.

La ventaja obtenida con esta separacién de operadores es que la realizacion computacional
del esquema (10)-(11) es més sencilla que la de (8), siempre y cuando A; y Ay representen
la descomposicion del operador A en las direcciones = y y respectivamente. Esto se debe a
que las férmulas (10)-(11) implican la solucién sucesiva de problemas unidimensionales con
una estructura simple, es decir, sistemas algebraicos donde la matriz es tridiagonal de bajo
orden, y por lo tanto, de facil solucién.

La desventaja del esquema (10)-(11) es que se necesita que los operadores A¥ y A% con-
muten, lo cual no se tiene en general. Cuando los operadores no conmutan la aproximacion
solo es de primer orden. Por este motivo se propone un esquema mas general.

Se aproximan A; y Ay en el tiempo como

AP =A,(t), en t <t <tpp,

y se considera el nuevo esquema simétrico:

Qﬁk*% _ (bk_l N Alfqﬁkf% + ¢k_1 _

0 12
- : , (12)
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A AN i A

= ].
T 2 2 07 ( 3)
¢k+% — . A ¢k+2 + ok Ly (14)
T 2 ’
k+1 _ ak+3 k+1 k+3
¢ O e (15)

T ! 2

. . o _1 1 o
Al combinar estas ecuaciones para eliminar ¢*~2, ¢* y ¢**2 | se puede escribir

¢k+1 — Tk¢k—1
donde

T _ T T _ T
T =(I+ 5A’f) NI - 5A’f)(l + 5A’;) L1 — EA’;)x

T T _ T
A5 (I + §Alf) NI - aAlf)-

T _

Desarrollando en serie de potencias a la matriz T (Teorema 2), se tiene

2
Tk:J—QTAM@(A’f)Q—---,

donde A* = A(t;). Esta tltima ecuacién implica que el esquema (12)-(15) coincide hasta
orden dos con el esquema de Crank-Nicholson aplicado a (6) en el intervalo t5_1 <t < tpyq,

¢k+1 o (bk_l N Ak ¢k+1 + ¢k_1

=0.
2T 2

Se concluye que el esquema (12)-(15) es absolutamente estable (por el Teorema 1 ||T* H2 <1),
y de orden dos de aproximacién, independientemente de que las matrices A¥ y A5 conmuten
o no. El Teorema de Lax garantiza la convergencia.

Para el caso no-homogéneo del problema general (6)-(7) el esquema de solucién numérica
anterior se generaliza con las siguientes ecuaciones

I+HWWk% (I — FAD)¢+,
)(¢F —7fF) = (I — 5A%)¢h 3,
)

| 1

O = (1= 5A8) (6 + 7). [
[ A (1 Ao
donde f* = f(t).
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4 Separacion de operadores en la ecuacion de difusiéon-adveccién-reaccion

Para aplicar el esquema (16) al modelo de dispersién (1)-(5) se definen A; y Ay como sigue:

9 199 9 9

1 1
A1¢=§U¢+§a—( <Z5)+§ 8__%( %) y
10 1 0 o 0
A= 500+ 55 (08) + 05 — S0

Si se considera que V- U = 0 se prueba que A = A; + A,, donde A es el operador diferencial
positivo

Ap=UVo+0p—V-uvé.

Los operadores A; y As separan el fenémeno de transporte en las direcciones = y y respec-
tivamente.

Para mostrar que cada uno de estos operadores es positivo-semidefinido, se considera, sin
pérdida de generalidad, que el dominio D es el rectangulo [0, X] x [0,Y]. Se tiene entonces

que
X _1 X ) X a¢ 2 1 ) 6¢X
/0 ¢A1¢d:c—§/0 oo d:c—ir/o M(8_x> dx + b(p u_u(b%}o )

Aplicando las condiciones de frontera (3)-(4) en x = 0y x = X , es posible escribir el tltimo
término como

5 noge| =3[0 O]+ 80 O] 0.

Ya que los parametros o y p son no negativos se concluye que

(A1¢, 8) D) / / PA1¢dx dy > 0.

Un calculo similar prueba que Ay también es un operador positivo semidefinido.

Es importante notar que el argumento anterior sigue siendo valido para cualquier region
D (conexa y simplemente conexa) que es, o se aproxima por, un nimero finito de rectangulos.

El esquema de solucién numérica (16) requiere que la discretizacion de las variables
espaciales de cada operador diferencial preserve la propiedad anterior, es decir, las matrices
A1y A, deben ser también positivas-semidefinidas. Para lograr ésto, se discretiza en espacio
usando diferencias finitas centradas de orden dos sobre una malla doble (tipo-C) de Arakawa.
Las formulas de aproximacion para cada término del operador A; son:

1
( O-¢> Uz]¢1]7 (17)
19 1 9¢, _ Wigd jbis1j — Uy jPic1j
(59,9 F 545,05 = oA ’ 18)
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(Q( 8615)) ~ Pit1j =200 i+ dica
0 ox’) Ax? ’
donde Az > 0 es el tamano de paso para la discretizacién en la direccion z. Para discretizar
el operador As se usan formulas similares en la direccion y.

Las ecuaciones (17) y (19) son aproximaciones bien conocidas de orden dos, sin embargo,
la formula (18) necesita una explicacién; para ésto, se debe observar que

(19)

10 1 0¢ a¢ 1 0Ou

200" T 5% ~"or T 2%
Al aproximar cada factor del lado derecho con una diferencia finita centrada de orden dos,
o un promedio centrado de orden dos, se obtiene que

Uird j T UL j i1 j — i
2 2Ax

10 1 0¢
(55, (Uo) + uz )i =

_|_

Giv1j+ Gic1; UYirg s T Uig
2 2Ax '
Simplificando la tltima expresién se obtiene (18).
Para mostrar que los correspondientes operadores discretos son positivos-semidefinidos,
se debe observar que

N N N-1
;i ,LL ,LL
S (Ai6y) 6 = D 2%+ S (04— 6i)” + S (6, + 63 +
=1 i=1 i=1
1
oy (tess O35 o1y = gy 003 613) = R (On;6xans + 6o 61)).

Aplicando los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera (3)-(4) enz =0y z = X,
es posible reescribir los ultimos términos para obtener

N N N-1
Z A1¢1] ¢1] Z %y 2 %Z (bz] ¢Z+1] +
=1 =1 =1

1 2 2

Ya que cada término en la tltima ecuacion es no negativo, sumando sobre j, se concluye que

M N
A1¢ gb ZZ A1¢1] ¢zy > O

7=1 =1

donde ¢ € RNFM y satisface las condiciones de frontera discretas (3)-(4).
En forma similar se prueba que la matriz A, es positiva-semidefinida, y por lo tanto, la
matriz A cumple también con esta propiedad (A = A; + A,).
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Dadas las caracteristicas de los operadores A; y As antes descritas es posible aplicar
el esquema de solucién numérica (16) al modelo de dispersiéon (1)-(5). La realizacién de
este esquema implica, con la discretizacién antes formulada, la solucién sucesiva de sistemas
lineales tridiagonales; ésto se debe a que hay que resolver problemas unidimensionales en las
direcciones x y y (desacoplados), los cuales se discretizaron con férmulas de diferencias finitas
centradas con tres puntos. Existen varios métodos para resolver estos sistemas tridiagonales,
entre los posibles métodos directos estd el de factorizacion, el cual es computacionalmente
econémico ya que es rapido y requiere poca memoria. En lo que sigue se describe dicho
algoritmo.

Se considera el siguiente sistema tridiagonal de [ + 1 ecuaciones con [ + 1 incognitas:

a;pi—1 — bipi + cipi1 = fi, 1= 1.01-1,
®o = a1 + Po
o1 =apr-1+ 0,
donde la matriz del sistema se supone definida positiva, y por lo tanto, el sistema tiene
solucién tnica. La solucion se puede obtener con el siguiente esquema.

Algoritmo de factorizacién

1) Sustitucion hacia adelante.
Calcular para k=1...1—1

oy = Ck G, = arBp—1 — fr
by — apop—1 by — apop—1
2) Tomar
Q-1+ 5
Yr=-——__
1=y

3) Sustitucion hacia atrds.
Calcular para k=1—1...0

Ok = Pry1 + B -

Para verificar el correcto desempeno del esquema (16) con este algoritmo de factorizacién
es posible comparar la predicciéon numérica de la concentracion promedio de ¢ con el valor
exacto que se obtiene de la ecuacion de balance de masa

a N
a/ﬂ)(bdr:;Qi(t)—/Daqﬁdr— S+¢UndS.

Para usar esta ecuaciéon como un estimador se considera ¢ = 0y ¢ = 0 sobre S para
0 <t <T, de esta forma, al integrar se obtiene

17 1 [T
Ia0)= g [ [, o ac= 3 [ [ @ aact
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1
+ﬁ /D #°(r) dr.

Si ¢° = 0, y las tasas de emisién son constantes, entonces la ecuacién anterior se reduce y
toma la forma

T N
i=1

y en el caso ); = a;t se obtiene

T &
Ip (o) = 61D] Za'i-
i=1

A continuacion se consideran tres ejemplos donde se aplican las dos tltimas ecuaciones en la
siguiente forma, los lados izquierdos se evaluaron a través del esquema numérico, y los lados
derechos (F) se calcularon en forma exacta. Los pardmetros para dichos ejemplos estan

contenidos en la Tabla 5.1 y los pardmetros de discretizacién, con el tiempo de cémputo
(T.), en la Tabla 5.2.

Tabla 5.1
EJ u v 1% Ql QQ r Iro XY
1 —0.752 | 0.75y | 0.04 | 3.8 | 0.0 (1.5,0.5) | (0.0,0.0) [ 2 |2
2 |05z |05y |004]38 |15 (1.5,0.5) | (0.8,0.8) |2 |2
3 |15 0.84z | 0.8 | 10% | 5-10% | (1.5,1.6) | (1.0,1.6) |4 | 4
Tabla 5.2
Bj. [N, | M,[At [N, [T |T. [ID] |Jpr |E
1 50 | 50 | 0.02 |50 | 1.0 101" |4.0 |0.4749 | 0.4750
2 50 | 50 | 0.02 |50 |1.0] 102" | 4.0 |0.6624 | 0.6625
3 30 | 30 | 0.004 | 100 | 0.4 | 79" | 16.0 | 24.9998 | 25.0000

Al comparar las ultimas dos columnas de la Tabla 5.2 se comprueba que el esquema pro-
puesto, y los programas correspondientes, son correctos. Ademas, estos resultados numéricos
sugieren que se satisfacen la ecuacién de balance de masa discreta. Para demostrar esta
propiedad se debe observar que

N

1
AL Z (uH% jPit1 j — ;1 jPim1 j) =

i=1

N (UN+% JONEL UL o1 j) +

)

—Uu

N
1 Uppl j = UL
S0 (M
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Con esta ecuacion y las condiciones de frontera (3) y (4) en su forma discreta es posible
probar que

ii/ll@j:za”% Ar Z<N+] 5]-)—%

j=1 i=1 i.j

UNnt1j ¢N+ j +51

1 Uipl j = Wil
s X (M)

donde

S 1, si uN+%jZO, 5. — 0, si u%jZO,
NeE T 0, s uygy <00 [0 W I, st ouy <0 [

En forma andloga se tiene

M N
Oij
) SRIED LTI S Y DR PR A A PH B
j=1 i=1 ij
ij+i - j—2
9 Z i j ( : : ) .
Ay
Si se considera que
Uipd j — U1 Uyl =V 1
= (V-U = 2 2y 2 2 ’
entonces es posible escribir
M N | M
ZZA¢ij:ZUij¢ij+EZ<N+J UnyLj| Oyt 015 U, ¢%j)+
j=1 i=1 irj =1

1 X
+A—y ZZ1 <5iM+§ @%) )

donde los tltimos dos términos determinan el flujo de masa a través de la frontera S y se
denotan por W.

Por otra parte, el esquema numérico (16) representa, hasta orden dos, la realizacién del
método de Crank-Nicholson en el intervalo ¢, <t < {41, es decir,

Vinv+1| Pinr+3 +5z§ Uil

k+1 _ k+1 k 1
i i k% k

27 2 v
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Sumando sobre j e 7 en esta ecuacién se tiene la ecuacién de balance de masa discreta

1 _ 1
(ST - o Tt - Tk v

0] ,J

la cual indica que la variaciéon de la masa en un intervalo de longitud 27 es igual a la masa
que ingresa a D por las fuentes puntuales, menos la pérdida de masa por los siguientes
fenomenos: transformacién quimica y flujo a través de la frontera. Esto significa que la
ecuacion discreta coincide (hasta orden dos) con la ecuacién de balance de masa continua.
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