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Memorias
de la XX Semana Regional de
Investigacion y Docencia en Matematicas

Presentaciéon

Por veinte afos consecutivos el Departamento de Matematicas de la Universidad de
Sonora ha organizado la Semana Regional de Investigacion y Docencia en
Matematicas. En su edicion 2010 se celebro simultdneamente el vigésimo aniversario
de la creacion del Programa de Maestria en Ciencias con especialidad en Matematica
Educativa.

Al igual que en las ediciones anteriores, la participacion de estudiantes, profesores e
investigadores en matematicas, matematica educativa y ciencias de la computacion,
tanto nacionales como extranjeros, fue abundante. A las actividades ya tradicionales
de presentacion de ponencias, reportes de investigacion, conferencias, talleres y
cursos, se agrego ahora la realizacion de dos grupos de discusion.

Como colofon al evento, se presenta esta Memoria, en la cual se incluye la mayor
parte de los trabajos participantes. Agradecemos la colaboracion de autores, cuerpo
de evaluadores y de todos aquellos que de una u otra manera sumaron esfuerzos
para lograr su concrecion.

Editoras

Hermosillo, Sonora, Enero de 2011






Construccion del significado geométrico de la derivada a partir de
la resolucion de problemas de optimizaciéon y uso de GeoGebra

Maria Teresa Dévila Araiza, Agustin Grijalva Monteverde, Jos¢ Maria Bravo Tapia
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora
tere.davila.araiza@gmail.com, {guty, jmbravo}(@gauss.mat.uson.mx

Nivel educativo: Superior
Resumen

En este trabajo se presenta el resumen de los avances de tesis para obtener el
grado de Maestria en Matemética Educativa, consistente en una propuesta
didactica apoyada en el software GeoGebra, para la ensefianza de la derivada
como la pendiente de la recta tangente, en el curso Célculo Diferencial e Integral
| del area de Ingenieria de la Universidad de Sonora. El objetivo del trabajo es
promover la construccion pragmatica del significado de la derivada y otros
objetos matematicos del Calculo, resolviendo problemas de optimizacién, pues
consideramos que de esta forma el estudiante le dara a estos objetos un
significado més cercano a su profesion. Se incluye ademas la descripcién de una
actividad didactica que refleja las caracteristicas de nuestra propuesta

1. Introduccion

El céalculo ha sido el centro de atencidon de diversos trabajos de investigacion, que no s6lo
muestran la existencia de diversas dificultades enfrentadas por los estudiantes para
comprender los objetos y procesos de esta disciplina [1], sino que también sefialan que es
comun en los cursos de célculo presentar a los objetos matematicos como algo ya acabado y
alejado de la realidad; enfatizar las practicas algoritmicas y privilegiar el trabajo en el registro
algebraico, por considerar los tratamientos numéricos y graficos como no matematicos [2],[3]
&[4]. Esto puede ocasionar que el curso de calculo carezca de sentido para el alumno; que
sus significados de los objetos matematicos sean pobres; que presente dificultades para
usarlos en registros distintos del analitico y en problemas no rutinarios, en particular para
modelar situaciones planteadas en contextos extramatematicos e interpretar los resultados
obtenidos.

Teniendo en cuenta que el ingeniero durante su formacion académica y su practica
profesional, requiere modelar, describir y analizar situaciones cambiantes y resolver
problemas, optimizando costos, tiempo, materiales, etc.; consideramos necesario realizar un
acercamiento al célculo, que promueva en los estudiantes de ingenieria la construccion de
significados para los objetos matematicos del célculo diferencial, en un ambiente cercano a
las practicas de un ingeniero.

2. Caracteristicas de la propuesta

Nuestra propuesta se centra en la derivada, y se apoya en elementos tedricos del Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematica, conocido como EOS. En
particular, se retoma la naturaleza pragmatica de los objetos matematicos (personales o
institucionales) asumida en esta teoria, como los entes que emergen gradualmente de los
sistemas de practicas realizadas durante la resolucion de campos de problemas [5].



El acercamiento a la derivada, que proponemos con nuestro trabajo, es distinto al tradicional
(caracterizado por el uso de limites). Se pretende promover a través de la resolucion de
problemas de optimizaciéon de contexto extramatemadtico, familiar para los estudiantes y
cercano a la ingenieria, el desarrollo de sistemas de practicas de los cuales emerja la derivada
como la pendiente de la recta tangente.

Para guiar al estudiante, disenamos actividades didacticas integradas por hojas de trabajo y
ambientes dinamicos virtuales creados con el software de geometria dindmica “GeoGebra”.
Este software utiliza distintos registros de representacion semidtica (lengua natural, grafico,
algebraico y numérico) y se puede vincularlos dindamicamente, lo cual que contribuye a su
articulacion y a la construcciéon de un significado mas amplio de los objetos, ya que cada
representacion ayuda a producir s6lo una parte del significado [6]. Otra caracteristica
importante de GeoGebra es que permite representar objetos variables, y dado que el calculo
estudia la variacion, esta propiedad se vuelve de gran ayuda para modelar fendémenos
cambiantes.

Los ambientes dindmicos virtuales que creamos con GeoGebra, son manipulables, involucran
diferentes registros de representacion, y constan de a) una construccion dindmica y
manipulable que simula el contexto de los problemas a resolver; b) las representaciones
tabular, analitica y grafica de la funciébn que modela al problema, donde la tabla es
representada por una hoja de célculo; c) el enunciado del problema y d) la recta tangente a la
gréafica. Todos estos elementos del ambiente dindmico pueden ocultarse o aparecer activando
unas “casillas” de control que se encuentran visibles en la pantalla.

Las actividades didacticas de nuestra propuesta tienen una estructura parecida, que podemos
describir de la siguiente manera:

e Se comienza con la manipulacién de la construccion que simula al fenémeno
implicado en el problema, para que el estudiante observe que hay magnitudes que
cambian y que estan relacionadas, pues al modificar una, se modifica a la otra.

e Le sigue el establecimiento de las representaciones analitica, tabular y grafica de la
funcién que modela al fenémeno.

e Luego se realiza una aproximacion numeérica (con ayuda de la hoja de calculo) de las
coordenadas del punto correspondiente al valor extremo y se ubica a éste en la
grafica.

e Posteriormente, usando la herramienta zoom en torno a dicho punto, se observa como
ésta se convierte localmente en una recta horizontal, que coincide con la recta
tangente en tal punto, con lo cual se caracteriza al mismo.

¢ Finalmente, se busca establecer la monotonia de la funcién de dos maneras, primero
relacionando los valores de la tabla con la forma de la grafica, y luego, relacionando
la pendiente de la recta tangente con la forma de la gréfica.

A continuacion presentamos brevemente una de las actividades didacticas que conforman
nuestra propuesta, la cual es representativa del conjunto de actividades que disefiamos.



3. Ejemplo de una de las actividades que forman parte de la propuesta

Uno de los problemas de optimizacion que seleccionamos es problema de la viga mas
resistente en cuyo enunciado se presenta a continuacion: La resistencia de una viga
rectangular es directamente proporcional al producto del ancho y el cuadrado de la altura de
su seccion transversal. Determine las dimensiones de la viga mas resistente que se pueda
obtener de un tronco circular de 30 cm de radio.

Consideramos que antes de plantear el problema se podria realizar una discusion grupal muy
rica para determinar intuitivamente de qué podria depender la resistencia de la madera a la
compresion y al hecho de que dos magnitudes sean directamente proporcionales, para luego
poder interpretar la proporcionalidad entre la resistencia y el producto del ancho por el
cuadrado de la altura en una viga cualquiera. Esta discusion puede originar que sean los
propios estudiantes quienes planteen el problema de construir una viga a partir del tronco de
un arbol, que tenga la maxima resistencia.

De manera general, pretendemos que el estudiante siga una ruta como la descrita a
continuacion, después de haberse planteado el problema:

e Al abrir el archivo de GeoGebra aparecerd una construccion dindmica y manipulable
que simula la seccidn transversal del tronco y la viga, donde el valor del ancho de ésta
(denotado por x) cambia en tiempo real. El estudiante puede observar que hay una
gran cantidad de vigas diferentes que se pueden hacer de un tronco dado, cambiando

_el valor del ancho.

= Problema PROBLEMA: Laresistencia de una viga rectangular|
w Imagen [~ Medidas es directamente proporcional al producto
[~ Puntos de |a tabla- - -del ancho y el cuadrado de la altura

& Problema PROBLEMA: Laresistencia de una viga rectangular
= Imagen™ Medidas ©$ directamente proporcional al producto

I~ Puntos de latabla - delancho y el cuadrado de la altura
[~ Gréfica ™ Tangente de su seccion transversal.
I~ Férmula Resistencia Determine las dimensiones de la viga

[~ Gréfica [T Tangente de su seccion transversal.
I~ Formula Resistencia Determine las dimensiones de la viga
mas resistente que se pueda obtener

mas resistente que se pueda obtener

de un tronco circular de 30 cm de radio. de untronco circular de 30 cm de radjo.

o-Ar >
o-rr

-

ANCHO ANCHO

_Figura 1. Tronco y viga virtuales. x=29.2 cm. Figura 2. Tronco y viga virtuales. x=58.8 cm.

e Al fijar el valor del ancho, se espera que el estudiante descubra que se puede usar el
teorema de Pitdgoras para obtener el alto de la viga correspondiente a ese ancho.
Luego, reflexionando que el valor del ancho puede cambiar y tomando como
referencia el procedimiento seguido para ese valor dado, se pide al estudiante
construir una expresion analitica para la altura de la viga en dependencia de x y
finalmente una expresion para la resistencia, también en dependencia de x.

e Al manipular el punto variable, se puede observar que el ancho de la viga s6lo puede
tomar valores en el intervalo [0,30].



e Usando la expresion analitica de la resistencia, se procede a calcular valores
particulares de ésta para distintos valores dados del ancho y a colocarlos en una tabla
y unos ejes coordenados.

e En la tabla numérica se puede observar que la resistencia alcanza un valor mayor al
resto. Se espera que los estudiantes sugieran que se pueden obtener otros valores aun
mayores.

e Al activar en el archivo de GeoGebra las casillas que muestran las representaciones
grafica, analitica y numérica de la funcidon implicada y un punto variable (punto
manipulable), se espera que el estudiante compruebe sus resultados y use la hoja de
calculo para aproximar, con varios decimales, las coordenadas del punto
correspondiente al valor méximo, mediante la busqueda en intervalos cada vez mas
pequenios.

A B c A B ()

1 xdesde x Rix) 1 | xdesde x Rix)
2 0 o ) 2 3 33 82863
3 |xhasta 3 10773 3  xhasta 334 82980.296
4 60 6 21384 4 39 338 83065528
R(x) =3600x -x* 5 increm. dex e 31671 R(x) =3600x -x* 5 increm.dex | 342 83118312
6 3 12 41472 ] 04| 345 83138.264
7 15 50625 7 35 83125
8 18 58068 8 364 83078.136
9 21 66339 9 368 82997.288
10 24 72576 10 36.2 82882072
1" 27 77517 1" 36.6 82732.104
12 30 81000 12 37 82647
13 3 82863 13 374 82326.376
14 36 82944/ 14 37.8 82069.848
15 39 81081 15 382 81777.032
16 42 712 16 386 81447644
17 45 70875 17 39 81081
o — 18 43 62208 a0 20 o 0 0 50 To ™| 18 39 81081
19 51 50949 19 39 81081
20 54 36936 20 39 81081

Figura 3. Exploracion en el intervalo [0, 60]. Figura 4. Exploracién en el intervalo [33,39].

e Al intentar que coincidan, en la grafica, las coordenadas del punto variable con las
encontradas en la hoja de célculo, mediante acercamientos sucesivos (zoom) sobre el
punto, se podrad observar que la grafica se vuelve una recta horizontal alrededor del
punto.

e Después, se puede discutir grupalmente por qué sucede esto y cual es esa recta. Al
activar la casilla “tangente” aparece una recta que se sobrepone con la grafica y al
alejarse del punto (zoom out), se puede observar que la recta es tangente a la grafica
en el punto variable, por lo cual, al mover tal punto, se mueve ésta.



(346415, 83138.4387)

R(x) =3600x x*

A B

C

x desde x

Rix)

3484 3464

83138.4387

83138.4388]

1
2
3 xhasta 34641
4

3465 34642

831384387

increm. de x 34643

83138.4384

0.001 34644

83138.4378

831384371

83138.4362

34647

83138435

831384337

Figura 5. Curva linealizada al hacer zoom.

Ta
17 Medides
de la tabl
[ Tangente
a Resistencia

R(x) =3600x -x*

(34.6415,83138.4387)

:ma
n[- Medidas

s delatabla

3 I Tangente
Jla Resistencia

R(x) =3600x -x*

(34,6415 ,83138.4387)

A B C
1 [xdesde X R(x)
2 3464 34.64| 83138.438
3 [xhasta 34641 83138438
4 34.65 34642 83138438
5 |increm. de x 34643 83138438
6 0.001 34644 83138437
7 34645 83138437
8 34646 83138436
9 34.647 83138.43
10 34648 83138433

Figura 6. Curva y recta tangente sobrepuestas.

A B C
1 |xdesde X R(x)
2 34.64 34.64 83138.4387
3 |xhasta 34.641 83138.4388
4 34.65 34.642 83138.4387
5 |increm. de x 34.643 83138.4384
6 0.001 34.644 83138.4378
7 34.645 83138.4371
8 34.646 83138.4362
9 34.647 83138.435
10 34.648 83138.4337
11 34.649 | 83138.4321
12 34.65 83138.4304
13 34.65 83138.4304
14 3465 831384304

Figura 7. Curvay recta tangente al alejarse.

Posteriormente se reflexiona sobre la monotonia de la funcidn, primero analizando los
valores de la resistencia en la tabla numérica, antes y después del valor més alto, y
observando cémo es la grafica en cada caso. Luego se observa cémo es la pendiente
de la recta tangente cuando el punto variable estd antes del punto mas alto y cuando
esta después de éste. Con esto se buscara promover graficamente el establecimiento
de una relacion, entre la monotonia de la funcidn y el signo de la pendiente de la recta
tangente.

I~ Problema

I Imagen T~ Medidas
W Puntos de la tabla

W Gréfica @ Tangente
W Formula Resistencia

(16.34

R(x) =3600x -x*

,54463.0718)

-60

Ta0

20

/

0

20 40

60 8l

Figura 8. Recta tangente antes del punto mas alto.

I Problema

I Imagen ™ Medidas

¢ Puntos de la tabla

¥ Gréfica  Tangente
¥ Formula Resistencia

R(x) £3600x -x*

(45.1917 ; §0395.5792)

-60

-40 -20

o

20

40

60

\ ]

Figura 9. Recta tangente después del punto mas alto

Finalmente se espera que los estudiante propongan graficamente como solucionarian
el problema de la viga mas resistente: determinando el valor de x tal que la pendiente
de la recta tangente a la grafica en el punto correspondiente a x, tiene pendiente cero.



4. Comentarios finales

El acercamiento que proponemos en este trabajo es intuitivo y al inicio informal. Las
actividades didacticas de nuestra propuesta estan disefiadas para estudiantes principiantes en
el estudio del Célculo en Ingenieria, por lo que durante las primeras actividades no se usa
terminologia matematica, pues €sta se ira construyendo gradualmente (al igual que los
objetos matematicos) conforme se establezcan ciertas regularidades entre los problemas, es
decir, que en el transcurso de las actividades se le ira poniendo “nombre” a los objetos que
construyan.
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Nivel educativo: Superior
Resumen

Se presenta parte de una investigacion sobre la comprension y competencia que
estudiantes de ingenieria muestran al abordar problemas de optimizacion. En el
presente, se estudian sus significados ante esos problemas. Se apoya en el
Enfoque Ontosemiotico de J.D.Godino. Para ello se seleccionaron problemas de
un texto escolar y se aplicaron a estudiantes de un curso de Célculo en la
Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de Baja California. Se
efectuaron anélisis de las configuraciones cognitivas y metacognitivas sobre las
respuestas escritas y verbales. Los resultados muestran un bajo desempefio de los
estudiantes ante esos problemas. Se considera se debe al tipo de significados
institucionales implementados por profesores en el aula.

1. Introduccion

El presente documento refiere sobre una parte de la investigacion denominada “Comprension
y competencia sobre optimizacion en estudiantes de ingenieria”. En ella se pretende describir
y explicar la relacion que existe entre la comprension que tienen los alumnos de los conceptos
y procedimientos que se utilizan en la resolucion de problemas rutinarios de optimizacion y su
competencia (eficacia) en el abordaje y resolucion de problemas mas complejos del mismo
tema.

El sustento de la investigacion es la Teoria Ontologica Semidtica de la Cognicion e
Instruccién matematica de Godino [2,4,7,8]. Este enfoque considera que un Objeto
Matematico (OM) (Institucional o Personal) es un emergente del sistema de practicas
(sociales o personales) asociadas a un campo de problemas. El Significado Institucional (SI) o
el Significado Personal (SP) de un OM corresponde al sistema de practicas discursivas u
operatorias asociadas al campo de problemas. Los SI se pueden considerar de los siguientes
tipos: de referencia, planeado, evaluado e implementado. Mientras los SP, en globales,
declarados y logrados.

Los Sl de referencia, se pueden encontrar en los documentos curriculares y en libros de texto
y en sujetos tales como el profesor, el coordinador de area, autoridades, etc. El Sl planeado es
lo pretendido por el profesor para su clase y el SI implementado es lo realmente efectuado en
ella mientras que lo evaluado corresponde a la practica correspondiente.

Los SP, por ejemplo de un estudiante, del tipo global corresponden a la totalidad de practicas
sobre un cierto OM; declarado, son las practicas expresadas como respuesta de una
evaluacion propuesta por el profesor y logrado corresponde a las practicas manifestadas
exitosas o en concordancia con las institucionales. Los OM se clasifican en [7,8]: Lenguaje,
Problemas, Conceptos, Procedimientos, Proposiciones y Argumentos.



Godino [8] y Font [9] han construido nociones teodricas para un analisis de la actividad
matematica dentro y fuera del aula, proponiendo arreglos o configuraciones de los seis tipos
de OM’s anteriormente mencionados. Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de
objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales). Ademas la configuracion
metacognitiva [10, 11,12] correspondiente a un arreglo de la planificacion, supervision y
control de la actividad cognitiva.

Como antecedente inmediato de este trabajo, se tiene una investigacion [6] sobre la relacion
entre los significados institucionales de referencia, planeados e implementados de
optimizacion en un curso de célculo para estudiantes de primer semestre de ingenieria, donde
se muestra una fuerte influencia del libro de texto sobre la actividad en el aula del profesor
seleccionado. Asimismo, se evidencian algunos aspectos de la practica docente del mismo.En
este trabajo se estudia el desempefio de estudiantes ante problemas de optimizacion en el
mismo curso de Calculo mencionado, analizdindose mediante el uso de las configuraciones
cognitivas y metacognitivas.

2. Materiales y metodos

El método utilizado en la toma de datos, fue primeramente seleccionar seis problemas
propuestos en el libro de texto, EI Calculo de Louis Leithold [5], utilizado por algunos
profesores en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autéonoma de Baja California
(UABC) para los cursos de Calculo Diferencial. Se identificaron cinco de los mas exitosos
estudiantes, que comprenden el OM optimizacién, del curso mencionado. Ademas, otros
cinco exitosos, de otro grupo y finalmente tres estudiantes de semestres posteriores que
pueden considerarse como expertos. Se les aplicaron los problemas en forma individual y
aislada, solicitindoles que anotaran en papel sus respuestas. Ademas se les pidid que
externaran en voz alta sus pensamientos en forma simultanea al proceso de resolucion del
problema. Lo hecho por cada uno de los estudiantes participantes en la investigacion, se video
grabo. Estas grabaciones fueron transcritas para su posterior analisis junto con las hojas de
respuestas de los estudiantes. El andlisis se llevdo a cabo comparando la configuracion
epistémica del problema con la configuracion cognitiva de cada resolutor. Se detectaron
algunos conflictos semidticos o de significados. De las transcripciones se identifican
competencias metacognitivas de planificar, supervisar y control de los propios procesos
cognitivos de resolucion de problemas.

2.1 Los problemas

Los seis problemas seleccionados del texto [5], son del tipo escolar de contexto evocado [1].
El enunciado de uno de los problemas seleccionados, estd planteado en un contexto
geomeétrico e involucra en su solucion una funcion de tipo radical.

Problema 1. “Dos postes con longitudes de seis y ocho metros respectivamente se colocan
verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una distancia de 10 metros. Calcule la
longitud minima de un cable que puede ir desde la punta de uno de los postes hasta un punto
en el suelo entre los postes y luego hasta la punta del otro poste”.

Respecto a los otros cinco problemas, dos son de célculo de areas que se modelan, uno con

una funcion cuadratica y el otro con una funcién reciproca; dos mdas relacionadas con
funciones radicales y uno mas complejo que conduce a funciones trigonométricas.

3. Resultados y discusion
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3.1 Respuestas escritas a los problemas

En seguida se presenta la Tabla 1, en la cual se describe la configuracion cognitiva de la
alumna N, donde sintetiza y estructura su propuesta de resolucion del primer problema.

Tabla 1. Configuracion cognitiva de la alumna N del problema #1.

Objetos Matematicos Especificaciones

Situacion-problema Problema escolar, de contexto extra matematico evocado de aplicacion.
Minimizaciéon de longitud entre dos puntos. Emerge una expresion de raices de
cuadradas de nimeros.

Lenguaje Términos y expresiones: longitud, variable, expresiones algebraicas e igualdades.

Representacion: dibuja dos postes de 6 y 8 m paralelos, nombrandolos A y B
respectivamente, situados a una distancia de 10 m. Dibuja un cable que une los
extremos de los postes tocando el piso en el punto medio entre ambos. Asigna
variables a las hipotenusas y catetos de la base de los dos triangulos formados.

Conceptos Longitud, tridngulo rectangulo, relaciones trigonométricas.

Proposiciones “El cuadrado de la hipotenusa en un triangulo rectangulo es igual a la suma del
cuadrado de los catetos”

Procedimientos Lee el enunciado del problema. Identifica algunos datos e incognitas.

Encuentra dos soluciones del problema.

Argumentos Supone que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual al cociente del lado
opuesto entre el adyacente.

Deduce que la suma de las longitudes de las hipotenusas de dos triangulos distintos
es igual al cuadrado de las mismas.

Este arreglo se compara con la Configuracion Epistémica correspondiente (no mostrada por
razones de espacio), de cuyo resultado se elabora la Tabla 2, donde se anotan las
discrepancias o conflictos semioticos entre los significados personales de la alumna N y los

de la institucion, representados en este caso por un resolutor experto.

Tabla 2. Conflictos semioticos.

Objetos Matematicos Conflictos semioticos

Situacion-problema La estudiante no identifica que es un problema de optimizacion.

En lugar de emerger una funcion cuadratica, lo hace una expresion algebraica de
raices cuadradas de nimeros.

Lenguaje No aparecen los términos: funcion, derivada, desigualdades.

Representacion: dibuja el cable que une los extremos de los postes tocando el piso
en el punto medio entre ambos. En lugar de que pueda ser cualquier punto. Asigna
variables a las hipotenusas pero no a los catetos de la base de los dos triangulos

formados.
Conceptos No aparecen los conceptos: variable, funcion, derivada, minimo relativo.
Proposiciones Solo utiliza el teorema de Pitdgoras en trigonometria no considerando algin

resultado del calculo diferencial.

Procedimientos Interpreta incorrectamente el enunciado del problema como lo muestra su estrategia
de solucion. No identifica las incognitas o magnitudes variables.

No construye la funcion radical que relaciona magnitudes variables, y por tanto el
resto del procedimiento correcto falla. Encuentra dos soluciones incorrectas del
problema. “Tantea soluciones”. No valida la solucién del mismo.

Argumentos Encuentra erroneamente el wvalor hipotenusa de un tridngulo rectdngulo,
correspondiendo realmente al seno del angulo. No es posible aplicar el teorema de
Pitagoras a dos triangulos distintos simultdneamente.
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El indicador mas basico de la competencia de resoluciéon de problemas de acuerdo con la
Universidad del Deusto en [13], es precisamente el que el estudiante identifique el que un
enunciado corresponde a un problema de cierto tipo, en este caso, de optimizacién, mismo
que la estudiante N no logra. Al tomar la decision de fijar el cable a la mitad entre las bases
de los postes, y de alli plantear su estrategia de resolucion, ésta queda definida en un ambiente
trigonométrico y no de tipo variacional. Se presume que su pensamiento variacional no esta lo
suficientemente desarrollado como puede observarse en el tramo de trascripcién que se
presenta en seguida.

3.2 Transcripciones en voz alta

A continuacioén se presenta lo dicho en voz alta por la alumna N en un segmento del proceso
de resolucion del problema:

“;ah! lo voy a leer otra vez para entenderlo mejor... dos postes con longitudes de seis y ocho
metros respectivamente, se colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas a una
distancia de diez metros, calcule la longitud minima... de un cable... minima de un cable que
puede ir desde la punta de unos de los postes hasta un punto en el suelo entre los postes; o sea
las bases y luego hasta la punta del otro,... bien, a la punta del otro,... ok... Lo primero que
voy a hacer va a ser un dibujo que me muestre los dos postes,...ok... aqui estd un poste y a
una distancia de diez metros en el suelo esté el otro poste,...ok... uno mide ocho y uno mide
seis metros. Este lo voy a poner mas pequefio que el otro y éste mide seis metros, el del lado
derecho mide ocho metros...ok... la longitud que tienen entre cada uno es de 10 metros, dice:
calcule la longitud minima de un cable que puede ir desde la punta de uno de los postes voy a
ponerle del poste de seis metros que le voy a llamar poste A y el poste B va a ser el de ocho
metros, calcule la longitud minima de un cable que puede ir desde la punta de uno de los
postes o sea desde la punta del poste A, hasta un punto en el suelo entre los postes... voy a
poner desde la punta del poste A hasta en medio de los dos postes de la distancia de los 10
metros y luego hasta la punta del otro poste;... seria como una especie de tridngulo para
arriba... ok... dice: calcular la longitud minima del cable... ok... pues si se forman tridngulos
esta diciendo que es entre los dos postes, entonces la mitad van a ser 5 de la longitud de la
punta de un poste al piso y de la longitud del cable de en medio hasta la punta del otro...
poste... entonces podria usar un... una... la férmula para... como es... bueno me voy a fijar
en los apuntes del cuaderno, creo que es la formula de la hipotenusa... ok”

La Figura 1, muestra lo expresado anteriormente por la alumna N.

5" 7, I 3 . - £ ¢
— T s3

”/) Yy

Figura 1. Dibujo de la alumna N del problema 1.
En la trascripcion anterior, se identifican competencias metacognitivas tales como autoplanear
y auto supervisarse. En su pensamiento se fija el hecho de que el cable llega a la mitad de la

distancia entre las bases. Revisando todo su trabajo, no se encuentra evidencia alguna de que
al menos intente fijar la llegada en algin otro punto. Al no pensarlo o hacerlo es imposible
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identificar “que es lo que varia” y “que es lo constante” y por tanto no podrd construir la
funcién correspondiente.

En un momento posterior el investigador entabld un dialogo con la alumna N, sobre este
punto y después de un tiempo ésta pudo considerar otros puntos diferentes que el punto
medio. Este didlogo aclaratorio también se llevd a cabo con otros estudiantes y otros
problemas y se observoé como se activaban mas rapidamente los conocimientos y estrategias
requeridas para avanzar en la resolucion del problema. La mayor parte de los obstaculos se
presentaron en la identificacion de magnitudes variables y la construccion de la funcion. Ya
obtenida esta, ya sea por lo mostrado en el proceso de resolucion o en la trascripcion, en su
autoplaneacion, se concluye que el proceso algoritmico posterior para encontrar los puntos
extremos de la funcion es dominado aceptablemente.

Del analisis de las transcripciones, se puede concluir que los elementos o competencias
metacognitivas de planeacion, direccion y control, estdn mds presentes en los estudiantes mas
avanzados (tercer semestre) que con respecto a los del curso de calculo de primero,
independientemente del grupo. En este mismo grupo de estudiantes, alumnos con una mayor
metacognicion corresponde a mejor proceso de resolucion cognitiva del problema.

En el estudio [6] se muestra una practica del profesor de uno de los grupos de calculo, de
donde se seleccionaron estudiantes, caracterizada como expositiva y actuante por el instructor.
No se promueve de manera interactiva la comprension de los enunciados de los problemas
revisados en clase, no explorando posibilidades de interpretacion o de alternativas de solucion
tan propio de los problemas de optimizacion. La argumentacidon es escasa en ese proceso
instruccional. Se considera que este tipo de practica docente explica el que los estudiantes no
sean exitosos en la resolucion de problemas de optimizacion.

4. Conclusiones

En este ejercicio se ha encontrado que los estudiantes de célculo para ingenieria
seleccionados como exitosos en el mismo curso, muestran un bajo desempeio en el proceso
de resolucion de problemas de optimizacién seleccionados del libro de texto y dentro de una
préctica docente. Se considera que esta Ultima incide fuertemente en los resultados obtenidos.

Un reto de los de los sistemas educativos en la pretension de mejorar los resultados del
aprendizaje de las matematicas, ademas de los planteados en [6]:a) la seleccion y elaboracion
de materiales consistentes con las nuevas tendencias de la ensefianza centradas en la
resolucion de problemas y, b) la formacion, capacitacion y actualizacion de profesores, es
lograr una adecuada formacion metacognitiva de los estudiantes que les permita planear y
administrar sus propios procesos cognitivos en la resolucion de problemas.

5. Referencias

[1] Font, V. (2007). Comprension y contexto: una mirada desde la didactica de las matematicas. Gaceta del
RSME, 10(2).

[2] Godino, J.D.( 2002). Perspectiva semiotica de la competencia y comprension matematica. XVl Convengo
Nazionale: Incontri con la Matemética. Castel San Pietro Teme (Bologna) Version en espaifiol
recuperada en abril de 2007 en: (URL:http//www.ugr.es/local/jgodino).

[3] Malaspina, U.(2007). Intuicién, Rigor y Resolucion de Problemas de Optimizacion. Revista
Latinoamericana de Investigacién en Matematica Educativa, 10 (3) ,365- 399.

13


http/www.ugr.es/local/jgodino

[4]

(3]

(9]

Godino, J.D. (2003). Teoria de las funciones semiédticas. Un enfoque ontoldgico y semiético de la
cognicién e instruccién matemdtica. Universidad de Granada. Recuperado en abril de 2007. Disponible en:
(URL:http//www.ugr.es/local/jgodino).

Leithold, L. (1998). El Célculo (Mata, F.,Trad.) México, D.F., México: Oxford University Press.

Avila, R., Encinas, A y Rivera, R. Significados institucionales de referencia, planeados e = implementados
de optimizacién en un curso de cdlculo para estudiantes de ingenieria. En P. Leston (Ed.), Acta
Latinoamericana de Matematica Educativa 23, 2009, en proceso, México:CLAME

Godino, J.D. y Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal de los objetos matematicos.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 14(3),325-355.

Godino, J.D. Batanero, C. y Font, V. (2007).The ontosemiotic approach to researh in mathematics
education. ZDM. The international Journal on Mathematics Education , 39 (1-2):127- 135. Version
ampliada al 9 de marzo de 2008 en (URL:http//www.ugr.es/local/jgodino

Font, V. y Godino, J.D. (2006). La nocion de configuracion epistémica como herramienta de analisis de
textos matematicos. Educaco Matematica Pesquisa, 8(1), 67-98.

[10] Gonzalez, F. (1996). Acerca de la metacognicion. Revista paradigma. Recuperado en abril de 2007 en

URL:http//www.revistaparadigma.org.ve/Doc/Paradigma96/doc5.html.

[11] D’Amore,B., Font,V. y Godino, J. (2007). La dimensién metadidactica en los procesos de ensefianza y

aprendizaje de la matemdtica. Revista Paradigma, 28 (2), 49-77.

[12] Gusmao,T., Font, V. y Cajaraville, J. Analises cognitivo ¢ metacognitivo de practicas de resolugdo de

problemas. Educagdo Matematica Pesquisa. Sao Paulo, v.11, # 1,pp. 8-43, 2009.

[13] Villa, A. y Poblete, M. (2008). Aprendizaje basado en competencias. Universidad de Deusto. Espafia:

Ed. Mensajero.

14


http/www.ugr.es/local/jgodino
http/www.ugr.es/local/jgodino

Disefio instruccional con soporte en videos digitales y WinPlot para el
aprendizaje de limites

Rafael Pantoja Rangel, Juan Carlos Martinez Sandoval, Elena Nesterova
Departamento de Matematicas. CUCEI
Universidad de Guadalajara
Leopoldo Castillo Figueroa
Departamento de Ciencias Basicas
Instituto Tecnologico de Ciudad Guzman
rpantoja@prodigy.net.mx, rafael.pantoja@red.cucei.udg.mx

Nivel educativo: Superior
Resumen

En el Instituto Tecnoldgico de Cd. Guzman (ITCG), la Academia de Ciencias
Basicas de Ingenieria (ACBI), implementé el disefio instruccional de la Unidad
Il del curso de Matemaéticas | con soporte en las nuevas tecnologias, que
corresponde al contenido de Limites y continuidad de funciones reales de una
variable real, de las carreras de ingenieria del Instituto Tecnoldgico de Ciudad
Guzman (ITCG) y que se experimento en el mes de Septiembre del 2009. El
ambiente para aprendizaje se integr6 de actividades sustentadas en los medios y
materiales siguientes: Tres DVD del concepto de Limite, continuidad y asintotas
para consulta en un lector de un equipo de computo o residencial, la guia de
estudio y actividades con el WinPlot. En un primer analisis, se puede inferir que
el disefio instruccional fue del agrado de los estudiantes.

1. Introduccién

En la Academia de Ciencias Bésicas de Ingenieria (ACBI) del Instituto Tecnolégico de Ciudad
Guzman (ITCG) se plantea sistematizar el proceso de ensefanza, con la finalidad de significar el
aprendizaje de los alumnos. Con este fin se realiz6 un disefo instruccional para la ensefianza de
limites y continuidad, con empleo de videos explicativos en formato DVD, el programa WinPlot y
un cuaderno de trabajo. Se experiment6 su efectividad para los estudiantes del primer semestre de
las carreras de ingenieria del ITCG, con un promedio de edad entre los 17 y 18 afos.

Una de las carencias que se observa en el ITCG es la escasa elaboracion de materiales con las
nuevas tecnologias (multimedia, audio y video digital, software y sitios en Internet, entre otras) que
apoyen de manera sistematica el aprendizaje de los alumnos. En el disefio de los materiales y las
instrucciones para las actividades de aprendizaje se tomaran en consideracion los problemas de corte
epistemologico y didactico, que se enfrenta para el aprendizaje y enseflanza de limites y
continuidad. Brousseau [1], define un obstaculo epistemologico como aquel conocimiento que ha
sido en general, satisfactorio durante un tiempo, para la resolucion de ciertos problemas, pero que
posteriormente, este conocimiento resulta inadecuado y dificil de adaptarse cuando el alumno se
enfrenta con nuevos problemas. Un obstaculo no es una falta de conocimiento sino un conocimiento
adquirido que dificulta la construccion (o reconstrucciéon) de un concepto. Segin Skemp [2] los
conceptos contributorios deben estar disponibles para cada nueva etapa de abstraccion pues si un
nivel dado se comprende imperfectamente cualquier cosa derivada se encuentra en peligro.
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El disefo instruccional empleado se basa en el modelo de Dick y Carey [3], el cual consta de diez
pasos: 1) Identificar la meta instruccional; 2) Andlisis de la instruccion; 3) Andlisis de los
estudiantes y del contexto; 4) Redaccion de objetivos; 5) Desarrollo de Instrumentos de evaluacion;
6) Elaboracion de la estrategia instruccional; 7) Desarrollo y seleccion de los materiales de
instruccion; 8) Disefio y desarrollo de la evaluacion formativa; 9) Disefio y desarrollo de la
evaluacion sumativa; y 10) Revision de la instruccion.

El objetivo de la investigacion fue determinar y evaluar los efectos que la aplicacion del disefio
instruccional produce sobre el aprendizaje de limites y continuidad.

Fue planeada la hipotesis que la aplicacion de del disefio instruccional les permite a los alumnos del
grupo experimental superar en aprovechamiento a los alumnos del grupo de control.

El disefio y desarrollo de materiales es un area de oportunidad que no ha sido explotada en la misma
proporcion en que se han desarrollado las nuevas tecnologias [4], ya que se ha relegado por la
dificultad para producir un programa multimedia, un tutorial o un software educativo, porque
demanda competencias de disefio grafico y programacion que estan fuera del alcance de la mayoria
de los docentes. Tres estudiantes de las carreras de ingenieria en sistemas computacionales que
participaron en el verano cientifico organizado por el programa interinstitucional para el
fortalecimiento de la investigacion [5] apoyaron el disefio grafico y programacion de los materiales.

Otra situacion es que la DGEST envia los programas de los cursos, con un apartado de Sugerencias
Didacticas [6]. En esta investigacion se cubrieron las sugerencias propuestas por DGEST, tales
como usar los recursos tecnologicos que faciliten la comprension de los conceptos, la resolucion de
problemas e interpretacion de los resultados (WinPlot y video explicativo en formato DVD); formar
los grupos de discusion y analisis sobre los conceptos previamente investigados; proporcionar al
estudiante una lista de problemas del tema y genere practicas de laboratorio para confrontar los
resultados obtenidos.

2. Fundamentacién

Dentro de los aspectos epistemologicos se consideraron, el desarrollo historico del concepto de
limite y la presencia a través de dicho desarrollo de los obstaculos epistemoldgicos, que tienen dos
caracteristicas principales: son inevitables y esencialmente constitutivos del conocimiento por ser
adquirido y se encuentran por lo menos en alguna parte del desarrollo historico del concepto.
Historicamente el concepto de Limite, aparecidé de manera implicita en el concepto de sucesion
infinita de sumas parciales, como un “proceso dinamico” y so6lo después de la aparicion de los
conceptos de integral y derivada y hasta fines del siglo XIX, se definié formalmente como un
“objeto estatico” [7], [8]. Los principales obstaculos epistemoldgicos que se han presentado en el
desarrollo conceptual del limite tienen que ver con la dificultad en el paso del infinito potencial al
infinito actual y el replanteamiento sobre la existencia de las cantidades infinitesimales [9].

El disefno de los materiales y las instrucciones para las actividades de aprendizaje se bas6 en que la
utilizaciéon de distintas representaciones del concepto de limite (numérico, grafico, algebraico,
verbal) mejora su comprension [10]. La representacion numérica proporciona una vision dindmica
de aproximacion y esta vinculada con procesos reales. La representacion grafica es un puente entre
la representacion numérica y la algebraica, vincula tendencias entre las variables. La representacion
algebraica es abstracta, proporciona una vision estatica, tiene precision inmejorable, pero poco
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vinculo con procesos reales. La representacion verbal es dinamica y vinculada con la realidad
fuertemente.

Por otro lado, la teoria del aprendizaje significativo, afirma sobre la existencia de una estructura
cognitiva en el alumno, esto es, esquemas de conocimientos, conceptos, percepciones, hechos, etc.
El aprendizaje consiste en una reestructuracion activa de dicha estructura: La nueva informacion es
vinculada a los aspectos relevantes y preexistentes en la estructura cognitiva y en el proceso se
modifican la informacion recientemente adquirida y la estructura preexistente [11].

De acuerdo con la teoria APOE, para que un concepto matematico, pueda convertirse en un objeto
“aprendido”, se requiere primeramente que este sea concebido como un objeto mental (primitivo)
sobre el cual pueda ejercerse alguna accion. Cuando dicha accién es interiorizada por el sujeto
entonces se convierte en un proceso. Dicho proceso puede llegar a evolucionar en un objeto
conceptual mds general e insertarse con otros conceptos en un nuevo esquema mental. El concepto
de limite tiene esta doble cara: es proceso y es objeto pero ademads, es necesario manejar la
reversibilidad del objeto en proceso [12].

3. Metodologia

De la revision de la informacion referente al aprendizaje del concepto de limite y los textos mas
empleados en la ensefianza del calculo se identificaron la meta instruccional, los contenidos para la
ensefianza, los conocimientos previos que debe poseer el alumno y el contenido del examen de
diagnostico, aplicado en la primeras sesion. Se redactaron los objetivos de ensefianza y de
aprendizaje y se desarrollaron las estrategias, los instrumentos y criterios de evaluacion. Se elaboro
el cronograma que incluye por sesion las actividades en el aula, en la compuaula y extraclase.

La experimentacion se desarrolld en doce sesiones de 50 minutos cada una. A los alumnos del grupo
experimental se les entreg6 el cuaderno de trabajo con los objetivos e instrucciones, actividades de
aprendizaje, seis cuestionarios y ocho problemarios, tres DVD con 28 videos digitalizados con los
conocimientos previos para cada uno de los temas de la unidad III del programa vigente de
Matematicas I, para las carreras de ingenieria de la DGEST y un manual de WinPlot con uso
especifico al estudio de limites.

Al inicio del experimento se aplicO un examen de conocimientos previos y al finalizar el
experimento, se aplico el pos test para evaluar el aprendizaje logrado por los alumnos en el tema. Se
aplicaron dos encuestas al grupo experimental para conocer el nivel de satisfaccion en el uso de los
medios y materiales usados.

4. Resultados

Resultados de la evaluacion diagndstica. Los promedios de calificaciones: el grupo experimental
tuvo como promedio 52.7 y el de control 46.7. Treinta alumnos del grupo experimental (41.1%)
tuvieron una calificacion mayor o igual a 60. Se considerd que los alumnos del grupo experimental,
tienen los conocimientos basicos para iniciar la experimentacion.

Resultados del pos test. El pos test los estudiantes de ambos grupos, experimental y de control,
contestaron a lapiz y papel en la tltima sesion. En el grupo experimental se tuvo a 29 alumnos
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(40.3%) con al menos 70 de calificacion, y la calificacion mas alta fue de 84.6. En el grupo de
control se tuvo solo un alumno (1.8%) con al menos 70 de calificacion, y su calificacion fue de 73.1.

Anélisis estadistico. El analisis para la prueba t, (Comparacién de Medias), asi como el supuesto de
que las variancias son iguales, fueron validados por los calculos del StatGraphics, que arrojo los
datos siguientes: t = -7,93557, P-value=1.18464E-7. Con base en estos valores y que la hipotesis
nula de la investigacion sefiala que la diferencia entre las medias es cero (Ucontror — Hexperimental =
0), mientras que la hipotesis alternativa propone que la diferencia entre las medias es negativa
(Ucontrot — Mexperimentar < 0) y como P-valor < 0.05, se acepta la hipdtesis alternativa, lo que
significa que existe una diferencia significativa a favor del grupo experimental sujeto a la aplicacién
de la propuesta para el aprendizaje de limites.

Analisis de las encuestas. Los datos cualitativos se obtuvieron de la encuesta y sera cuantificada
con una escala de Likert [3].
a) El promedio general de las dos encuestas es de 4.08 que cae en la categoria De acuerdo.

b) El promedio para la evaluacion de los materiales es de 4.22, y es superior a 4, por lo que
corresponde a la categoria De acuerdo. El 58% de las respuestas caen dentro de la categoria
De acuerdo, y el 34% caen en la categoria Completamente de acuerdo.

Evaluacion de los materiales La nueva forma de trabajar
0% 3% 5% B Completamente en (metOdOIOgia) B Completamente en
£ desacuerdo desacuerdo
V W En desacuerdo i% W En desacuerdo
_ 15%
 Indiferente ’ Y B Indiferente
M De acuerdo B De acuerdo
m Completamente de
acuerdo

Figura 1. Resultados de la encuesta sobre los materiales y la nueva forma de trabajo.

¢) El promedio correspondiente a la nueva forma de trabajar (metodologia) es de 3.91, y siendo
9 centésimas inferior a 4 tiende a cae dentro de la categoria De acuerdo. El 56% de las
respuestas caen dentro de la categoria De acuerdo, y el 22% caen en la categoria
Completamente de acuerdo.

Satisfaccion (interés) por aprender

1% 4%

B Completamente en
desacuerdo
WEn desacuerdo

[ Indiferente

W De acuerdo

@ Completamente de
acuerdo

Figura 2. Resultados de la evaluacion correspondiente a la satisfaccion por aprender.
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d) El promedio correspondiente a la satisfaccion por aprender es de 4.11, ligeramente superior a
4, correspondiente a la categoria De acuerdo. El 52% de las respuestas esta en la categoria
De acuerdo, y el 32% en Completamente de acuerdo (Fig. 2).

5. Respuestas a las preguntas de investigacion complementarias
1. {Como los videos intervienen en el aprendizaje sobre el concepto de limite?

De la respuesta a la encuesta en las preguntas P1, P11, P16 y P19 relacionadas con el uso de los
videos en la propuesta, se afirma que los alumnos consideraron los videos apropiados para aprender
limites (Promedio = 3.95). Ademas, de las observaciones realizadas en el aula, se concluye que los
alumnos muestran mas interés por el aprendizaje del nuevo conocimiento.

2. (De qué manera el cuaderno de trabajo influye en el aprendizaje del alumno?

Las actividades incluidas en el cuaderno de trabajo fueron los cuestionarios, los problemarios y la
consulta de videos, de acuerdo al promedio calculado (4.12) en las preguntas de la encuesta (P3, P4,
PS5, P9 y P10) son satisfactorios para la propuesta, porque promovieron las actividades extraclase,
las discusiones en el aula y el trabajo en un medio tan importante como es la computadora.

3. ({Como contribuye el software WinPlot en el aprendizaje de los alumnos?

Se sabe que el uso del software de matematicas es un buen medio para aprender matematicas, tal y
como sucedi6 en esta investigacion, donde de acuerdo a lo respondido por los alumnos en las
preguntas de la encuesta P2, P8 y P15, su satisfaccion por el uso del software ha sido positivo,
corroborado con el promedio de 4.2, que fue el mayor obtenido de las preguntas auxiliares de la
investigacion.

6. Conclusiones

Son varias las investigaciones donde se afirma que las nuevas tecnologias son una buena opcion
para aprender matematicas, pero esta propuesta se sustentd con los elementos que soportan el disefio
Instruccional orientado al trabajo a lapiz y papel, que los alumnos desarrollaron tanto en el trabajo
extra clase, en el aula y en la compuaula, dado que para el estudio fueron importantes las respuestas
que los alumnos dieron a los cuestionarios y a los problemarios, se reflej6 en su interés por
participar activamente en la adquisicion de su aprendizaje, por tal motivo, un ambiente de
aprendizaje mixto, donde se incluya el trabajo extra clase, en el aula y la compuaula, es y serd muy
importante para el aprendizaje de las matematicas.

Los medios y materiales son un factor relevante en el disefio de un ambiente para aprendizaje. Se
recomienda que las actividades que el alumno realizara se orienten hacia el trabajo extra clase, en el
aula y en el centro de cémputo, dado que la integracion de tales actividades propiciard el
aprendizaje.

Es sabido de que los contenidos incluidos en la propuesta, referentes al estudio de limites,
continuidad y asintotas son de un nivel complicado para su ensefianza y aprendizaje, sobre todo en
lo referente a la aplicacion de la definicion de limite, que en la ensefianza tradicional se trata de
manera relampagueante y orientada sélo a la cuestion analitica y a uno que otro ejemplo escrito en el
pizarrén. En la propuesta se not6 la satisfaccion por el acercamiento numérico y grafico, que fueron
tratados en la compuaula con el programa WinPlot y que se reflejaron en la contestacion de los
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cuestionarios y problemarios, disefiados para la propuesta, en la que se resalta que lo observado en
la pantalla de la computadora se reflejara en el trabajo a lapiz y papel.

El trabajo extra clase realizado en funcion de los videos incluidos en el DVD, fueron un factor
importante en las discusiones en el aula, porque se notd en los alumnos que los conocimientos
previos adquiridos con la observacion del video y las correspondientes respuestas a los
cuestionarios, que propiciaron el aprendizaje de los contenido de limites, continuidad y asintotas.

Como toda experimentacion, siempre hay imponderables (variables exdgenas) que se deben cuidar,
pero cuando institucionalmente estos imponderables son generados por los compromisos que no
pueden evitar las autoridades, generan problemas que se ven reflejadas en los resultados de
investigacion, asi que se sugiere que los estudios sean planificados con precision tal que evite
contratiempos, como los enfrentados en este estudio, pues hubo sesiones que se tuvieron que
reprogramar, como la sesion donde se tomarian evidencias en video del desarrollo de la sesion o
como la suspension de clases, que afio con afio se otorgan por la Feria de Cd. Guzman.

Por ultimo, se concluye que este tipo de estudio se debe integrar de manera paulatina en las
instituciones de nivel superior, con las variantes de trabajo individual o colaborativo, con el uso de
las nuevas tecnologias, dejar de lado el trabajo a lapiz y papel y las discusiones en el aula orientadas,
sin dejar de lado que para cada nuevo contenido que se ha de tratar, se sugiere verificar los
conocimientos previos, tendientes a propiciar las discusiones en el aula, como fue el caso de los
videos incluidos en la investigacion o para desarrollar las actividades propuestas.
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Resumen

Resumen: Se presentan los resultados de una investigacion cuyo proposito es
establecer de manera comparativa la eficiencia de dos métodos de ensefianza,
uno con enfoque tradicional [1], y otro con una estrategia didactica que
incorpora la calculadora y basada en la teoria de las representaciones semioticas
de Duval [2]. La eficiencia se midié a través de la actividad cognitiva de los
estudiantes en la manipulacion de los registros de representacién alrededor del
fendmeno sistema masa-resorte, en un curso de ecuaciones diferenciales. Esto en
la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Baja California. A 30 estudiantes
se les ensefid de manera tradicional y a 36 mediante la estrategia propuesta. Se
administro un instrumento de medicion tipo post-test. Los resultados muestran de
manera significativa, mayores niveles de eficiencia en la manipulacién de los
registros en los estudiantes que abordaron el objeto de estudio mediante la
propuesta.

1. Introduccién

Los cursos de matematicas de nivel superior buscan que los estudiantes se apropien de conceptos
matematicos, los cuales deben ser aplicados en otros contextos diferentes al cual se aprendieron.
También se espera que los estudiantes desarrollen habilidades en el manejo de conceptos en sus
diferentes representaciones: algebraico, numérico, grafico e inclusive en el lenguaje natural, asi
como también que logren competencias para modelar, plantear y resolver problemas, representar y
utilizar el lenguaje simbolico y formal. Esta accion presupone la plena comprension de un concepto
matematico, cuanto mas si la situacion de aprendizaje esta enmarcada en un contexto fisico o de
ingenieria.

Segun Artigue [3], estudios realizados sobre la ensefianza universitaria muestran claramente que
esta se centra en el funcionamiento dentro del cuadro algebraico, en una praxis algoritmica y en la
evaluacion de las competencias algebraicas correspondientes. Al parecer s6lo se prepara a los
estudiantes con destrezas y capacidades procedimentales, sin incorporar ni los avances en el
conocimiento de como aprenden los estudiantes ni los recursos tecnoldgicos modernos.

En la formacion del ingeniero, actualmente se estima que entre el 14% y 20% de la carga curricular
son unidades de aprendizaje del area de matematicas. Las ecuaciones diferenciales y el estudio y
aprendizaje de las mismas permiten modelar, comprender y avanzar en el conocimiento de diversos
fendmenos de la naturaleza; crecimiento y decrecimiento poblacional, variacion de temperatura de
los cuerpos, propagacion de los virus, sistemas masa-resorte con o sin amortiguamiento,
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iluminacién, circuitos eléctricos, son ejemplos comunes de ello. Uno de los tdpicos a estudiar
durante el curso de ecuaciones diferenciales, es precisamente el denominado sistema masa-resorte,
el cual tiene multiples aplicaciones en las diversas areas de ingenieria.

Actualmente en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autonoma de Baja California se cuenta
con indices de reprobacion estudiantil en los cursos de ecuaciones diferenciales del orden del 25%
en promedio, lo cual es preocupante, por tal motivo se rezagan o desertan mas de 75 alumnos por
cada semestre solamente debido a esta unidad de aprendizaje.

En el presente proyecto de investigacion se disefié e implementd una estrategia didactica, disefiada a
partir de la teoria cognitiva de Duval [2], toda vez que en las actividades que los estudiantes tienen
que realizar en la estrategia se enfatiza en la habilidad para cambiar de un registro de representacion
a otro, ademas de promover el equilibrio de los distintos registros de representacion (algebraico,
numérico y geométrico) para no privilegiar en particular alguno de ellos; y los avances logrados en
el campo tecnoldgico segin Kutzler [4]. El Disefio de la estrategia didactica considera la dialéctica
herramienta — objeto, de acuerdo a Douady [5], en el cual los conceptos matematicos van alternando
el papel de instrumento o herramienta para afrontar o resolver un problema, y de objeto tomando un
lugar en la construccion de un conocimiento organizado.

Se presentan los resultados de un andlisis comparativo basado en la actividad cognitiva desarrollada
por los estudiantes a partir de la implementacion de la estrategia didactica que incorpora tecnologia
de la calculadora y el instrumento de medicion, con el propdsito de evidenciar que un grupo de
estudiantes que enfrente el estudio del fendmeno sistema masa-resorte y los conceptos matematicos
involucrados en el mismo mediante una estrategia didactica que incorpore la calculadora logra una
mayor eficiencia en cuanto a la manipulacion de los distintos registros de representacion que los
estudiantes de un grupo cuyo acercamiento al tema citado es a través de un enfoque de ensefianza
tradicional.

2. Metodologia

El estudio involucrd a dos grupos de estudiantes inscritos en la unidad de aprendizaje de ecuaciones
diferenciales de la Facultad de Ingenieria en la Universidad Autonoma de Baja California.

El disefio de investigacion que se utiliza es el denominado experimento puro Hernandez, Fernandez
y Baptista [6], en virtud de que se manipula de manera intencional, variables independientes
(enfoque de ensefianza tradicional y otro que incorpora tecnologia de la calculadora) y se mide la
variable dependiente (eficiencia de la actividad cognitiva), asi como para el establecimiento de la
comparacion de los dos grupos. Con el objeto de comprobar si existe diferencia de la eficiencia en
cuanto a la actividad cognitiva desarrollada por los estudiantes ante los dos enfoques de ensefianza
se usa la prueba de diferencia de medias de Walpole y Myers [7].

Los resultados de la aplicacion de un instrumento de medicidon diagnostico permitio establecer la
homogeneidad de los estudiantes en cuanto a la manipulaciéon de los distintos registros de
representacion al momento previo al inicio de abordar el estudio del fendémeno sistema masa-resorte,
toda vez que las pruebas de hipdtesis evidenciaron que no existe diferencia significativa sobre los
registros de representacion de los estudiantes de los grupos participantes. Dicho instrumento se
disefi6 con la consideracion de los criterios de Contreras [8], para la generacion de items en la
construccion de examenes del tipo criterial alineado con el curriculum.
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Participaron en la investigacion 66 estudiantes de la Facultad de Ingenieria, 36 de ellos integraban el
grupo piloto, y el resto (grupo de control) trabajaron de manera tradicional, la experimentacion tuvo
una duracion de 12 dias e incluyo la puesta en escena de la estrategia didactica y la aplicacion de la
posprueba o post-test. La calidad del experimento fue verificada mediante su validez interna, de
acuerdo a Hernandez [6].

El instrumento de medicion post-test o posprueba esta constituido por 34 reactivos y se ha disefiado
bajo las mismas consideraciones que el diagnostico, a diferencia que se aboca a determinar la
actividad cognitiva en cuanto a la manipulacion de los estudiantes para con los registros de
representacion, alrededor de los conceptos matematicos del fendmeno sistema masa-resorte.

La posprueba se administré6 a ambos grupos de investigacion posterior a la puesta en escena de la
estrategia didactica, de manera que la comparacion de los resultados permite determinar si existe
diferencia en la eficiencia de la actividad cognitiva de los estudiantes. La calidad de este
instrumento es juzgada mediante la validez de contenido, toda vez que participaron jueces expertos
en su revision, asi como también por la validez de criterio, en cuanto que se correlacionaron los
resultados con dos pruebas colegiadas, alineadas con el curriculum y criteriales de matematicas [ y
11, las cuales se aplican desde 2007 a nivel Estatal en las Facultades de Ingenieria de la Universidad
Auténoma de Baja California y con las que se obtuvieron una correlacion muestral de Pearson de
0.73 para el caso de matematicas I, y una correlacion de Pearson de 0.79 para el caso de
matematicas II. En ambos casos se rechazaria la hipotesis de no asociacion lineal con un nivel de
significancia de 0.01. También se calculd la confiabilidad por el método de mitades partidas, en
donde se obtuvo un coeficiente de 0.81, calificado como correlacion positiva considerable de
acuerdo a la escala de Hernandez [6].

Ademés de los elementos anteriormente descritos, se determind el promedio del indice de
discriminacion del post-test obteniendo 0.46, el cual puede considerarse como una calificacion
excelente (mayor que 0.40) para Ebel y Frisbie [9].

3. Resultados

Se presentan los resultados de un analisis comparativo entre la actividad cognitiva de los estudiantes
de los grupos de control y experimental, logrados a partir de los esquemas de ensefianza tradicional
y otro que incorpora tecnologia de la calculadora, y medidos con los indices de dificultad con la
administracion de post-test. El indice de dificultad o valor p del reactivo, se refiere a la proporcion
de examinados que contestaron correctamente el item.

La actividad cognitiva de tratamiento externo o conversion evidencia la mayor dificultad para los
estudiantes cuando esta se presenta como necesaria para la resolucion de un reactivo. La
representacion se posiciona como la de menor dificultad y secundariamente la actividad de
tratamiento. De acuerdo a las pruebas de hipotesis no hay diferencia significativa entre tales
actividades cognitivas para el grupo de control.

De manera reincidente los estudiantes del grupo de control muestran mayor dificultad para resolver
los reactivos cuyo registro inicial es grafico, mientras que en contraste se tiene el registro inicial
numérico, de hecho la prueba de hipotesis sugiere diferencia significativa entre los registros grafico
y numérico.
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El grafico de barras (ver figura 1) muestra claramente la diferencia en cuanto a las actividades
cognitivas de los estudiantes del grupo experimental y del grupo de control medidas a partir del
indice de dificultad.

Comparativo grupo de control contra grupo experimental

0.60
0.50
0.40
0.30
0.20
0.10
0.00 T T

Representacion Tratamiento Conversion

Actividad cognitiva W Grupo de control
B Grupo experimental

Indice promedio de
dificultad

Figura 1. Grafico comparativo de los grupos de control y piloto en cuanto a la actividad
cognitiva y el indice de dificultad promedio.

Para el caso de las actividades cognitivas, el comparativo entre los grupos de control y experimental
evidencia diferencia de manera significativa a favor del grupo experimental en cuanto a la actividad
cognitiva de representacion, de tratamiento y de conversion. Ambos grupos reflejan menor
eficiencia cuando la actividad cognitiva requerida para resolver favorablemente un reactivo es la
conversion, le sigue la actividad de tratamiento y la representacion.

Algunos resultados asociados al registro inicial y final de los reactivos presentados en el post-test se
indican a continuacion:

e En todos los casos el grupo experimental presenta contra el grupo de control mayor
eficiencia evidenciado por los indices de dificultad cuando se trata de los registros iniciales
de representacion algebraico, grafico y de lenguaje natural, y aunque minimamente también
en el registro inicial numérico, es en este ultimo registro en el que no existe diferencia
significativa.

e De manera sobresaliente el registro inicial grafico en el grupo experimental destaca ante
cualquier otro registro dentro y fuera del mismo grupo experimental.

e En todos los casos el grupo experimental presenta contra el grupo de control mayor
eficiencia cuando se trata de los registros finales de representacion algebraico, grafico y de
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lenguaje natural, y aunque minimamente también en el registro final numérico, es en este
ultimo registro en el que no existe diferencia significativa.

e De manera sobresaliente el registro final grafico en el grupo experimental destaca ante
cualquier otro registro de representacion dentro y fuera del mismo grupo experimental.

4. Conclusion

Ademas de la medicion de la eficiencia en cuanto a la actividad cognitiva se detectd que la mayoria
de los estudiantes no estdn acostumbrados a trabajar en sus clases habituales con estrategias
didacticas que incorporan tecnologia de la calculadora, sino simplemente con ejercicios mas o
menos rutinarios con dependencia del profesor como producto de la ensefianza tradicional, de hecho
una encuesta aplicada a los estudiantes del grupo experimental evidencié sobremanera el poco uso y
potencialidad de las calculadoras graficadoras y simbolicas (que incluyen Sistema de Coémputo
Algebraico), pues solamente el 21% cuenta con calculadora de ultima tecnologia y la eficiencia de
su uso es muy discutible.

La experiencia puede considerarse como exitosa en varios aspectos, por una parte logra que los
estudiantes del grupo experimental se apropien intelectualmente de los problemas que conforman la
estrategia didactica, ademds se consigue que el estudiante transite adecuadamente del contexto
grafico al contexto fisico virtual, los estudiantes logran describir tanto fisica como geométricamente
los diferentes tipos de movimiento armonico y amortiguado en sus tres dimensiones,
sobreamortiguado, criticamente amortiguado y subamortiguado. Los estudiantes asocian
adecuadamente el grafico de la ecuaciéon de movimiento a partir de la ecuacion diferencial que
modela el sistema, y viceversa.
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Resumen

Las nociones de derivada en un punto y de funcién derivada entrafian
tradicionalmente una dificultad especial para los alumnos. La forma clasica de
introducir el concepto de derivada, con la nocion de limite en el centro de sus
acepciones puntual y funcional, conlleva un alto nivel de complejidad, lo que
pudiera explicar el origen de la dificultad mencionada. En este trabajo se
presentan los avances de un proyecto de tesis que propone una técnica de
construccion de la funcion derivada, con base en el disefio e implementacion de
una secuencia de actividades didacticas asistidas por computadora, que
promueve un significado mas amplio en torno a dicho objeto matematico, con
alumnos del primer curso de Célculo de la Division de Ingenieria de la
Universidad de Sonora, buscando constituir una introducciéon alternativa al
tratamiento via limites, desde la nocion de linealidad local

1. Introduccidn

Es tradicional que, en los cursos de Calculo Diferencial, las nociones de derivada en un punto
y de funcion derivada entrafien una dificultad especial para los alumnos. Particularmente en
el nivel universitario, la forma clésica de introducir el concepto de derivada, con la nocion de
limite en el centro de sus acepciones puntual y funcional, conlleva un alto nivel de
complejidad, lo que pudiera explicar el origen de la dificultad mencionada.

Es frecuente también que en un curso de Calculo se sobrevaloren los procedimientos
analiticos y la algoritmia, desatendiendo la pertinencia de los recursos geométricos y visuales,
entre otras razones, por considerarlos no matematicos. Esto hace comun encontrar estudiantes
que desarrollan una gran habilidad para derivar, sin haber logrado construir un verdadero
significado en torno a las nociones involucradas (limites, pendiente de la recta tangente, razén
instantanea de variacion, funcion derivada).

La desatencion a la articulacion entre representaciones, que privilegia el manejo analitico
sobre el geométrico, se evidencia cuando, ain en los casos mas sencillos, la observacion
simultanea de las graficas de f y f  no logra activar en el estudiante ningin proceso
reflexivo a partir de la definicion de derivada via limite.

Ademés, la dificultad que entrafia el propio concepto de limite (Artigue, 2000) es algo que
motivé el interés por ampliar el abanico de posibilidades para promover la emergencia de la
funcion derivada, buscando no restringirla al tratamiento via limites. Es decir, se trata de
proponer al estudiante la realizacion de una tarea matematica menos compleja, que lo
introduzca al proceso de construccion de la funcidon derivada.

Por todo lo anterior, en lo que respecta a la posibilidad de obtener mejores resultados con
alumnos de un primer curso de Célculo, la reflexion se orienta hacia los siguientes aspectos:
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- La forma en que los procesos de instruccion promueven que los estudiantes construyan su
propio concepto de derivada, a través de practicas que privilegian, finalmente, el uso de
las técnicas de derivacion, por sobre dos grandes aspectos: su interpretacion geométrica
como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, por un lado, y como una
funcion, por el otro.

- La importancia de promover una mayor riqueza en el lenguaje utilizado para abordar la
tarea matematica, concretamente, en cuanto a la articulacion de las diferentes
representaciones asociadas a un objeto matematico.

- La conveniencia de incorporar los recursos que ofrece la herramienta tecnologica, como
una forma de apoyar el quehacer en el aula.

Como proyecto de tesis de desarrollo docente, para la obtencién del grado de Maestria en
Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa, esta propuesta gira en torno a la
siguiente idea: a partir de la grafica de f, mediante una construccion visualmente convincente
de la recta tangente desde la nocién de linealidad local, el alumno pudiera utilizar la
interpretacion geométrica de la derivada para llegar a la identificacion de la expresion
analitica de la funcion derivada, f~.

Asi, la secuencia de actividades didécticas tiene como proposito central el propiciar que el
alumno ponga en juego las diferentes representaciones del objeto funcion derivada, con la
intencion de promover que, a partir de una tabla obtenida mediante el trabajo dinamico
desarrollado con el software, el estudiante construya la grafica correspondiente y, finalmente,
obtenga la expresion analitica de la funcidon derivada. Sin embargo, la aplicacion de la
secuencia va mas alld en sus objetivos, pues contempla, ademads, el aprovechamiento de los
recursos visuales del Applet Descartes para poner al estudiante en contacto con dos nociones
esenciales: la recta tangente como la recta que mas se parece a la curva en las cercanias del
punto de tangencia, y la no derivabilidad puntual de una funcion.

2. Elementos tedricos

El Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instrucciéon matematica (EOS), desarrollado
por Juan Diaz Godino y colaboradores (Godino, 2008), constituye el marco tedrico que
orienta y da soporte a esta propuesta. Las nociones de objetos primarios, practica
matematica, sistema de précticas y significado han resultado muy utiles, como herramientas
teodricas, para dar sustento a los planteamientos contenidos en este trabajo.

Ademas, la identificacion de la trama de funciones semidticas que el alumno debe activar en
el desarrollo de la tarea matematica planteada, permite observar las diferentes paradas que se
realizan en el trayecto, desde la grafica de la funcion f hasta la identificacion analitica de la
funcion derivada de f, lo que, finalmente, favorece la deteccion de posibles conflictos durante
el proceso de instruccion.

De acuerdo a los planteamientos del EOS (Font,2007), la técnica de acercamiento a la
observacion de la linealidad local, en el proceso de construccion de la funcidon derivada,
relaciona los siguientes ostensivos:

Graficade f(x) = zoom Graficade f(x) = Tabladef(xX) =  Graficade f(x)
= =  Expresion analitica de f’(X)
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Asi, para hacer emerger a la funcién derivada de una funcion f en cada actividad de la
secuencia, el alumno debe activar una trama de funciones semidticas, que puede describirse
como sigue:

1. El objeto x con el objeto pendiente del segmento visualizado en el punto de abscisa x

2. El objeto pendiente del segmento visualizado en el punto de abscisa x con el objeto
pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x

El objeto pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa X con el objeto my(x)
El objeto X con el objeto my(X)

El objeto X con el objeto (X, my(X))

AN

El objeto (x, my(X)) con el objeto grafica de my(X); es decir, el objeto (X, m(X)) con la clase
a la cual pertenece

~

El objeto grafica de my(x) con el objeto expresion analitica de my(x)

8. El objeto my(X) con el objeto f’(X); es decir, una notacién con otra diferente pero
equivalente.

9. El objeto x con la clase a la cual pertenece, al considerarla como la variable de la funcion
derivada obtenida.

10. El objeto funcion derivada con la clase a la cual pertenece.

3. Aspectos Metodologicos

La propuesta esta constituida por una secuencia de actividades didécticas, a implementarse en
el curso de Célculo Diferencial e Integral I, correspondiente a los programas de la Division de
Ingenieria de la Universidad de Sonora.

Como elementos que intervienen en la realizacion de cada una de las actividades didacticas
que conforman la secuencia, se identifican los siguientes:

1. Applet Linealizador. Escenario interactivo configurado con el Applet Descartes, que
constituye el recurso indispensable para la realizacion del ejercicio.

2. Hoja de Trabajo. Material impreso y disefiado ex profeso que pretende ser suficiente para
conducir al estudiante durante el desarrollo de cada actividad. Este documento contiene,
por un lado, una coleccion de graficas de funciones, analiticamente no identificadas,
seleccionadas cuidadosamente con objeto de simplificar la tarea esencial y evitar tareas
secundarias “ruidosas”, asi como una serie de indicaciones y preguntas que constituyen la
guia de trabajo, por el otro.

La articulacion de los elementos anteriores busca facilitar que el profesor, con un minimo de
intervencion que propicie en el alumno el mayor grado de reflexion posible, juegue el papel
de conductor de la actividad didactica, promoviendo asi que el estudiante se vuelva el sujeto
ejecutor de la practica, de la manera mas autonoma posible.

En el desarrollo de este proyecto de tesis, se identifican diferentes etapas, distinguiéndose
como la principal de ellas la del disefio e implementacion de la secuencia didactica. Las
actividades didacticas que constituyen la secuencia, disefiadas gracias a la configurabilidad
del applet Descartes, puede describirse brevemente como sigue:
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Actividad 1

Esta primera actividad tiene como propdsito presentar al estudiante una justificacion
visual de una proposicion matematica que es el eje de esta propuesta: la recta tangente es
la recta que mejor aproxima a una curva en las cercanias del punto de tangencia.

La argumentacion planteada por esta primera actividad constituye lo que se denomina un
razonamiento plausible (Polya,1954), ya que se trata de una demostracion verosimil o
convincente (probable) de que la recta tangente coincide con el segmento visualizado.
Asi, el proceso de acercamiento (zoom), posible gracias a los recursos visuales del applet
Linealizador, permite mostrar al estudiante que, de todas las rectas que pasan por un
punto dado de la curva, la que mejor aproxima a ésta en las cercanias del punto es la que
tiene como pendiente la misma que el segmento visualizado y, tras un proceso de
alejamiento, que se trata precisamente de la recta tangente a la curva en dicho punto.

Actividad 2

Dada una terna de rectas, se plantea la construccion de la funcién pendiente de la recta
tangente, my(X), considerando las tres posibilidades: una recta creciente (m>0), una recta
decreciente (M<0) y una recta horizontal (m=0).

El objetivo principal de esta actividad es propiciar que el estudiante concluya que, cuando
f es lineal, la determinacion de la funcidon my(X) no requiere de la ayuda del software.
Ademas, se busca que el alumno reflexione sobre el hecho de que la funcion my(X) resulta
ser constante en todos los casos, asi como sobre la relacion entre el signo de la pendiente y
el comportamiento de la recta como creciente o decreciente.

Actividad 3

En este caso el proceso linealizador se aplica a un conjunto de graficas de funciones
cuadraticas. Se presenta un conjunto de pardbolas que permite al estudiante observar
diversas situaciones en cuanto a concavidad y traslaciones (vertical y horizontal).

El proposito de esta actividad es que el alumno deduzca que, cuando las funciones
analizadas son cuadraticas, la funcion my(X) resulta lineal, y que ésta es creciente o
decreciente como resultado de la concavidad de la pardbola correspondiente. También se
espera que deduzca los efectos de las traslaciones vertical y horizontal sobre la expresion
analitica de la funcion my(X).

Tanto en la actividad 2 como en la 3, se espera que el estudiante sea capaz de realizar por
si mismo la identificacion analitica de la funcion f en cada caso.

Actividad 4

Esta actividad propone al estudiante un proceso linealizador aplicado a las graficas de dos
polinomios: uno de grado 3 y otro de grado 4. Ambos polinomios se han seleccionado
cuidadosamente para facilitar la identificacion analitica de la funcion my(X)
correspondiente.

Lo que se persigue con esta actividad es que el estudiante concluya (tal vez apoyado en
los resultados de las tres actividades anteriores) que, para polinomios de grados 3 y 4, las
funciones my(X) resultantes son polinomio de grados 2 y 3, respectivamente.

Actividad 5

Para esta actividad didactica se presenta una seleccion de graficas de funciones
trascendentes que se consideran esenciales en el estudio del Célculo. Cabe hacer la
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aclaracion de que entre las graficas seleccionadas no se incluye la de la funcién
exponencial natural, pues, dada su importancia, se le considera como unica funcién a
analizar en la actividad siguiente.

El objetivo de la actividad 5 es que el alumno, ademas de identificar la funcion derivada
de cada una de las funciones trascendentes seleccionadas, tenga un primer acercamiento,
aunque minimo, a la Regla de la Cadena y que éste, en su momento, pueda ser retomado
COMoO apoyo.

> Actividad 6

La observacion de la linealidad local de la funcidon exponencial natural se ha postergado
para esta sexta actividad. De las graficas seleccionadas para su andlisis a lo largo de la
secuencia, la de la funcidon exponencial natural es la Gnica que no se presta a que el
estudiante lea, de manera precisa, la pendiente del segmento visualizado a partir de la
cuadricula de respaldo. Asi, se pide al alumno que aproxime, lo mejor posible, el valor de
la pendiente en cada caso, con la intencién de que, al colocar los puntos determinados por
la tabla sobre el plano cartesiano, observe como éstos se ubican sobre la grafica de f, a
diferencia de las actividades anteriores.

Un aspecto importante sobre el cual se pretende incidir a lo largo de las actividades de la 2
a la 6, es la identificacion de los intervalos donde la grafica de la funcion f es creciente o
decreciente, y su relacion con el signo de la pendiente de la recta tangente, lo que
constituiria un primer contacto con los criterios de maximos y minimos relativos.

> Actividad 7

Esta actividad es la ultima de la secuencia y en ella se analizan las graficas de tres
funciones no derivables en uno o mas puntos. Para estas funciones la causa de la no
derivabilidad puntual puede referirse a cambios abruptos en la curva o a la existencia de
una recta tangente vertical.

Como puede apreciarse, el objetivo de esta actividad es esencialmente distinto al de las
demas actividades didécticas, ya que busca poner al estudiante en contacto con la nocion
visual de no derivabilidad en un punto. Asi, en un caso, el propdsito es llevar al estudiante
a concluir que la diferencia entre una curva suave y otra que presenta algin cambio
abrupto en su comportamiento grafico, radica en que sea posible o no visualizarla
localmente como un segmento de recta Unico, mientras que, en el otro, se busca que el
alumno identifique que la derivabilidad en un punto esta relacionada con un valor real de
la pendiente de la recta tangente en dicho punto.

En el desarrollo de este proyecto de tesis, se identifican, ademas del disefio e implementacion
de la secuencia didactica, otras fases como las siguientes:

v’ Revisidn bibliografica

Diseflo e implementacion de un instrumento de diagnostico
Puesta en escena

Diseflo e implementacion de un instrumento de evaluacion
Organizacion y andlisis de la informacion

Reporte de resultados

AN N N N

Version actualizada de la secuencia de actividades didacticas
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De estas etapas, a la fecha faltan por abordar las tres ultimas; es decir, mientras que la revision
bibliografica continta, y asi serd a lo largo de todo el proyecto, tras la aplicacion del
instrumento de diagnoéstico y la puesta en escena de la secuencia, con un grupo de primer
ingreso a la carrera de Ingenieria Quimica de la Universidad de Sonora, al momento se ha
avanzado hasta la implementacion de un instrumento de evaluacién, quedando pendiente el
tratamiento de la informacion recabada.

4. Comentarios finales

Con este trabajo se pretende contribuir a enriquecer el significado del objeto funcion
derivada, a través de un acercamiento alternativo al tratamiento via limites. Este acercamiento
supone el transito del estudiante a lo largo de una ruta procedimental que, desde la nocién de
linealidad local, promueve la emergencia del objeto funcion derivada, a través de la
realizaciéon de una tarea matematica asistida por computadora, que se considera sencilla y
amigable.

Por tultimo, aunque el primer propdsito es el de incidir positivamente sobre el significado de
funcion derivada, se espera que, como consecuencia, los planteamientos aqui presentados
contribuyan a enriquecer también el significado de derivada como objeto matematico,
concebida ésta como la herramienta por excelencia asociada a la medicion de la variacion en
los fenomenos del entorno propios de la ingenieria y, por tanto, como elemento esencial en el
estudio del Caélculo.
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Resumen

En este trabajo se pretende motivar entre los profesores el uso de software
dinamico que permita disefiar ambientes computacionales interactivos con
alternativas visuales en la ensefianza de la derivada. Con esta propuesta, a partir
de la interaccién con las representaciones gréficas dinamicas, los alumnos
desarrollaran habilidades de exploracion y conjetura que les permitira, encontrar
las expresiones analiticas de las derivadas de las principales funciones del
célculo, enriqueciendo de esta manera la variedad de enfoques educativos que se
derivan de atender la visualizacion de las funciones.

1. Introduccion

Con el fin de promover un tratamiento alternativo del estudio de la derivada, partiremos solo
de su interpretacion geométrica como la pendiente de la recta tangente, encontrada ésta como
limite de pendientes de rectas secantes, y mostraremos que con el uso de software dindmico
(Applet Descartes y Geogebra) es posible, a partir de la grafica de la funcion, encontrar la
expresion analitica para la derivada de las mas importantes funciones del célculo.

En la tercera seccidon presentamos un applet que traza la recta tangente a la grafica de una
funcion en un punto dado y, a partir de su interseccion con el eje de las abscisas,
descubriremos la derivada, tanto puntual como globalmente. En las secciones cuatro y cinco
se obtiene la derivada de las funciones seno y coseno, a partir de su representacion en el
circulo trigonométrico. Es pertinente puntualizar que el acercamiento presentado en estas dos
secciones se fundamenta en una serie de tratamientos en el registro geométrico
(construcciones), lo que permite visualizar a la derivada desde una perspectiva diferente.
Finalmente, en la seccion seis, se construye un trazador de la funcion derivada que, desde su
representacion grafica, permite reconocer la expresion analitica respectiva.

2. Contexto y fundamentos de la propuesta

El concepto de derivada se introduce usualmente en los libros de texto mediante una breve
motivacion grafica, para pasar luego a su formulacién algebraica. En dicha introduccion
grafica se plantea el problema de calcular la pendiente de la recta tangente a una curva en
cualquier punto, como uno de los principales problemas del calculo. Sin embargo, esta
aproximacion resulta insuficiente para establecer una base de significacion grafica en el
estudiante, porque una vez presentado y definido, el resto del tema se desarrolla de manera
algebraica.

El problema de calcular la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto dado, es un
problema local y, como algunas investigaciones en educacién matematica han mostrado, el
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establecimiento de la relacion general entre una funcidn y su derivada no es cognitivamente
un problema simple. La diferencia, tal como lo ha sefialado Sfard (1992), estriba en concebir a
la funciébn como un proceso o como un objeto. Es conveniente destacar la importancia de
introducir los conceptos matematicos, no en términos estructurales, sino procedimentales y
permitir al estudiante avanzar tanto como el software lo permita. Tal como Sfard lo ha
planteado: No debe exigirse una concepcién estructural mientras que el estudiante pueda
hacer bien las cosas sin ella.

Gracias al surgimiento de lo que hoy se conoce como paquetes computacionales de geometria
dindmica, es posible profundizar en las aproximaciones graficas-numéricas
a los conceptos matematicos. Particularmente en el presente trabajo, se utiliza el Applet
DESCARTES y GeoGebra, para proponer actividades de aprendizaje mediante
construcciones graficas-numéricas manipulables directamente en pantalla.

Las ideas expuestas aqui no pretenden sustituir el desarrollo analitico del tema sino, mas bien,
servir como soporte intuitivo a ese desarrollo.

Se presenta un acercamiento sobre la base de que un ambiente computacional disefiado para la
ensefianza, debe permitir al estudiante la interactividad con las representaciones graficas y
numéricas y, como resultado de ello, detectar patrones de comportamiento y formular
conjeturas sobre los objetos representados y sus caracteristicas. Asi, se considera que una
primera aproximacion grafica a los conceptos matematicos, puede ser til para crear una base
de significacion mas concreta, antes de examinar estos conceptos a un nivel mas abstracto vy,
que la manipulacién de las representaciones graficas dinamicas puede ayudar a construir
dicha base de significacion.

3. La derivada a partir de consideraciones geomeétricas de la recta tangente

Con la ayuda del Applet Configurable DESCARTES, se construye un archivo en el que se
muestra la grafica de una funcion y la recta tangente en un punto, construida ésta como
aproximacion de secantes, como se muestra en la Figuras 1 y 2.

5

//ﬂ
A0 o Ox=.35
Tu=10.4%
x+h=1.53238

Figura 1 Figura 2

Se disefian actividades escritas para que, mediante la interactividad con el software, el
estudiante descubra, para cada funcion dada, una propiedad que cumplen todas las rectas
tangentes, que le permitan determinar su pendiente, es decir la derivada de la funcion en el
punto dado y, posteriormente, generalizarlo para obtener la expresion analitica de la funcion
derivada.
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Esta propuesta esta basada en un archivo que permite modificar en pantalla, la expresion
analitica de la funcidn y el valor de x. Hechas estas modificaciones, se mostraran en pantalla,
los cambios graficos y numéricos correspondientes.

Al abrir el Applet, se muestra la grafica de la funcion f, y la recta secante que pasa por los
puntos (X, f(X)) y (x+h, f(x+h)) (Figura 1). Hacemos h =0.000001, de tal manera que la
recta secante pueda considerarse como la recta tangente a la grafica de f, en el punto (X, f (x)).
(Figura 2). Localizamos la interseccion de la recta tangente con el eje de las abscisas, y
guiamos al alumno para que descubra la propiedad que tienen todas las tangentes y, con la
ayuda del tridngulo que se muestra en amarillo (Figura 2), calculamos la pendiente de la recta
tangente, obteniendo asi la derivada en el punto dado.

La actividad consiste en proporcionar al alumno un archivo como el de la Figura 3, en el que
se muestra la grafica de la funcion f(x) =x’ y se le pide que interactie con él, visualizando
numéricamente la interseccion de la recta tangente con el eje de las abscisas, con la ayuda del
zoom. El Applet muestra en cada acercamiento, las marcas del eje X, en unidades, décimas,
centésimas, etc. Por ejemplo para X = 1.38, visualizara la interseccion en 0.69 y por lo tanto,
mediante un sencillo cdlculo numérico, encontrard que la pendiente de la tangente serd m =
2.76. Una vez hechas estas exploraciones en algunos casos particulares, se le pide que anote
sus datos en una tabla como la de la Figura 5, y que conjeture una expresion analitica para

f'(x).

X f’(X)

. / -1 -2

0 0

1 2

1.2 2.4
1.38 2.76

N 1.5 3

/ 2 4

Tabla 1

Figura 3

Una vez analizados los casos particulares, el alumno descubrird que la propiedad que cumplen
todas las tangentes a la parabola, es que el corte se da en el punto medio del segmento Ox,
visualizando de esta manera, la derivada puntual y la funcion derivada de la parabola, como la
razon del cateto opuesto al cateto adyacente, en el tridngulo de color amarillo.

2 2 _ 2 2
X F1(x)=m = X =0 _ X :2x
X—X/2 X/2 X

=2X

Figura 4
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Con una exploracion similar, el alumno descubrird la derivada de f(x) = Jx , analizando el
corte de la recta tangente con el eje de las abscisas, para obtener asi, como en el caso anterior,

f'(x):m:ﬂz X :lx‘“2 :L
X 2 2 24x

Finalmente, se le pide al estudiante que explore la derivada de otras funciones de la forma
f(x)=x“ del

la funcion derivada:

para algunos valores reales exponente, como por ejemplo

d

a-1

a=3,4,5-1, -2,1/3, 2/3,

-1/2, ...

etc, conjeturando que:

— X% =axX
dx

Asimismo, encontrara que para la funcion f(x)=e*, la interseccion de la recta tangente con
X

el eje X se da una unidad a la izquierda del punto X, obteniéndose: f'(x)=m = eT =e*, es

d
decir | —e* =¢*

dx
4. La derivada de funciones trigonométricas utilizando el Teorema de
Pitagoras y la identidad trigonométrica sen?x + cos?x = 1

05 3 35 3 45 5
AN
N -
1 — — _.z'"/

Figura 5

Con GeoGebra, graficamos f(X)=sinX y su recta tangente L, en el punto P de abscisa X. y

hacemos la siguiente construccion para determinar la derivada de f :
a) Trazamos el segmento horizontal PB de longitud 1
b) Trazamos el segmento vertical AB, con A sobre la recta tangente.
c) La longitud de AB representard graficamente la pendiente de la recta tangente, es
decir, la derivada de f en el punto X. Nota: cuando la recta tangente tenga pendiente
negativa, BA=-AB
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d) El segmento AB se desplaza paralelamente a la interseccion B’, del eje X con el circulo

e)
f)

g)

5. La derivada

de radio 1 centrado en P, obteniéndose el segmento A’B’

Trasladamos este segmento al eje de las abscisas a partir de un circulo con centro en
B’

De la interaccion con el software, se observa que el extremo A’ cac SIEMPRE sobre el
punto X.

Como Px =sinx y PB’ =1, por el Teorema de Pitagoras, en el triangulo sombreado
tendremos: sin® X+ (xB')> =1
obtenemos:

y de la identidad trigonométrica sin® X+cos> X =1,

d (sin X) = cos X
dx

de funciones trigonométricas utilizando el Circulo

Trigonomeétrico

T
25

Circulo de radio 1 con centro en C

Figura 6

De manera andloga al caso anterior, hacemos uso de las definiciones de las funciones

trigonométricas referidas al circulo unitario.

Con GeoGebra hacemos la siguiente

construccion:

a)

Trazamos un circulo de radio 1 con centro en el origen (circulo trigonométrico)
El segmento CE representa el seno del arco t;.
El segmento BD representa el seno del arco t;.
Con centro en C, trazamos un circulo de radio 1 (circulo punteado )
sinty —sinty  BF _GH _ GH

t, —t; BC GC
De la interaccion con el software observaremos que si acercamos t; a tj, es decir, en
el limite, la recta que contiene al segmento GC es la recta tangente y en consecuencia
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sera perpendicular al radio OC, por lo tanto los tridngulos OCE y GCH son
semejantes.

g) De la semejanza de los triangulaos, tenemos que, en el limite, GH = OE.

h) En el circulo trigonométrico, por definicion, OE = cost; .

. . ) int, —sint
i) En consecuencia, f'(t;)= lim e ik Y| cost,

Lot tz _tl

. . . d .
Asi pues de manera grafica hemos establecido que d—sm X = cos X
X
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Nivel educativo: Superior
Resumen

Se presenta el primer acercamiento al tema a desarrollar como trabajo de tesis
para obtener el grado de maestria en el Programa de Maestria en Ciencias con
Especialidad en Matemética Educativa de la Division de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad de Sonora. Este reporte particularmente se centra en
la ubicacion y la justificacion de la problemética que se aborda, asi mismo se
presenta una de las actividades con la gque se tiene planeado introducir el tema de
muestreo del programa de Estadistica Il (Estadistica Inferencial) del area
Econdmico Administrativo de la Universidad de Sonora.

1. Introduccidn

El trabajo se enmarca en el desarrollo de un tema del curso de Estadistica II del area
econdmico administrativo, mismo que estd disefiado en el marco de los Lineamientos
Generales para el Nuevo Modelo Curricular de la Universidad de Sonora [1]. Dada la
naturaleza del trabajo que se va a desarrollar nos parece importante sefialar algunos de los
objetivos de dicho modelo curricular:
1. Fomentar en los estudiantes el descubrimiento y construccion de conocimiento, en
oposicion a la tendencia predominate de trasferencia del conocimiento.
2. Centrar los procesos de ensefianza y aprendizaje en los estudiantes y no en los
profesores.
3. Introducir el trabajo en equipo entre la planta docente y los estudiantes.
4. Promover la flexibilidad, movilidad y vinculacion en el desarrollo del curriculo.
5. Incorporar el uso nuevas tecnologias en la ensefianza.

Esta estructura curricular exige una forma distinta de trabajar en el aula de como se ha venido
haciendo en esta institucion. Particularmente, en el caso de los cursos de estadistica, se ha
visto que la ensefianza tradicional no impacta de manera importante en el desarrollo de
conocimientos significativos para los estudiantes, ya que habitualmente se ensefian técnicas
aisladas que tratan de unirse al final con algun tipo de “aplicacidon”; se ensefian primeramente
teorias y formulas y después algunos ejercicios; se enfatiza en calcular una respuesta correcta,
sin entender para qué se esta realizando ese calculo.

2. La propuesta

Primeramente sefialaremos que el trabajo de tesis que se pretende realizar corresponde a una
tesis de desarrollo docente, con la intencion de disefiar una serie de secuencias de actividades
didacticas para el tema de muestreo del programa de Estadistica II (Estadistica Inferencial)
del Area Econdémico Administrativo de la Universidad de Sonora.

Un punto de partida para este trabajo es considerar que el proceso de aprendizaje que realiza
el estudiante se genera a partir de las situaciones de aprendizaje con las cuales interacciona,
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utilizando su propia experiencia, ademas que las situaciones de aprendizaje le seran
significativas en la medida que le sean atractivas, cubran alguna necesidad y/o se utilicen
entornos que les sean familiares e interesantes.

En la tesis se van a desarrollar secuencias didacticas para los siguientes aspectos:
a) Conceptos basicos: espacio muestra, poblacion objetivo, variable y muestra.
b) Tamafo de muestra.

¢) Tipos de muestreo: aleatorio y no aleatorio.

d) Implicaciones del muestreo en la aplicacion de parametros estadisticos.

Sin embargo, hasta este momento so6lo se tienen desarrolladas actividades introductorias para
los conceptos basicos, a manera de ejemplo se presentard una de ellas en un apartado
posterior.

3. Justificacion

La estadistica es una ciencia que ha tomado mucha importancia en el ultimo siglo, su
desarrollo y aplicacion ha permitido un avance gigantesco a la sociedad al convertirse en el
medio matematico para modelar el comportamiento de informacion de ciertos fenomenos. Se
ha convertido en el conjunto de herramientas que son base para analizar datos de un disefio
experimental, donde la finalidad de dichos analisis y tratamiento de informacion es simple y
sencillamente una mejor toma de decisiones. Asimismo, nos encontramos en una sociedad
que estd expuesta por diferentes medios de comunicacidon a un gran cimulo de informacion
que no necesariamente se presenta de manera accesible y digerible, ademas en muchos casos,
estamos en la necesidad de “crear” nuestra propia informacion. Requerimos entonces del
conjunto de conocimientos que nos permitan entender, interpretar, analizar y crear de manera
objetiva esta informacién: por ello requerimos de una base de conocimientos estadisticos. En
este sentido, la incorporacién de materias de estadistica en los diferentes niveles educativos
toma ain mayor importancia.

Se considera entonces, que en este momento es valido preguntarse: ;Qué se persigue
exactamente con la ensefianza de la estadistica? ;Qué se espera que realice el individuo que
aprende estos conocimientos? ;Coémo puede ayudar esto en la formacion del individuo? Las
instituciones educativas, por lo general, no pretenden formar estudiantes que sean expertos en
estadistica, pero tampoco desea capacitarlos para realizar calculos y procedimientos sin
ningun significado en los contextos que se realizan. Se desea incidir en aquellos elementos
que seran realmente utiles, dentro de las posibilidades, en la vida profesional de cualquier
individuo. Estos elementos conforman la base de conocimientos y capacidades estadisticas
necesarias para desarrollar lo que se considera una cultura estadistica, esto es: “a) capacidad
para interpretar y evaluar criticamente la informacion estadistica, los argumentos apoyados en
datos o los fendbmenos estocasticos que las personas pueden encontrar en diversos contextos,
incluyendo los medios de comunicacidon, pero no limitdndose a ellos, y b) capacidad para
discutir o comunicar sus opiniones respecto a tales informaciones estadisticas cuando sea
relevante.” [3].

Batanero [2] propone los siguientes elementos como aquellos que se mantienen como
inalterables y preparan para la autoformacion futura:

e (Conocimientos y destrezas. Se desea que el estudiante sea capaz de disenar
investigaciones, recoger datos de observacion y representarlos, diferenciar entre datos
categoricos y numéricos, usar medidas de tendencia central, seleccionar las mejores
formas de representacion para los datos y poder hacer conclusiones en base a la
evidencia.
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e Razonamiento estadistico. Dividido en 5 cualidades:
o Reconocer la necesidad de los datos.
o Transnumeracion.
o Percepcion de la variacion.
o Razonamiento con modelos estadisticos.
o Integracion de la estadistica y el contexto.

e Intuiciones. Que el individuo no se deje engafar por las intuiciones que posea sobre el
azar y que pueda diferenciar aquellas que sean correctas o no aplicando el
razonamiento estadistico para la toma de decisiones.

e Actitudes. La suma de emociones, sentimientos, valores y actitudes pueden tener un
impacto en el proceso de aprendizaje del objeto de estudio e influir de manera
considerable en el individuo.

Un vistazo rapido a textos tradicionales de estadistica, segun el area, permite ver que las
situaciones utilizadas obedecen ciertamente a contextos de la vida diaria, es decir, situaciones
cuyos escenarios pueden resultar bastante familiares al estudiante. Sin embargo, el hecho de
utilizar situaciones ambientadas en contextos “tangibles”, se perfila en realidad més como un
recurso de motivacion y ejemplificacion; mientras que el proceso de ensefianza de los
conceptos matematicos queda como algo tradicional. Por lo regular, se deja de lado el
contexto para declarar definiciones, conceptos, teoremas, etc. y después quizas regresar a lo
planteado inicialmente para aplicar este nuevo conocimiento adquirido. Este proceso nos hace
dudar de su eficacia en términos de aprendizaje. Es necesario considerar aquellas actividades
que el profesor lleva a cabo dentro y fuera del aula para lograr que el aprendizaje se cumpla,
es decir, la planeacion didactica a implementar.

Tomando en consideracion lo que se desea formar y promover en el estudiante, la presente
propuesta toma como base la utilizacion de situaciones que no so6lo estén en contextos
tangibles y su intencion sea la de ambientar, sino que éstas sean el medio donde se plantean
problemas que el estudiante debe resolver y a través de este proceso, construya sus
conocimientos estadisticos. Por medio de cuestionamientos y reflexiones planteadas,
promovidas por el profesor, se busca que el estudiante proponga y ponga en practica
estrategias para encontrar soluciones y valorarlas a través del andlisis de los resultados
obtenidos.

En el contexto de todo lo anteriormente sefialado y por necesidad de acotar el tema de tesis,
es que se eligid uno de los conceptos fundamentales de la estadistica inferencial, el tema de
muestreo. Es el muestreo quien proporciona la representatividad necesaria para inferir sobre
toda una poblacidn, la correcta seleccion de muestras nos brinda la posibilidad de trabajar con
conjuntos de datos no grandes que pueden representar otros conjuntos de mayor tamafio o
inclusive de poblaciones “infinitas”. Los elementos que giran alrededor del muestreo son
considerables, como lo pueden ser procesos aleatorios y probabilisticos, de proporcion,
niveles de confianza, estadisticos, etc. La conjugacién de dichos elementos deriva en las
diferentes técnicas de muestreo, divididos en muestreo aleatorio y no aleatorio, que a su vez
se dividen en el muestreo estratificado, sistematico, por conglomerados, a conveniencia, etc.
Escoger el método apropiado para realizar muestras implica una comprension de los
elementos mencionados, asi como conceptos basicos de estadistica, como pueden ser el
espacio muestral, poblacion objetivo, variable estadistica, etc. Alrededor de ellos se
desarrollaran las secuencias didécticas.
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4. Actividad didactica

En este apartado se presenta, a manera de ejemplo, una actividad que forma parte de una
secuencia de actividades en las que se aborda el tema del muestreo. Es una primera actividad
de caracter introductorio y de arranque, en la que se tratan temas iniciales y basicos de un
curso de estadistica inferencial. En esta actividad se plantean situaciones problémicas cuya
finalidad es ser uno de los principales recursos didacticos.

Actividad de introduccion
Objetivos de la actividad: que el estudiante:
1) Reflexione acerca del papel que desempeiia la utilizacion de instrumentos para

recopilar informacion de una poblacion, particularmente las encuestas.

2) Identifique en las situaciones planteadas los siguientes conceptos: El universo, la
poblacion objetivo, la variable estadistica.
3) Reconozca la necesidad de realizar un muestreo.
Estrategia didactica:
Trabajo individual en hojas de trabajo, discusion de respuestas en equipo y discusion grupal
con la direccion del profesor.
Situacion 1. Estudio de mercado.
La empresa Coca Cola desea lanzar al mercado una nueva bebida y ha seleccionado la ciudad
de Hermosillo para la etapa inicial de lanzamiento. Antes de comenzar la campafia de
lanzamiento, la empresa necesita informacion acerca de la competencia en el mercado de esta
ciudad. Contesta lo siguiente
a) ¢De qué manera se podria obtener esta informacion?
b) Menciona las ventajas y dificultades que se presentarian en tu propuesta. *'
c) Después de haber comparado tu propuesta con la de tus compafieros, ;cual crees que
sea la propuesta mas apropiada? Justifica tu respuesta y comenta con tus compafieros.
*
Si se optara por utilizar una encuesta para recabar la informacion que se necesita:
d) (Qué preguntas especificas harias para conocer la informacion acerca de la
competencia?
e) (Qué caracteristicas consideras deben tener los individuos que te darian informacion
relevante respecto a la problematica de interés?
f) (Qué caracteristicas consideras no serian de interés conocer?
g) Describe el perfil de la persona que resulta de interés para el estudio que se pretende
realizar.

h) (;gjuéles de estas caracteristicas se pueden “medir”? ;cudles no? Explica en cada caso.
k
De acuerdo al ultimo Conteo de Poblacion y Vivienda, realizado en 2005, la ciudad de
Hermosillo cuenta con 641,791 individuos.
1) ¢ Cudl crees que sea la proporcion de individuos que poseen las caracteristicas que te
interesan?
Si los individuos que poseen las caracteristicas de interés son 398,620.
J) (Sera posible preguntar lo que interesa a cada uno de estos individuos?
k) ¢Qué proporcion de esta poblacion consideras necesaria encuestar? Justifica tu
respuesta
1) Realiza diferentes propuestas de como se podrian escoger los individuos.

m) ¢Cual crees que sea la mejor propuesta o método de seleccion? Justifica tu respuesta.
#4
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*lSe abre un espacio para que los estudiantes discutan las respuestas de las preguntas
anteriores en equipo, de manera que puedan intercambiar ideas y enriquecer las propias.

*2 Se espera que los estudiantes propongan diferentes formas de recopilar informacion, donde
uno de los instrumentos sea la utilizaciéon de encuestas. Es necesario consensar de manera
grupal que este es el camino mas conveniente, aclarando solo si es necesario, que el contexto
brinda elementos suficientes para llevar esto a cabo.

*? Se procede de nuevo a comparar respuestas en equipos para pasar a una discusion grupal y
llegar a un acuerdo donde se establezcan las caracteristicas de interés y el por qué de éstas.

** En esta Gltima intervencidn, se realiza un analisis de las propuestas de manera grupal,
haciendo que los estudiantes expliquen y justifiquen las respuestas de las ultimas preguntas.
La intencion es dejar abiertas las propuestas y no clasificarlas por correctas e incorrectas, de
tal forma que quede pendiente la validacion de las mismas por parte del profesor.

En la siguiente situacion se realiza un cambio de contexto donde se provee de informacion
acerca del instrumento de medicion utilizado. Se cambia también el registro de representacion
en el cual se brinda la informacion.

Situacion 2. Instalaciones sanitarias.

La Secretaria de Desarrollo Social (SEDESOL) desea conocer el estado de las instalaciones
sanitarias de las escuelas publicas de nivel bésico (preescolar, primaria y secundaria) en el
municipio de Cajeme. Para realizar esto, se aplicard una encuesta que contiene las siguientes
preguntas.

1. Nombre de la escuela

2. Tipo de escuela (preescolar general, preescolar
indigena, primaria general, primaria indigena, secundaria comunitaria, secundaria general,
secundaria técnica y telesecundaria)

3. Ntimero de alumnos de la escuela

4. Numero de bebederos

5. Estado de los bebederos (excelente, bueno,
regular, malo y pésimo)

6. Numero de bafios

7. Estado de los banos (excelente, bueno,
regular, malo y pésimo)
8. Problemas de los bafios (texto abierto)

Contesta lo siguiente:
a) (Queé diferencias o similitudes encuentras en las respuestas a las preguntas anteriores?

b) (Cuales de ellas se pueden “medir” y cuéles no? Justifica tu respuesta.

¢) Propodn otras preguntas cuyas respuestas puedan ser “medidas” y otras que no lo sean.
1

Debido a los limitados recursos que posee la institucion, se ha decidido levantar informacion
solo en algunas de las escuelas mencionadas. SEDESOL cuenta con la informacidon que se
proporciona en la tabla 1 acerca de las escuelas en el municipio de Cajeme.

a) (Cudles localidades tomarias en cuenta para seleccionar escuelas?, ;cudles no?

b) (Qué proporcion seria este nimero del total de escuelas en el municipio?

c) Para la localidad de Ciudad Obregén, ;cuantos preescolares, primarias y secundarias
crees que sea conveniente seleccionar? Justifica tu respuesta.

d) Para la localidad Pueblo Yaqui, ;cudntas primarias ser4 conveniente seleccionar? **

*1 Qe pretende hacer énfasis en el tipo de preguntas que se realizan en la encuesta para
continuar tratando el concepto de variable estadistica, se puede retomar rapidamente las
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preguntas planteadas en la situacion 1. También se espera consensar caracteristicas de interés
como refuerzo de la situacion anterior.

*2 Se recomienda que los alumnos justifiquen el por qué de las respuestas de este segundo
bloque, haciendo énfasis en el nimero de escuelas por localidad. Se propone también que el
estudiante proponga otro criterio para seleccionar escuelas, diferente al que haya planteado.

Tablal
Municipio Localidad Nimero de escuelas | Preescolar | Primaria | Secundaria
Cajeme Ciudad Obregdn 59 4 39 16
Cajeme Cuauhtémoc 3 1 2 0
Cajeme Cacorit 2 1 1 0
Cajeme Colonia Allende (EI Dieciocho) 2 2 0 0
Cajeme Esperanza 9 2 5 2
Cajeme Francisco Villa 3 2 1 0
Cajeme Los Hornos 4 1 3 0
Cajeme Marte R. Gémez (Tobarito) 1 1 0 0
Cajeme Mora Villalobos (Campo 29) 1 1 0 0
Cajeme Pueblo Yaqui 12 3 7 2
Cajeme El Olvido 1 1 0 0

5. Conclusiones

Como se preciso al inicio, lo que aqui se presenta es el primer acercamiento al tema de tesis,
de tal forma que mas que establecer conclusiones en este apartado, se sefialaran algunas
acciones que se calendarizaron para el semestre 2010-1 y asi lograr avanzar en la concrecion
del trabajo. Primeramente, se estan realizando lecturas para poder precisar a la brevedad un
marco tedrico pertinente, ésta es una de las acciones prioritarias para poder seguir
desarrollando las actividades didacticas, se realizard un pilotaje en dos grupos del curso de
Estadistica II con las actividades que hasta el momento se tienen disefiadas, se realizaran
entrevistas a profesores que imparten la materia para conocer las dificultades que a su parecer
tienen los estudiantes en torno al tema seleccionado y se continuard con el disefio de las
secuencias de actividades didacticas de acuerdo a los contenidos sefialados en la propuesta e
incorporando tecnologia.
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Resumen

Estamos presentando la descripcion tedrica y metodolégica de un proyecto de
investigacion cuyo principal objetivo es el estudio y andlisis de los tipos de
argumentos utilizados por estudiantes de Ultimos semestres de nivel medio
superior, contrastandolos con los realizados por estudiantes de nivel superior,
seleccionando a representantes de los distintos niveles educativos ya
mencionados, con una orientacion matematica. La investigacion pretende
generalizar las observaciones con el fin de tomarlas como punto de partida en el
disefio de actividades que promuevan el avance gradual de las argumentaciones
de los alumnos hacia las demostraciones formales, propias de la disciplina
Matematica.

1. Introduccidn

Entre la comunidad docente es innegable la importancia de la demostracion matematica
dentro del trabajo en el aula y, aunque la gran mayoria destaca su trascendencia en la
formacion del estudiante, generalmente se le asigna un trabajo implicito o superficial, al
limitarse a desarrollar héabitos en la forma de actuar durante la actividad matematica
(descuidando los distintos papeles que desempefia dentro del salon de clases). Las
argumentaciones en al aula, en general, son utilizadas para validar o explicar afirmaciones
utilizadas durante la resolucion problemas, demeritando su uso como medio para comunicar
los descubrimientos matematicos entre los involucrados (maestro-alumno o, de mayor
relevancia en la evaluacion del aprendizaje, alumno-alumno y alumno-maestro) y
descuidando, ademas, el uso sistematico asumido en la disciplina desde la influencia de
Euclides en la organizacion matematica.

El interés del presente trabajo es detectar la influencia de la metodologia mencionada
anteriormente, asumida por los profesores de manera habitual, mediante la identificacion del
tipo de argumentaciones utilizados por estudiantes de preparatoria, contrastandolos con los
usados por alumnos de nivel profesional (de los primeros semestres, para evitar ventajas). Al
margen de la influencia del trabajo en el aula, un objetivo secundario es generalizar lo mas
posible los resultados, para tomar éste diagnostico como punto de partida, ideal, en el disefio
de actividades que fomenten el avance gradual hacia demostraciones rigurosas, propias de la
matematica formal.

La estrategia a utilizar consiste en el disefio e implementacion de actividades donde el proceso
de exploracion-conjetura-demostracion tome un rol significativo y, ademas, utilizar las
categorias de demostracion propuestas por Rodriguez (2006).

2. Planteamiento del problema, preguntas de investigacion y objetivos
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El asignar un papel protagénico a la argumentacion en el quehacer matematico escolar (en
particular a la demostracion matematica y sus caracteristicas) es indispensable en la
formacion de los estudiantes y, en teoria, los profesores estan conscientes de dicha
trascendencia, no obstante, descuidan el tratamiento del tema dentro de su practica
profesional, segin diversas investigaciones mencionadas en Crespo (2007, p.18). Es en este
punto donde comienza nuestro proyecto, con la intencion de clarificar el efecto del
tratamiento implicito de la demostracion matematica en el aula, mediante el analisis del tipo
de argumentaciones usadas por estudiantes entrenados bajo ésta metodologia de ensefianza.
En un intento de objetivar los resultados hemos decidido contrastar los argumentos usados por
estudiantes que se encuentran en la transicion preparatoria-universidad, y ademas cursando
alguna especialidad matematica (tentativamente con alumnos de la especialidad Fisico-
Matematico de Cobach y alumnos de la Licenciatura en Matematicas de los primeros
semestres), pensando considerar algun grado de exigencia que los estudiantes asuman, para
sus pruebas, en cada nivel escolar. Dicho esto, las preguntas que guiaran la investigacion son
las siguientes:

O (Qué tipo de argumentos plantean los estudiantes para validar sus conjeturas?
(Realmente consideran (ellos) que son contundentes?

O (Es posible generalizar los tipos de argumentos utilizados (diferenciando el nivel
medio superior y superior)? ;Bajo que condiciones?

O Qué caracteristicas comunes son identificables en los argumentos de estudiantes?

O Cual es la axiomatica en la que basan sus argumentos? Especificamente ;En que
medida estan influenciados por sus percepciones?

Dadas las interrogantes que nos interesan, es necesario disefiar un instrumento
suficientemente potente para capturar de manera fiel los argumentos de los estudiantes (tanto
explicitos como implicitos), razéon por la cual es conveniente la realizacion periodica de
pilotajes para evaluarlo. A la par de la retroalimentacion del instrumento de captura de
informacion, destacamos los siguientes objetivos en la investigacion:

O Hacer un diagndstico sobre el tipo y “nivel” de razonamiento que muestran los
estudiantes ante el desarrollo de pruebas (sin influencia del profesor).

O Analizar las argumentaciones de los estudiantes e identificar las generalmente
utilizadas y admitidas.

O Usar el reconocimiento del tipo de argumentacion utilizado por los estudiantes como
punto de partida en el disefio de actividades que permitan un avance gradual hacia la
demostraciéon matematica, reconocida en la disciplina y con los lineamientos del
razonamiento formal caracteristicos.

3. Marco Tedrico

Las corrientes teoricas que podemos destacar son: El papel y las funciones de la demostracion
propuestas por de Villiers (1993) citada por Crespo (2007, p.62-63) y las aportaciones de los
esquemas de demostracion, y el andlisis de éstos, hecho por Rodriguez (2006). De Villiers
considera distintas funciones de la demostracion en el salén de clases, al no limitarla a
procesos de verificacion, asignada dentro de la disciplina matematica por sus lineamientos
logicos, o como metodologia de explicacion de resultados matematicos, atribuida por los
profesores; considera, ademas, la importancia de las demostraciones en el descubrimiento de
nuevos resultados en matematicas (construidos por el estudiante), la comunicacion de éstos
entre los involucrados en la actividad escolar (maestro-alumno o, de mayor relevancia para
nuestro estudio, alumno-alumno y alumno-maestro) y la organizacion sistematica de los
resultados (propios de la influencia de Euclides).
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Las consideraciones que pretendemos enfatizar en la actividad ha implementar se realizan con
el afan de rescatar los papeles relacionados al descubrimiento y comunicacion de resultados
matematicos, intentando ademas identificar la organizacion sistematica, explicita o implicita,
utilizada por los estudiantes, permitiéndonos ver su concepcion del conocimiento matematico
(mediante el reconocimiento de los axiomas y lemas usados en la resolucion de problemas).
Cabe aclarar que no pretendemos omitir los papeles de verificacion y explicacion, usualmente
trabajados, tan solo no demeritar el resto de funciones complementarias de la demostracion
matematica en la formacion escolar.

En cuanto al uso de las categorias de demostracion presentado por Rodriguez (2006), han sido
seleccionados por los diversos matices que se le asigna a las de tipo empirico y deductivo, lo
fino de estas clasificaciones nos permitirdn precisar los tipos de argumentos usados por los
estudiantes bajo la premisa, a priori, del salto intuitivo—racional que representa el nivel
preparatorio, lo que implica esperar de ellos respuestas de éste estilo. A modo de sintesis, es
conveniente mencionar, a grandes rasgos, la clasificacion de las categorias de demostracion
que se mencionan.

En una primera instancia se diferencian las demostraciones influenciadas por agentes externos
a la propia persona y aquellos que son gestados en el interior del sujeto, en conviccion externa
y conviccion propia respectivamente. La categoria de conviccidn externa podemos clasificarla
a su vez, dependiendo del origen la influencia, en:

Rituales Cuando la fuente de conviccidn se basa en una cierta apariencia de
los argumentos (plausibles).

Simbdlicas Cuando la conviccion es fruto de manipulacion simbolica de
diversas expresiones.

Autoritarias Cuando la creencia se basa en la autoridad asignada a otra persona,

un libro de texto o cualquier otro elemento que represente un
conocimiento Superior.

Los argumentos de conviccion propia, a su vez, se clasifican en empiricos o deductivos. Entre
los de tipo empirico podemos diferenciarlas, dependiendo de la fuente de conviccion, en: las
que provienen de la comprobacién en ejemplos o generalizacidon de comprobaciones
(inductiva) o las basadas en experiencias fisicas (perceptivas). Otros criterios para
clasificarlas, son segiin la forma de escoger los ejemplos representativos (Empirismo naif,
Experimento crucial, Ejemplo genérico y Exhaustivo) o el grado de abstraccion involucrado
(Pura o Con inferencia), ilustrado en la siguiente tabla.

Segun la forma de escoger los ejemplos

Empirismo naif Cuando la conjetura se verifica en algunos ejemplos seleccionados al
azar y sin un criterio especifico.

Experimento crucial ~ Si se verifica en un ejemplo escogido de manera que sea “lo menos

particular posible”.

Ejemplo genérico Si se verifica en un ejemplo al que se le da el cardcter de
representante de su clase (genérico).

Exhaustivo Si la conjetura hecha se verifica en todos los casos posibles (aplicable

unicamente en conjuntos finitos).
Segun el grado de abstraccion
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Pura Si la justificacion consiste en realizar comprobaciones empiricas de
que la propiedad se cumple.

Con inferencia Cuando, a pesar de seguir basandose en ejemplos, se realizan
razonamientos mas alld de las comprobaciones empiricas, como el
uso de propiedades aceptadas o relaciones entre elementos
matematicos del ejemplo.

Las argumentaciones deductivas son fruto de una argumentacion logico-deductiva y, de modo
similar, se puede realizar con base en dos aspectos: el uso o no de ejemplos (Experimento
mental o Formal) y el tipo de razonamiento utilizado (Transformativa o Axiomética).
[lustrado en la siguiente tabla:

Segun el uso o0 no de ejemplos

Experimento mental ~ Si, ain siendo deductiva y abstracta, esta organizada con la ayuda de
ejemplos.

Formal Si la demostracion estd basada sin la ayuda de ejemplos.

Segun el tipo de razonamiento involucrado

Transformativa Si estd basada en operaciones mentales que producen una
transformacion del problema en otro equivalente.

Axiomatica Si, para demostrar la tesis, se parte de los datos del problema,
términos definidos y axiomas que se organizan en una cadena
deductiva.

Como apoyo al lector, y para ilustrar las relaciones entre las categorias, se presenta el
esquema que aparece en Rodriguez (2006, pp.26).

Categorias

____— | de Demostracién | —~—_
Da conviccion & COomviccion
ropia B

exferna

Empiic
== | aim (Empiricz)
|

Perceptwa/ Inductwa//

[ Autaritaria)

de Empirismao i de Ejempl
Maif ENErco

de Experimento
mental

& y/—f'"— “\_‘
~._Transformativa s Axiomatcs

N Fotrnal

4

™, Pua ~.con Inferencia "

Dado que la naturaleza de las clasificaciones se basa en aspectos independientes, podemos
catalogar a las demostraciones empiricas en inductiva de experimento crucial con inferencia o
una demostracion deductiva en experimento mental transformativa.

Otra de las caracteristicas se plantean en investigaciones previas, con el uso de la tipologia
presentada, es que los alumnos no poseen una determinada categoria, sino que razonan
influenciados por varias de ellos y utilizan uno u otro en funcion de si les pide que hagan una
demostracion o , simplemente, entender una que se les propone. Basados en la variedad de
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categorias a considerar en cada estudiante, es conveniente definir modalidades de los
esquemas de demostracion segun el papel que desempefian, proponiéndose los siguientes:

O Esquema utilizado: Es el utilizado por el estudiante para resolver un problema.

O Esquema aceptado: Si un razonamiento presentado es aceptado como demostracion.

O Esquema adherido: Si el estudiante, ademas de aceptar la demostracion presentada,
rechaza explicitamente las anteriores.

O Esquema declarado: Cuando un estudiante expone su interpretacion de lo que significa
demostrar.

Como ultima herramienta de analisis, pensando en el proceso de exploracidon-conjetura-
demostracion, es conveniente aclarar los lineamientos para analizar los distintos momentos
por los que transita un estudiante durante la resolucion de problemas, o demostracion de
teoremas, considerando la observacion de Marrades y Gutiérrez (2000) citada en Rodriguez
(2006, p.27-28):
“Las diferentes clasificaciones de demostraciones descritas...asumen que los
estudiantes trabajan de una forma lineal y coherente desde el principio hasta el final
de la solucion del problema. Sin embargo, la realidad es, en muchos casos, diferente.
Normalmente, muchos estudiantes comienzan realizando comprobaciones empiricas y,
cuando han entendido el problema y la manera de demostrar la conjetura, continGan
escribiendo una justificacién deductiva. También es habitual realizar varios saltos
entre métodos empiricos y deductivos durante la resolucion de un problema.”

La unica particularidad en la que diferimos es la “justificacion deductiva” a la que se hace
alusion, ya que es posible que los estudiantes, sujetos de nuestro trabajo, no la consideren
necesaria para la veracidad de sus afirmaciones. Al margen de la aclaracion se declaran dos
posibles saltos en el proceso exploracion-conjetura-demostracion, como herramientas de
analisis del estadio en la resolucion del problema, dependiendo del interés que persiguen y
son:

O Fase ascendente: Actividad que ayuda a entender el problema, generar conjeturas y

verificarlas.

O Fase descendente: Actividad encaminada a construir una argumentacion contundente,
desde la perspectiva del estudiante, sobre la conjetura elaborada

Relacionado con la aclaracion anterior, en el trabajo de Rodriguez (2006), se habla de fase
descendente cuando se construyen demostraciones deductivas, encaminadas a argumentar la
validez de la conjetura, pero en nuestro caso hablamos de justificaciones contundentes, para el
alumno, dado que éste puede no considerar necesario un argumento de esa naturaleza y
simplemente estar convencido de su veracidad por otros medios

4. Contexto de investigacion y Metodologia

La metodologia de la investigacion, interesada en caracteristicas y categorias de
argumentacion de los estudiantes de nivel medio superior y superior, asume un enfoque
cualitativo de los resultados, apoyada en un estudio de casos. La herramienta de recopilacion,
para obtener la maxima eficiencia posible, no se puede limitar a un examen o prueba, ya que
nuestro interés no son las soluciones de los problemas (riesgo que se corre si los alumnos solo
presentan la version final de su trabajo, omitiendo sus intentos previos y relevantes dadas las
pretensiones del trabajo), sino incluyendo, ademas, las hojas “en sucio” que contienen los
métodos de solucion y los intentos fallidos de demostraciones, ya que, implicitamente, nos
aportan informacion sobre su concepcion de los elementos que debe contener una
argumentacion y los procesos cognitivos relacionados.
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Para las actividades planteadas, incluidas como anexo, fue seleccionada el area de geometria
plana, por las familiaridades visuales que ofrece y el enfoque formal (axiomatica material)
que se incluye en la mayoria de los planes de estudio de preparatoria, esperando que los
estudiantes de nivel medio superior, principalmente, tengan conocimiento e incluso
experiencia con su uso (tratando de evitar la posible ventaja del trabajo de la Matematica
Formal propia de la Licenciatura). Los problemas seleccionados se relacionan con la
construccion y descubrimiento, en el sentido planteado por de Villiers, de las rectas notables y
sus propiedades, mediante un acercamiento que permita al estudiante involucrarse en el
proceso exploracidon-conjetura-demostracion. La seleccion del tema de rectas notables se debe
al poco trabajo sobre el contenido, y superficial desde nuestra perspectiva, declarado en el
libro de texto del Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora (2009, pp. 46-48), lo cual
convierte a dicha institucidon en un candidato de prueba.

La dinamica de la actividad consiste en la aplicacion de una serie de actividades de manera
individual y posteriormente en equipo a los representantes de ambos niveles (medio superior
y superior), para posteriormente conseguir informacion concluyente sobre su nocion de
demostraciéon mediante entrevistas y discusiones grupales. Como ya se menciono, para
categorizar las formas de argumentar de los estudiantes, se selecciond la modalidad de estudio
de casos, con el fin de poder observar el desempefio de estudiantes “representativos” de
educacion preparatoria y universitaria, pero dadas las complicaciones temporales, nos
limitaremos a realizar un pilotaje que nos ayude a editar el instrumento de medicién con la
intencion de implementar, con algo de experiencia, el diseno de manera oficial durante el
semestre actual (enero-junio 2010). Entre las principales ventajas de posponer el trabajo
podemos resaltar que la institucion Cobach cuenta en sus planes de estudio el curso de
Matematicas 2 en el semestre enero-junio, el cual contiene apartados relacionados a la
axiomatica material y un primer acercamiento a las pruebas formales, lo cual lo convierte en
un escenario idoneo para evaluar las categorias de demostracion antes y después de un estudio
sistematico de pruebas, basadas en el razonamiento deductivo

5. Referencias

[1] Arsac, G. (1987). Ensayo de la demostracion: Ensayo de epistemologia didactica. En Recherches en
didactique des mathematiques, Vol. 8, no 3, pp. 267-312

[2] Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora (Ed.) (2009). Matematicas 2. Direccion Académica del Colegio
de Bachilleres del Estado de Sonora

[3] Crespo, C. (2007). Las argumentaciones mateméticas desde la vision de la socioepistemologia. Tesis de
doctorado no publicada, CICATA, IPN, México

[4] Laporte, C.Y., April, A., Renault, A. (2007). Applying ISO/IEC JTC 1/SC7 Software Engineering Standards
in Very Small Enterprises, Crosstalk, Journal of Defense Software Engineering, February 2007, pp. 29-30.

[5] de Villiers, M. (1993). El papel y la funcién de la demostracion en matematicas. Epsilon. 26, 15-30
[6] Kline, M (1980). Mateméticas: la pérdida de la certidumbre. Espafia, Editorial siglo XXI

[7] Polya , G (1965). Cémo plantear y resolver problemas. México, Editorial Trillas. Rodriguez, F. (2006).
Analisis de demostraciones en entornos de lapiz y papel y de cabri por estudiantes de la licenciatura en
matematicas. Departamento de didactica de la matematica. Universidad de Valencia

[8] Rodriguez, F. (2006). Analisis de demostraciones en entornos de lapiz y papel y de cabri por estudiantes de
la licenciatura en matematicas. Departamento de didactica de la matematica. Universidad de Valencia

50



Propuesta didactica para el tratamiento de las funciones

exponenciales
Guadalupe Villasenor Gandara
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora
gviga@gauss.mat.uson.mx

Nivel educativo: Superior

Resumen

Como parte del estudio de las funciones exponenciales se presenta una secuencia
didactica que consta de tres actividades, cuyo objetivo es que el estudiante realice
un primer acercamiento geométrico y numerico a la rapidez de cambio de la
funcién exponencial, asi como también un primer acercamiento geométrico y
numérico a la base €, utilizando como recurso didactico el dispositivo CAS:

Voyage 200
1. Introduccién

El crecimiento y decaimiento exponenciales son caracteristicas esenciales de fendmenos
naturales cuyo estudio demandan diferentes especialidades de las ciencias y las ingenierias.
La base que se usa con mas frecuencia en las ciencias es el nimero €, se utiliza para modelar
practicamente la mayoria de los procesos naturales de crecimiento o decrecimiento, por medio
de distintas funciones relacionadas con este nimero (Gompertz, hiEerbélicas, logistica, etc.) y
particularmente de las funciones exponenciales simples; N = Np "'

2. Argumentacion tedrica

En este trabajo se concibe el concepto de funcion como modelo matematico de la variacion.
Esto debido a que se considera que dicho concepto surge y se desarrolla a través del estudio
del cambio. Este enfoque propone remover el discurso matematico escolar desde el fondo,
cambiando el papel principal que los cursos de calculo confieren al concepto de limite y
poniendo en su lugar a la variacion fisica.

Numerosas investigaciones en el campo de la Matematica Educativa han puesto de manifiesto
que existen dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas, a la construccion del concepto
de funcion. Artigue (2000) sintetiza y presenta algunos resultados de investigaciones
didacticas, y en lo que se refiere al concepto de funcidn, encuentra que existen dificultades
para relacionar los diferentes registros de representacion: verbal, tabular, grafica y expresion
algebraica o analitica. La falta de habilidad y conocimiento de los estudiantes para realizar la
conversion entre los diferentes registros de representacion ha sido identificada como una de
las principales dificultades para el aprendizaje de las matematicas.

Cuando un estudiante tiene acceso a todas las representaciones de un objeto matematico, es
capaz de identificarlas, darle un tratamiento adecuado en cada registro de representacion y
ademds hacer una articulacion coherente de los diferentes registros de representacion sin
contradicciones, el estudiante puede acceder a ese conocimiento y apropidrselo (Duval, 1998).
Sin embargo la conversion entre diferentes registros de representacion no es espontanea, y
debe por tanto ser objeto explicito de ensefianza.

3. Construccion del método de evaluacion
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Los estudiantes que usan CAS (Computer Algebra System) pueden generar facilmente
representaciones graficas de los problemas, manipular representaciones algebraicas y analizar
representaciones numéricas. Esto puede ayudar a los estudiantes a construir interconexiones
entre las diferentes formas de representacion aumentando asi su comprension.

4. Caracteristicas generales de la secuencia didactica

El presente trabajo pretende abordar el estudio de las funciones exponenciales mediante la
vinculacién dindmica de sus distintas representaciones y el énfasis en las correspondientes
conversiones en los diferentes registros de representacion, utilizando como herramienta
didactica la calculadora Voyage 200.

5. Analisis de la secuencia didactica
Actividad 1: Visualizacion Gréafica y Numérica de la Rapidez de Cambio

Objetivos: Que el estudiante realice una visualizacion geométrica y numérica de la rapidez de
cambio de la variacion exponencial, haciendo referencia a un fenomeno fisico que analizo
anteriormente.

Descripcion de la Actividad: En esta actividad se analiza la rapidez de cambio en forma
local.

Primeramente se le pide que haciendo referencia a la Actividad en la que trabajo
anteriormente sobre Crecimiento Bacteriano escriba las unidades de la rapidez de cambio
(AB/At) para que al analizar éstas, logre describir lo que representa dicho concepto en el
contexto en el que esta trabajando.

En esta Actividad el estudiante se va a apoyar, para hacer los andlisis correspondientes, en el
programa camrelat.

En la primera parte se analiza la rapidez de cambio promedio en diferentes intervalos, a
través del tridngulo caracteristico y del valor numérico de aquella, pidiéndosele escriba la
interpretacion en este contexto.

Después se le propone al estudiante que calcule aproximadamente la rapidez de cambio de
éste cultivo bacteriano en un instante dado, utilizando la rapidez de cambio promedio sobre
intervalos cada vez menores que contengan a ese instante. Después de completar una tabla
para diferentes instantes dados se le pide un anélisis sobre el comportamiento de esta rapidez
de cambio con la intencién de que observen que conforme transcurre el tiempo la poblacion
bacteriana crece mas rapido.

Actividad 2: Rapidez de cambio, un analisis global.

Objetivos: Que el estudiante realice un analisis global de la rapidez de cambio de la variacion
exponencial a través de una visualizacion geométrica y numérica, haciendo referencia al
analisis de la rapidez de cambio puntual que se realizo en la actividad anterior.

Descripcion de la Actividad. En esta Actividad se va a trabajar con el mismo modelo
matematico con el que utilizé en la Actividad anterior referente al crecimiento bacteriano,
apoyado con el programa variexpo.
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Una vez que el estudiante introduce la férmula que representa el fendmeno de variacion con el
que va a trabajar, se le pide seleccione la opcion “Rapidez de Cambio Promedio”, en la
pantalla aparece la grafica de la funcion, los tridngulos caracteristicos correspondientes y un
menu con la opcioén “Continuar” (Figura 1.) la cual se le pide que la elija las veces que ésta
aparezca, el efecto de esta accion es la reduccion de los At (Figura 2.). El proposito de esta
parte es que se realice un andlisis visual del comportamiento de la rapidez de cambio
promedio a través de los tridngulos caracteristicos y la reduccion de éstos. Pidiéndosele
escriba sus observaciones.
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A continuacion se le pide al estudiante elija la opcion “AB/At”, apareciendo en la pantalla la
grafica de la funcion, los segmentos verticales que corresponden a la magnitud de la rapidez
de cambio (AB/At) del intervalo indicado y un ment con la opcién “Continuar” (Figura 3.); a
partir de aqui las opciones y acciones son similares a las descritas el punto anterior. El
proposito de esta parte es que se realice un andlisis visual del comportamiento de la variacion
de la rapidez de cambio conforme se reduce el tamafio de los At.
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Por ultimo, se le pide elegir la opcion “Ver Tabla” [F1] (Figura 4.), en la cual pueda realizar
los calculos que crea necesarios para encontrar un patréon en el comportamiento de la rapidez
de cambio de la variacion exponencial, esto con el objetivo de que al analizar el patréon
identifique que corresponde también a una variacion exponencial. Finalmente se le pide que
escriba sobre los resultados obtenidos.

La primera columna corresponde a los valores de t, en la siguiente columna se muestran los
valores de la rapidez de cambio (AB/At) correspondiente al intervalo indicado (Figura 5.).

|’F1 T Fe Tr3]’r-1 Trs Trsv]’r?‘l
vﬂ Flot Setup|Cell|Header|Calc|ltil|Stat

DATA
cl cd cd cS

1 o. 4. 548[undef
2 .1 S.37r[1.057
3 .2 6. 253[1.057
4 .3 7. 178[1.057
5 .4 2. 15&[1.857
& ] 9.19 [1.057
T = 20, 2831857

cl=c2rsCshiftCc2i>

RELEIT KAD AUTO FUMC

Figura 5.

Actividad 3: Buscando una base.

Objetivos: El proposito de esta Actividad es explorar un primer acercamiento grafico y
numérico a la base e.

Descripcion de la Actividad: En esta Actividad se trabaja con el programa base ( ).
Primeramente se le pide que le asigne el valor a la base A=1.5 (Figura 6).

F1 FE
A [Continuar ]
®
fixr= R
A=1.3
RELEIT EAD AUTD FUNC 1770
Figura 6.

Al seleccionar la opcion “Continuar”, en la pantalla se observa la grafica de la funcién y un
menu de usuario, del cual se le pide que elija la opcion Ay/Ax [F1] (Figura 7), el efecto de
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dicha opcion es que se grafican segmentos verticales que representan la magnitud de la
rapidez de cambio correspondiente del intervalo indicado (Figura 8). El propdsito de lo
anterior es que analice graficamente el comportamiento de la rapidez de cambio y que escriba

sobre lo que representa el que la grafica de los Ay/Ax se localiza por debajo de la grafica de la
funcion f(x).

[arj/axm ]
=10,
1
— 1 2 = d [ =
RELEIT EAD AUTO FUNC
Figura 7.
[Uer* F'T'ablaT ]
=10,
1
T ol ||||||||||”|”|” ”|”|||||||||||| ||||||HH|HH
1 2 = d o E
RELEIT EAD AUTO FUHC
Figura 8.

La siguiente instruccion es seleccionar la opcion “Ver Tabla”, apareciendo la pantalla de la
Aplicacion Data-Matrix (Figura 9), la primera columna corresponde a los valores de la
variable x, en la siguiente columna aparecen los valores de la funcion f(x) y la tercera
columna corresponde a los valores de los Ay/Ax.

|‘F1 T B Tr3]’ & Trs Trsv]’r?*l
- E Flot Setup|Cell [Header|Calc|Util [Stat
ORTA | I
=5 cZ o3 cd c3
1 . sERSS
2 .1 O414[.4138
3 2 « 0245], 43092
4 ] 1293, 44875
=] ] 1761, 46732
) ] 2247 dBEES
7 3 27od|. SRes
rici=0.
RELEIT RAD AUTO FUNC
Figura 9.

A continuacion se le da la instruccion de que genere una nueva columna con los célculos
necesarios para encontrar el patrén de variacion de los Ay/Ax con el proposito de que
identifique que la rapidez de cambio de la funcién exponencial, varia también en forma
exponencial (Figura 10).

|’F1 ]’ Fz Tr3]’r-1 Trs Trsv]’r?*l
TE Flot Setup|Cell [Header|Calc|Util [Stat

DATA
cl c2 o3 [=t=]

1 Q. . 37 3T|undef
2 .1 04144138 [1.0414
3 .2 . 0245], 4360921, 0414
4 ] -1293].44275]1. 0414
=] ] 1FEl]. 4673210414
& ] 2247 486661, 0414
7 B 2rod| SR8 [1.0414

cd=c3- C(shifti{c3>>

RELEIT ERD AUTO FUMC

Figura 10.
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Continuando con el analisis numérico se le pide genere otra nueva columna para calcular las
diferencias entre los valores de la funcion f(x) y los valores de la rapidez de cambio Ay/Ax
(Figura 11.) y que describa los resultados obtenidos.

|‘F1 T Fe Tr3 ]’ 4 Trs Trsv]’r? ]
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|ltil|Stat
DATH

cl cZ [] 4 h
1 o. . - 3AF35Slundef | &QZES
2 .1 41,4138 |1.0414. 62FSR
3 2 « 0545, F3032(1, 0414 . 63355
L 3 1293 . 448751 0414, 6805
=1 -4 1761 46FEZ]1. A414|. FEEFE
& = 2247 ABEEE]1. Od14. TRRED
v = 2754 o068 |1.0414|. FEEES
ch=c2—c3
RELEIT RO AUTO FUHL

Figura 11.

A continuacion se le pide ejecute de nuevo el programa base( ) y le asigne a la base A el
valor de 5, con ésta nueva funcion va a realizar las mismas instrucciones y analisis realizados
en la parte anterior.

En la parte final de esta Actividad se pide le asigne otros valores a la base A de modo que la
grafica de los Ay/Ax coincida lo mas posible con la grafica de la funcion f(x), realizando el
analisis numérico en la tabla correspondiente. Con el propdsito de que realice un primer
acercamiento a la base e.

6. Referencias

[1] Artigue , M. (2000). Ensefianzay aprendizaje del anélisis elemental: ¢Qué nos ensefian las investigaciones
y los cambios curriculares? En R. Cantoral (Ed.), El futuro del célculo infinitesimal, (pp. 93-115) Grupo
Editorial Iberoamérica. México.

[2] Duval, R. (1998). Registros de representacion semiotica y funcionamiento cognitivo del pensamiento. En F.
Hitt (Ed.), Investigaciones en Matematica Educativa II, (pp. 173-201). Grupo Editorial Iberoamérica.
México.
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¢Por que la elipse se llama elipse y la hipérbola, hipérbola?
Jorge Ruperto Vargas Castro
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Nivel educativo: Superior

Resumen

Generalmente cuando un profesor, tanto de nivel medio superior como superior,
inicia un curso de Geometria Analitica Plana, lo primero que hace, sin mayor
predmbulo, si acaso después de comentar algunas generalidades de la geometria
analitica, es dibujar en el pizarron un par de ejes coordenados con la
caracteristica de que son dos y perpendiculares; sin mediar una discusion,
informacién o al menos un comentario acerca de si realmente es necesario que
sean dos los ejes y si deben ser perpendiculares. En este trabajo se presentan
estrategias accesibles a estudiantes, incluso de bachillerato, para comprender la
necesidad de que sean dos los ejes y que no es necesario que sean
perpendiculares; se analizan también las ventajas o conveniencias de que si lo
sean.

Avanzado ya el curso, se hace el estudio de las conicas, en ocasiones si se explica
el origen del nombre genérico de conicas, pero raramente se explica el origen del
nombre particular de algunas de ellas, tales como parabola, elipse e hipérbola.
En este trabajo, con el apoyo de un software de geometria dindmica, se explica el
significado y origen etimoldgico de dichos nombres y como fruto adicional de la
discusion, se explica el uso como calificativo de parabolico, hiperbdlico o eliptico
en otros campos como en geometrias no euclidianas, entre otros.

1. Introduccidn

En el estudio de la geometria analitica, en el espiritu de René Descartes su creador, se espera
que la mente del estudiante y la del profesor puedan también ser calificadas como analiticas; y
analisis, segin una de las acepciones del diccionario LAROUSSE 2003 es: “Examen que se
hace de una cosa estudiando cada una de sus partes”, mientras que en el mismo diccionario, la
palabra ANALITICA TRASCENDENTAL significa, en su acepcion filosofica, “Busqueda de
los elementos a priori del entendimiento que se aplican a los fendmenos”.

Ironicamente, la falta de una visidon analitica en los cursos de geometria “analitica”, en la
vision de algunos autores de textos que a la vez influyen en la concepcion que de la disciplina
adquieren muchos de los profesores y que éstos a la vez lo inducen en los estudiantes, reducen
la geometria analitica a un conjunto de técnicas aridas y uso mecénico de recursos algebraicos
para resolver problemas geométricos, perdiendo muchas veces la misma vision geométrica del
problema [3]. Dentro de este panorama global en el que se enmarca la vision general de la
disciplina en cuestion, destacamos el tratamiento que en dicho enfoque se da a dos de los
temas fundamentales; el concepto de sistemas de coordenadas y el nombre particular de cada
una de las conicas.

A continuacioén, entrando ya en materia, hacemos un andlisis de los topicos recién
mencionados.
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2. Sistemas de coordenadas

Como lo indicabamos en el primer parrafo del resumen, el profesor en el inicio de un curso de
geometria analitica tiende a dibujar, “en automatico”, un par de lineas perpendiculares a partir
de los cuales define el sistema de coordenadas cartesianas; sin cuestionar el por qué tienen
que ser dos y por qué perpendiculares.

En los siguientes parrafos proporcionaremos ideas practicas, para argumentar a un nivel
accesible a profesores y estudiantes de bachillerato y primeros semestres de licenciatura, el
por qué debe ser dos la cantidad de ejes requeridos para definir y describir al plano cartesiano,
a la vez que haremos ver que NO ES NECESARIO QUE SEAN PERPENDICULARES para
poder hacer geometria analitica; discusion que concluye formalmente al estudiar el concepto
de base y dimension en un curso de algebra lineal; donde se entiende que hay bases no
ortogonales, ortogonales y ortonormales, teniendo estas ltimas ciertas ventajas operativas.

¢Por qué tienen que ser dos los ejes?

Para dar un argumento intuitivo de este hecho, primero razonamos un tanto empiricamente el
por qué una sola recta no es suficiente para definir en forma unica un plano.

(Por qué una recta no es suficiente para determinar un plano?

Una linea recta siempre yace sobre al menos un plano, incluso es utilizada para la definicion
que de superficie plana proporciond el griego Tedn de Esmirna (70d.C.-135d.C. aprox.) y que
después Euclides (S.III d.C.) utilizaria en lugar de su propia definicion, la nimero 7 del Libro
I de Los Elementos [2]; la definicion de Teon dice lo siguiente:

“Una superficie plana es aquella en la cual al unir dos puntos cualesquiera de ella por medio
de una linea recta; todos los puntos de la recta que los une yacen sobre la superficie”

Pero es un hecho que una recta puede pertenecer a dos 0 mas, e inclusive a una infinidad de
superficies planas; basta con doblar una hoja de papel para descubrirlo; pero no solo eso, sino
que ademads una recta puede yacer sobre superficies curvas, como sucede con la generatriz de
cualquier cilindro o de cualquier cono (ver figuras 1 y 2); por lo tanto, una recta no determina
de forma unica a una superficie plana.

aje

Figura 1 Figura 2

Abhora, afirmamos que dos rectas no paralelas si determinan en forma tinica a un plano.

58



Con argumentos semejantes a los utilizados en el caso anterior, razonamos lo siguiente:

Ya analizamos en el caso anterior que una recta sola si puede pertenecer a una superficie
curva, incluso una infinidad de ellas como las generatrices de un cono o de un cilindro (ver
figuras 1 y 2); partiendo de esta idea, si dibujamos dos rectas no paralelas sobre una hoja de
papel, y después le damos curvatura a la hoja, como ya analizamos antes, puedo lograr, en
determinado momento, que una de las lineas siga siendo recta, por ejemplo, si la hago
coincidir con una generatriz de un cono o de un cilindro formado con la hoja curveada, pero la
otra necesariamente se curveara (dejard de ser recta); en el caso particular del cono puedo
lograr la concurrencia de muchas semirrectas (pero no rectas completas) en el vértice, pero
cualquier otra necesariamente se curvea; con esta experiencia podemos lograr que el
estudiante realice un razonamiento plausible, sin ser prueba formal, de que es imposible que
dos rectas no paralelas yazcan en una misma superficie si no es plana, por supuesto que en el
contexto de la Geometria Euclidiana.

Después de analizar que realmente dos lineas rectas no paralelas determinan un unico plano,
ahora analizamos como responder a la siguiente pregunta:

Para poder hacer geometria analitica; ;es necesario que los dos ejes utilizados para definir las
coordenadas de un punto sean perpendiculares?

La respuesta es NO.

Si los ejes son oblicuos, en lugar de usar rectangulos podemos usar paralelogramos para
determinar las coordenadas de un punto en el plano, de tal manera que si el angulo entre los
ejes es o, podemos también determinar una formula de distancia entre dos puntos con la ayuda
de la ley de los cosenos, como lo hacemos después de la siguiente figura (Figura 3), a la cual
nos referimos en dicho desarrollo.

Q(a2,b2)

b2
b2-b1

P(a1,b1) a2-a1 p-

v

Figura 3
En un sistema de coordenadas ordinario, dado que los ejes son perpendiculares, para obtener
la formula de la distancia entre dos puntos se aplica el Teorema de Pitagoras; pero aqui los
ejes forman un angulo a, por lo cual usaremos una generalizaciéon de dicho teorema, el
llamado “Ley de los Cosenos” en el tridangulo PAQ); asi:

d(P,Q) =+/(a2 — a1)2 + (b2 — b1)2 — 2(a2 — al)(b2 — b1) cos(T — a)

Sabemos que la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen y radio 5, en un
sistema de coordenadas cartesianas convencional es:
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x?+y? =25

En cambio, por aplicacion de la formula de distancia entre puntos en un sistema de
coordenadas de ejes oblicuos que acabamos de obtener, cuando el angulo entre los ejes es de
60°, la ecuacion de la misma circunferencia con centro en el origen y radio 5 es:

x> +xy+y>—25=0

En la Figura 4 mostrada abajo, se presentan graficamente ambos casos; dichas graficas se
obtuvieron directamente del software “Cabri Géometre II Plus”, ya que permite variar el
angulo entre los ejes proporcionando a la vez las respectivas ecuaciones sobre las graficas,
estas coinciden con las que obtenemos al aplicar las respectivas formulas de distancia arriba
mencionadas

24 y2 =52

Figura 4

Se invita al lector a analizar qué representa la ecuacion obtenida para ejes a 60° si se ve desde
el punto de vista de los ejes coordenados perpendiculares.

En resumen, vemos que si es posible desarrollar los principales topicos de geometria analitica
plana con un sistema de coordenadas con ejes oblicuos; por lo cual concluimos que NO es
necesario que los ejes sean perpendiculares.

¢ Qué ventajas tiene usar ejes perpendiculares?

Como ya lo pudimos observar, no es necesario que los ejes coordenados sean perpendiculares
para poder obtener resultados en geometria analitica; sin embargo, el que lo sean representa
algunas ventajas, menciono dos a continuacion:

1.- Debido a que cos(90°) = 0, el uso de la ley de los cosenos se reduce al caso particular del
Teorema de Pitdgoras, trayendo como consecuencia la simplificacion de la férmula de
distancia y por consiguiente las expresiones analiticas de algunas curvas.

2.- Solo cuando los ejes son perpendiculares, la composicion de reflexiones de una figura con
respecto a los ejes coordenados, equivale a un giro de 180° y por consecuencia a la reflexion
con respecto al origen, facilitando el estudio de las simetrias de una curva.

Como ya lo mencionamos, esta discusion tendra su expresion formal cuando se estudie, en un
curso de Algebra Lineal, el concepto de base y de base ortonormal, extendiéndose a cualquier
dimension.
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Ahora pasamos a la siguiente parte de la discusion, lo relativo al significado del nombre
asignado a cada una de las conicas, presentado con ilustraciones graficas intentando hacer
mas intuitivo y comprensible e concepto.

Analicemos primero el nombre de la elipse:

La palabra elipse tiene su origen etimoldgico del latin ellipsis, que a la vez proviene del
griego elleipsis que significa insuficiencia o defecto; y para entender qué relacion tiene la
curva llamada elipse con insuficiencia o defecto, debemos entenderla como uno de los
posibles cortes de un cono mediante un plano; para ello consideremos la figura 5:

G

Figura 5

Si el triangulo OQR, junto con su opuesto por el vértice O, representan un corte por un plano
de dos conos congruentes opuestos a lo largo del eje comin AB, de tal manera que al girar
dicha figura alrededor del eje AB se obtiene el par de conos mencionados, P representa un
punto sobre el cono, la linea EF marca la direccion de un corte al cono paralelo a la generatriz
QO; CD representa un corte perpendicular al eje, GH un corte paralelo al eje y JK es una linea
que gira con centro en P representando a un corte de direccion variable, podremos hacer el
siguiente analisis:

A partir del corte en la direccion CD que produce una circunferencia, cuyo nombre supondré
que si se conoce su origen, tomemos como referencia el angulo EPC; como la linea EF es
paralela a la generatriz, el corte en la direccion de dicha linea corresponde a la parabola, la
cual proviene del latin parabola que significa comparacion simil, del cual se deriva también
la palabra paralelo; por lo cual la parabola esta relacionado con paralelo.

Cualquier corte en la direccion contenida en el angulo EPC representado por las diversas
posiciones de la linea JK dentro de dicho angulo, corresponde a un dngulo que aun no alcanza
la direccion paralela (EF), es en ese sentido que se aplica defecto o insuficiencia (le falta) de
ahi el nombre de elipse (ellipsis, insuficiencia o defecto).

De la misma raiz es la palabra elipsis que es una forma lingiiistica en la que se suprimen
palabras sin perder el sentido de la expresion; son por lo tanto expresiones incompletas pero
aceptadas; un ejemplo lo tenemos en el titulo de este trabajo, ya que se sobreentendio la
segunda vez en que se iba a usar el término “se llama”.
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Hipérbola: Su etimologia proviene del griego hyperbole que significa exageracion o exceso.
Aprovechando de nuevo la figura 5, observamos que si la direccion de corte, representada por
la linea JK, se ubica dentro del angulo RPE, el cual equivale al angulo entre dos generatrices
simétricas con respecto al eje AB, va a cortar a ambos conos, generando dos curvas en el
mismo plano; aunque muchos libros [1] le llaman hipérbola s6lo a la curva con dos ramas
generadas por un corte paralelo al eje comun, etimologicamente todos los cortes
comprendidos dentro del angulo mencionado, por haber excedido ya el corte en direccion EF
paralelo a la generatriz, alcanzan la categoria de hipérbola, aspecto también descuidado en
los cursos ordinarios de geometria analitica.

Con la misma raiz de hipérbola tenemos la palabra hipérbole, figura retdérica que consiste en
exagerar la expresion; ejemplo: “No hay océano mas grande que su llanto”.

Si tomamos como referencia central a la pardbola, en el contexto analitico, en la ecuacion
general de la conica, es la que tiene excentricidad e=1; a la elipse relacionada con defecto o
faltante, es la que le falta para completar la excentricidad de la paradbola (0 < e < 1), mientras
que para la hipérbola, e > 1(exceso).

El calificativo parabdlico, eliptico o hiperbdlico se usa en otros contextos con el mismo
sentido etimoldgico combinado con otros factores; por ejemplo, la clasificacion de las
geometrias en parabolica, hiperbolica y eliptica para la geometria euclidiana, de Lobachevsky
y la esférica (de Riemann) respectivamente estd en relacion con aspectos etimoldgicos y de la
geometria proyectiva, en especial con la cantidad de puntos al infinito asociados a cada
geometria con respecto a la curva correspondiente que le da nombre.

3. Referencias
[1] Boyer C. ( 1986 ) . Historia de la Matemética Alanza
[2] Heath T. (1956). Euclid The Thirteen Books of The Elements Dover

[3] Lehmann Ch.. (2002). Geometria Analitica Limusa
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Resumen

Se describe un proyecto de investigacion en la linea de lectomatematicas, dirigido
a experimentar una opcion didactica para incidir sobre el problema derivado del
pobre dominio del idioma materno y los procesos de traduccion al lenguaje
especializado de las matematicas, el lenguaje simbdlico y el grafico. Tal
problema ha sido observado como presente en estudiantes de diferentes niveles,
estratos sociales, ubicacion geografica y tipo de institucion educativa. Se definid
un sustento tedrico-préctico para elaborar lo que se denomina textos dinamicos,
con los que se intentara apoyar el aprendizaje de conceptos matematicos, al
menos en los dos primeros niveles de la taxonomia de Bloom, mediante la
integracion de hipertextos que presentaran diferentes contextos para propiciar la
construccion de conceptos por parte de los estudiantes.

1. Introduccidn

El origen de la linea de investigacion en la cual se inserta este trabajo, lectomatematicas
(estudio de los procesos de traduccion del lenguaje matematico al lenguaje materno y
viceversa, lo que influye en las actividades de modelaje), se deriva de la observacion de que
alumnos a despecho de tener diferentes condiciones contextuales, sociales o econdmicas, no
superan obstaculos epistemologicos que enfrentan cuando resuelven problemas en palabras
que implican modelar la situacion descrita. A partir de investigaciones realizadas
[1],[2],[3][4],[5] entre otras, ha resultado obvio que existen serios problemas con el empleo
del lenguaje cotidiano y los procesos de traduccion al lenguaje matematico.

Se ha investigado desde diferentes perspectivas la problematica que presenta el aprendizaje de
las matematicas y no obstante la gran cantidad de proyectos de investigacion desarrollados,
pareciera que no se ha incidido en los factores estratégicos, dado que no se sabe de una
mejoria en el estado del arte. Es muy probable que la influencia del lenguaje haya sido poco
considerada, a pesar de los indicadores al respecto de su importancia como mediador de los
procesos de aprendizaje complejo, por lo que este estudio podria arrojar informacion valiosa
para elaborar estrategias y materiales que atiendan esa situacion.

(Como puede un alumno comprender que debe realizar una cierta operacion, si no comprende
las palabras empleadas para implicar tal operacién? preguntas como la anterior agregan
elementos de peso para justificar el presente proyecto, pues parece muy complicado que un
estudiante con deficiencias de lectoescritura, llegue a aprender las Matematicas a nivel
formal.

Existen trabajos que muestran la dependencia de los estudiantes del lenguaje y la necesaria
mediacion que ejerce éste para producir aprendizajes mas alla del nivel de memorizacion, sin
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embargo, tampoco se puede asegurar que un estudiante con buena lectoescritura aprendera
Matematicas sin enfrentar problemas.

En la definicion del objeto de estudio se tomaron en consideracion los resultados previamente
identificados, en diferentes contextos y niveles, desde secundaria hasta posgrado y en
diferentes ramas de la materia. Con el desarrollo del proyecto de investigacion se pasa a la
fase de experimentar alternativas para superar los obstidculos observados y se busca
determinar el efecto de una alternativa didactica que implica el empleo de hipertextos
disefiados para incidir sobre el aprendizaje de conceptos matematicos. En términos practicos
se pretende que los alumnos logren al menos aprendizajes de nivel 1 y 2 de la taxonomia de
Bloom.

El disefio también implica un trabajo en la linea de disefio y construccion de Objetos para
Aprendizaje (OPA"S), con validacion sustentada tanto desde una teoria constructivista del
aprendizaje, como por evidencia empirica. Se planea la construcciéon de TD®s con diferentes
niveles, con la idea de propiciar un proceso de semiosis (proceso de construccion de signos y
negociacion de significados) por parte del estudiante, que posibilite un cierto
acompafiamiento de la negociacion de significados de términos estratégicos para cada area
correspondiente.

Otro nivel implica pedir al alumno una definicion propia del concepto y luego comparar con
las usuales de los textos matematicos. El tercer nivel acarrea la presentacion de alguna
aplicacion en la que se denota la presencia e importancia del concepto. Finalmente se indica
trabajar en el contexto de un problema abierto en el que aparecen y se usan los conceptos
estratégicos, de manera que involucra al estudiante en obtener una solucion razonada, pues
puede deducir diferentes respuestas correctas.

Objeto de estudio.

Proceso de construccion de significados de conceptos matematicos en el contexto del empleo
de una alternativa didactica sustentada en el empleo de hipertextos.

Hipotesis.

El empleo de la alternativa didéactica propicia mejores resultados de aprendizaje por parte de
los estudiantes.

2. Antecedentes

Un profesor se expresa de manera que refleja su experiencia y formacion previa y obviamente
es diferente a aquella a la que estan acostumbrados sus alumnos. Para comprenderle, deberan
invertir cierta energia en decodificar lo que escuchan o leen. Tal inversion cognitiva implica
una cierta desventaja con respecto a aquellos alumnos que ,,dominan“un "idioma" semejante
al del profesor.

Desde luego que éste no es el unico factor que influye en el aprendizaje, pero es crucial por el
efecto de conexidon que se requiere entre el profesor y el alumno. El problema se exacerba
cuando la comunicacion incide sobre los aspectos estratégicos de la disciplina. Se ha
detectado que los alumnos pueden repetir definiciones, sin entender su significado, como es el
caso del concepto de ecuacidon que lo relacionan con una cierta operacion.

Tal situacion se repite en todas las ramas de las matemadticas que han sido exploradas hasta el
momento. Por ejemplo, en el caso de la geometria, hay una estrecha relacion entre el lenguaje
y los niveles: las diferentes capacidades de razonamiento asociadas a los cuatro niveles de
Van Hiele no solo se reflejan en la forma de resolver los problemas propuestos, sino en la
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forma de expresarse y en el significado que se le da a determinado vocabulario. A cada nivel
de razonamiento le corresponde un tipo de lenguaje especifico.

Atender los problemas que se originan por el uso del lenguaje se considera que ayuda a
interpretar la mayoria de las dificultades que tienen los estudiantes para aprender: dificultades
semanticas, dificultades inherentes a la estructura que adopta el cddigo notacional y el
funcionamiento del mismo, dificultades relativas al cuando y cémo utilizar el codigo
notacional para resolver determinada situacion, etc.

El enfoque hacia incidir sobre el proceso de comunicacion derivado del pobre dominio del
lenguaje implica una vision integradora del curriculo: comunicacion, memorizacion de datos,
formacion de conceptos, modelaje y resolucion de problemas. Se pone el acento en la
construccion progresiva de los significados, en los aspectos comunicativos y en el dominio
sintactico orientado hacia la operacidon con simbolos.

Una vez que el concepto ha sido comprendido, deseablemente presentado en mas de un
contexto conocido por el estudiante, el docente deberda "descontextualizarlo". Esta es una
operacion importante, el poder de los modelos matematicos radica en su generalidad y
abstraccion.

La experimentacion supone las dos etapas, la contextualizacion, que apunta al sentido, la
comprension y el interés, y la descontextualizacion, o lo que es equivalente, la ubicacion del
modelo en el contexto de la disciplina matematica, que apunta a la generalidad y abstraccion.
En el mismo sentido propuesto por Brousseau [6].

3. Metodologia

Se prevé proporcionar a los estudiantes una herramienta que les permita superar el dominio de
los dos primeros niveles taxondmicos de Bloom, lo que representa requisito indispensable
para el progreso de los estudiantes, pues si no entienden lo que se les solicita, no podran
modelar y resolver problemas expresados en palabras. El reto es poner los conocimientos
estratégicos en un contexto que tenga sentido para los estudiantes y deseablemente, despierte
el interés de los estudiantes y propicie aspectos ludicos.

De cierta forma se pretende incidir sobre la zona de desarrollo préximo de los estudiantes [7]
de manera que la interaccion con los TD's permita ampliarla y facilitar la apropiacion de los
conceptos que han sido detectados como complicados para los estudiantes. A fin de lograr la
necesaria generalidad y abstraccion de los conocimientos, se piensa recurrir a mostrarlos en
mas de un contexto, lo que sugiere la idea de diferentes tipos de TD'S, en consideracion de
que el conocimiento es situado.

Una ganancia adicional de la estrategia se refiere a las aplicaciones del concepto. En efecto,
conocer los modelos matematicos en varios contextos, aumenta las probabilidades que el
estudiante reconozca situaciones en las que lo puede aplicar.

Alternativa experimental. Basicamente la idea representa construir hipertextos en el contexto
del disefio instruccional de cada curso, médulos manejables para cada capitulo o unidad. Para
los conceptos estratégicos identificados se incluyen ligas de diferente nivel de dominio a los
que puede acceder el estudiante, desde la negociacion de significados para construir un
modelo matematico, la interaccion con su propia definicion y comparacion con las
tradicionales, una aplicacion, distinguir su presencia en el contexto de una situaciéon o
involucrarlo en la solucion de algin problema. Se espera que provocar en los estudiantes la
experiencia con esa triada, propiciara que superen los obstaculos de aprendizaje que suelen
enfrentar en la solucion de problemas en palabras. En tal sentido se planea la construccion de
tres niveles de TD.
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Primer nivel. Se dispone un contexto para propiciar al estudiante construir significados. Se
parte de usar enfoque sincopado hasta obtener una representacion simbolica. Se propicia una
negociacion por parte del estudiante en la que se impulsa su creatividad. Por ejemplo, el caso
del vendedor de chicles, usado para desarrollar concepto de ecuacion. Se parte de la
experiencia de la balanza de platos, con la idea basica de que el “peso de los nimeros de un
plato” es igual al “peso de nimeros del otro”. La abstraccion implica imaginar que el valor de
los nimeros que se ubican de uno y otro lado tiene “un peso”.

Entonces se presenta una secuencia que puede ser animada y realzada con colores para los
elementos estratégicos, en la que el estudiante interactia en el contexto propuesto y
gradualmente se provoca un aumento en la abstraccidon para generar el modelo matematico
que corresponde a la idea de ecuacion:

Ganancias = IngresES menos gastos = Saldo prerio menos saldo actual

Ingresos - gastos = Saldo previo - saldo actual
Ingresos = costo de venta de todos los chicles vendidos
Ingresos = costo de venta de cada chicle por nimero de chicles vendidos

Ingresos = (c..coocnnn. ) X (e e eeeeene)
Se pide al estudlante abrev1ar cada factor

Ingresos = (....) x (....)

Se pide abreviar ain mads... Se repite el proceso para el segundo miembro y se insiste a lo
largo de la interaccion que cada una de las expresiones planteadas son ecuaciones, pero que
traducidas al lenguaje preferido en matematicas se parece mas a la Gltima expresion. Se
enfatiza que se ha construido un modelo matematico abstracto.

Segundo nivel. Se pide al alumno una definicién propia del concepto, luego se proporcionan
una o mas definiciones, como las usuales de los textos matematicos y se le pide compararlas
con la que dio.

Tercer nivel. Se presenta una aplicacion o bien, el contexto de un problema en el que se
denota la presencia del concepto en estudio.

Cuarto nivel. Se plantea con influencia del enfoque de Aprendizaje Basado en Problemas y la
estrategia de ensefianza reciproca [8] con la intencidon de incidir sobre la construccion de
conceptos y sus aplicaciones en el modelado de situaciones propuestas. Implica las siguientes
etapas.

1. Presentacion de contexto: espacio para sustentar el tema a desarrollar, real o simulado,
que incluya elementos de interés para los estudiantes a los que se dirige y
preferentemente también, elementos ludicos.

2. Disponer espacio para construccion, por parte de los estudiantes, de los conceptos de
interés identificados en la etapa anterior, mediante una construccion semejante a un
Wiki, en una plataforma o pagina Web para hacer las aportaciones. La intencion es
propiciar la negociacion de significados (semiosis) en lugar de imponerlos, de manera
parecida al primer nivel, aunque menos inducida y con trabajo colaborativo.

3. Se pide simbolizar y acotar conceptos estratégicos identificados en la etapa anterior,
asi como atender cuestionamientos para propiciar comparar con denominacion
tradicional, mediante liga vinculada a tal concepto.

4. A partir del contexto definido, presentar situacion problematica abierta en la que los
estudiantes puedan incorporar el uso de sus constructos y/o los tradicionales, a efectos
de provocar la traduccion entre ellos y consolidacion de significados.
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5. Invitar a encontrar una solucidon y argumentar su validacion, para lo cual se ofrecera
un espacio para interaccion de los estudiantes y proposicion de soluciones.

6. Solicitar contrastar las soluciones propuestas y compararlas, asi como con una
solucion “clésica” (tipica) a consultar en el TD.

7. Pedir atender contenidos para realimentacion.

Entre los temas a incluir se planea usar los derivados de la historia de la construccion de los
propios conocimientos matematicos, no tanto de aspectos biograficos, aunque posiblemente
salpicados con anécdotas que impriman un cierto toque ludico

4. Reflexiones finales

Dado que los resultados de investigaciones previas muestran que los profesores también
contribuyen a generar los problemas con el uso del lenguaje, para una siguiente etapa se
planea la construccion de TD's para su empleo, diferentes de los disefiados para estudiantes, a
manera del “libro del maestro” que existi6 en tiempos pasados.

Se propone invitar a las diferentes academias de la institucion a participar en la construccion
de TD*s. Su participacion representa una cooperacion para la construccion de ambientes de
aprendizaje, la identificacion del glosario estratégico de la materia, asi como la seleccion o
construccion de problemas abiertos, apropiados para superar los obstaculos de aprendizaje.
Ademas, se pretende aprovechar sus experiencias para propiciar realimentacion mediante el
aprovechamiento de la presencia de errores consuetudinarios que han identificado, a fin de
consolidar aprendizajes y volverlos significativos.

Entre los elementos que se pretende considerar como hilo conductor para la definiciéon de
estrategias de ensefianza que impliquen la solucidon de problemas abiertos estan las situaciones
problemadticas que se enfrentaron en el desarrollo histérico de los contenidos matematicos, por
ejemplo, pasar por el algebra sincopada o algo mas verbal (retorica), antes de llegar a la etapa
simbdlica, semejante a los niveles definidos por Bruner.

Entre los indicadores que seran utilizados en la construccion de los TD se cuentan:

Calidad: Los materiales a emplear deberan ser autocontenidos, expresados en lenguaje al
alcance de los estudiantes, de manera clara y concisa, dispuestos en un contexto que tenga
sentido para los estudiantes, deseable que ese contexto sea motivador y deseablemente ludico,
que sirva para despertar el interés de los alumnos y se dé en un ambiente al alcance al que
aprende. Para propiciar la generalizacion y abstraccion de los conocimientos, se pueden
mostrar en mas de un contexto, pero también incluir previsiones para descontextualizar el
conocimiento, esto es para traducir al lenguaje cotidiano los resultados obtenidos con el
empleo de modelos matematicos, en el sentido propuesto por Brousseau [6].

Vinculacion: Relacionado con los conocimientos previos que poseen los estudiantes, tanto
vertical, como horizontalmente, asi como a aspectos de la vida cotidiana de los estudiantes.

Sentido: Que permita a los estudiantes visualizar posibles consecuencias y usos del material,
que de alguna forma responda a la pregunta clasica ;y esto para qué sirve?

Distribucion: Que sea susceptible de subir a la red para ser empleado.

Reusable: Que pueda usarse en mas de un curso.
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Flexible: De manera que otros docentes puedan emplear secciones del material que les sean
de utilidad, para emplearlas en otras opciones.
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Nivel educativo: Basico
Resumen

En el presente trabajo se proponen una serie de actividades didacticas disefiadas
para promover el desarrollo de conocimientos y habilidades, necesarios para la
formacion de competencias disciplinares que los profesores de secundaria deben
desarrollar al trabajar en el eje curricular de Manejo de la Informaciéon en lo que
respecta a Probabilidad. Las actividades consisten de situaciones que se les
plantean a los profesores con el propésito de que pongan en juego Sus
conocimientos previos relacionados con el tema, asi como para que tengan
acercamientos intuitivos respecto de los objetos matematicos que se pretenden
desarrollar en este eje.

1. Introduccion

En los ultimos afios se han realizado modificaciones en los programas de estudio en el nivel
basico del sistema educativo mexicano, en primaria inici6 la implementacion de la nueva
reforma en el 2009 y en secundaria la reforma empezd a implementarse en el 2006 [2], en
ambos casos hay una variante general respecto a la reforma de 1993, tanto para primaria como
para secundaria se plantea un modelo educativo basado en el desarrollo de competencias en
los estudiantes, y en el caso particular de matematicas se hace un reagrupamiento de los ejes
tematicos en los que se organiza el contenido de esta disciplina. Mientras que en los planes de
estudio anteriores (Reforma 1993) la matematica de primaria estaba estructurada en los
siguientes seis ejes:

Los numeros sus relaciones y sus operaciones

Geometria

Tratamiento de la informacién

La prediccion y el azar

Medicion

Variacioén

Con la nueva reforma tanto en primaria como en secundaria se han reagrupado los contenidos
de matematicas en los siguientes tres ejes:

Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico
Espacio, Forma y Medida
Manejo de la Informacion.

Estos cambios en el sistema educativo exigen la necesidad de capacitacion y actualizacion de
la planta docente de ambos niveles educativos, dicha capacitacion debe realizarse en dos
vertientes tanto en el manejo de contenidos matematicos como en la manera de implementar
la nueva propuesta. Las actividades que en este trabajo se proponen estan dirigidas a la
capacitacion de profesores de secundaria, en particular nuestras actividades estan enfocadas al
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eje Manejo de la Informacion, por cuestiones de espacio ejemplificamos con algunas
actividades que promueven el desarrollo de ideas relacionadas con probabilidad..

2. Contexto de la propuesta

Tal como se han mencionado en la introduccion, los cambios en los planes y programas de
estudio del nivel secundaria que se han generado en afos recientes han propiciado
modificaciones tanto en el enfoque, objetivos y en la estructura de los contenidos, lo anterior
hace surgir la necesidad de capacitar y actualizar a los profesores en servicio en las diferentes
disciplinas que se imparten en este nivel educativo.

La Secretaria de Educacion Publica (SEP) planea sus acciones de actualizacion del magisterio
tratando de responder en términos de lo declarado en el Plan Nacional de Desarrollo, en el
que se dice “Se fortaleceran los programas de capacitacion de la planta magisterial, de manera
que se pueda contar con mas profesores certificados y comprometidos con la docencia en
todos los niveles educativos”.

Una de las acciones que ha asumido la SEP a través de la Direccion General de Formacion
Continua de Maestros en Servicio es la de integrar un Catalogo Nacional de Formacion
Continua y Superacion Profesional de Maestros de Educacion Basica en Servicio, en el cual
se integran cursos de actualizacion, diplomados, especialidades, maestrias y doctorados.
Nuestra propuesta esta orientada a ser incluida dentro de los cursos de actualizacion para
profesores de secundaria, la mayoria de las actividades propuestas fueron incluidas en un
curso que se impartié a profesores de este nivel educativo del estado de Sonora en 2006, por
esta razon es que tenemos algunos resultados obtenidos de dicha implementacion.

3. Propdsitos

El objetivo general de las actividades didacticas propuestas, es apoyar la capacitacion del
profesorado de la escuela secundaria para mejorar su ejercicio profesional en la ensefianza de
las nociones, ideas y conceptos propios de la matematica en general y en particular del eje
curricular Manejo de la Informacidn, reflexionando sobre su practica docente, los materiales
didécticos, el uso de los recursos tecnologicos y las experiencias que el entorno le ofrece. Con
lo cual se pretende estimular la emergencia de alternativas que potencien la calidad del
ejercicio docente en biisqueda de una mayor calidad de la educacion que reciben los jovenes
de sus escuelas.

El objetivo general se alcanzard en la medida de que los profesores logren los siguientes
objetivos especificos:

- Profundizar en su conocimiento y comprension sobre los contextos y las secuencias
de situaciones problematicas que dan significado a los contenidos matematicos, en este
caso centrados en el eje de Manejo de la Informacion.

- Profundizar en sus conocimientos sobre el enfoque didactico de la propuesta curricular
vigente para la ensefianza de las matemadticas en la escuela secundaria, la cual esta
basado en el desarrollo de competencias.

- Experimentar una manera grata y creativa de hacer matematicas y buscar elementos
que permitan a los jovenes vivir una experiencia semejante en el salon de clases.

Ubicar desde la perspectiva pedagdgica vigente en la propuesta curricular para la ensefianza
de las matematicas, el papel que pueden jugar los apoyos tecnoldgicos en la implementacion
de las metodologias sugeridas en ella.
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4. Propuesta y elementos que la sustentan

Para el disefio de las actividades propuestas se parte de la idea de que los sujetos que
aprenden (estudiantes) no son simples receptores que acumulan informaciéon proporcionada
por quien enseia (profesor), sino que aprenden a través de enfrentar situaciones que les
permitan tener nuevas experiencias que, representando un conflicto cognitivo superable, les
hacen ajustar o modificar ideas y/o conocimientos anteriores. Por lo anterior, consideramos
que enfrentar a los sujetos, en este caso a profesores, a situaciones problema en las que
deberan poner en juego sus conocimientos previos, para asi poder tener experiencias que les
permitan modificar o enriquecer dichos conocimientos, es una estrategia adecuada para
promover y estimular el aprendizaje de las matematicas.

Tomando en cuenta las consideraciones antes planteadas creemos que no hay mejor forma de
aprender matematicas que “haciendo matematicas”, por lo que las actividades contempladas
en el presente curso cuentan con una fuerte vertiente en esa direccion, ademas como este es un
trabajo dirigido a profesores de matematicas se promueve la reflexion en torno a cuestiones
relacionadas con los siguientes aspectos: como se aprenden, cudles estrategias resultan
efectivas, qué errores y dificultades son enfrentadas y como, qué caracteristicas debe reunir
una actividad para llevarla al salon de clases, qué aportaciones ofrecen a la educacion
matematica los recursos tecnologicos (recurso computacional como: applets, Excel), cuando y
como incorporarlos, etcétera; ademas de las que resultan de analizar materiales fisicos (dados,
monedas, ruletas, etc.) y virtuales (simulaciones) de los que dispone el profesor para
desarrollar su trabajo. Este planteamiento retoma algunos aspectos planteados en [1] respecto
al tratamiento didactico que se recomienda para contenido de estocasticos.

Los aspectos ante mencionados estan dirigidos a orientar el trabajo didactico del profesor
acorde al planteamiento de la reforma, en la que es fundamental el desarrollo de competencias
en los estudiantes, entendiendo por competencia la articulacion que se debe generar entre
conocimientos, habilidades, actitudes y valores.

Metodologia

La estrategia que se propone para implementar las actividades disefiadas es la siguiente:

o Iniciar con una ubicacion general del curso a cargo del o los instructores, poniendo
especial atencion en las motivaciones que ha tenido, en las actividades contempladas, en
las dindmicas de participacion y en las principales expectativas.

« Las situaciones problematicas previstas se abordaran primeramente por los participantes,
individualmente o por equipos, con el propdsito de que pongan en juego sus
conocimientos previos respecto de la situacion planteada.

e Si el primer acercamiento a la actividad es individual se pasard a una discusion por
equipos, en la que tendran la oportunidad de presentar sus estrategias utilizadas para
resolver la situacion y/o los resultados que hayan obtenido, al mismo tiempo tendran la
oportunidad de escuchar otras propuestas de sus compafieros lo que los puede llevar a
replantear la validez de sus conocimientos y estrategias utilizadas.

» Una vez que se realiza la discusion en equipos pequefios se organizard una discusion
grupal en la que los participantes tendran la oportunidad de tener un tercer acercamiento
de la misma situacion, escuchando las opiniones de méas compatfieros.
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« En la discusion colectivamente se promovera la reflexion en aspectos que consideramos
de gran importancia en la actualizacién de los profesores tales como las estrategias
seguidas o los contenidos matematicos empleados, las dificultades y aprendizajes que
surgen en la actividad, asi como el papel que los recursos tecnologicos pueden jugar en
el desarrollo de tales situaciones y, en su caso, la pertinencia y forma en que éstas
pudieran ser llevadas al salon de clase.

Tanto en el trabajo de equipo como en el grupal el participante tendrd la oportunidad de
argumentar a favor de las estrategias que ha utilizado y de los resultados que ha obtenido,
asi como de refutar los argumentos que planteen sus companeros. Las acciones antes
mencionadas son las que le permitiran al sujeto tener nuevas experiencias de aprendizaje
para poder modificar o enriquecer sus conocimientos.

Actividades

Presentamos ahora algunas de las actividades que forman parte de una de las secuencias
didacticas que proponemos para el desarrollo de ideas relacionadas con la identificacion de
situaciones probabilisticas y situaciones no probabilisticas.

Descripcion de las actividades.

Las dos primeras actividades que se presentan tienen el proposito de que el profesor-
estudiante tenga la oportunidad de enfrentar una situaciéon en la que debera poner en juego sus
conocimientos y/o creencias para determinar cuando una situacion es aleatoria o no.

El propdsito de la actividad es que los profesores estudiantes:

- Pongan en juego sus conocimientos y/o creencias de lo que es una situacion aleatoria.

- Reflexiones sobre las caracteristicas que debe tener una situacion para ser considerada como
aleatoria.

Tal como se sefiala en la parte de la metodologia general, en estas actividades se plantea que
el profesor estudiante primero trate de resolver de manera individual los cuestionamientos
planteados en cada situacion. Una vez que cada participante ha generado sus respuestas se
propone que integren equipos de cuatro personas para que discutan sobre las respuestas
generadas por cada integrante del equipo.

Después de que han discutido en los equipos se plantea una discusion grupal en la que los
equipos deberdn plantear los acuerdos o desacuerdos obtenidos y son sometidos al resto del

grupo.

Situacion 1. La toma de decisiones en nuestras actividades cotidianas’

En nuestro quehacer diario tomamos una gran cantidad de decisiones, muchas de ellas son
para la organizacion de nuestras actividades inmediatas, en otras ocasiones nos ayudan a
planear nuestra vida a mediano o largo plazo. Por ejemplo, al comprar un automdvil mediante
un plan de autofinanciamiento, necesitamos tomar en cuenta una serie de factores que
determinan la posibilidad de poder cumplir con este compromiso durante un periodo de tres,
cuatro o cinco afos, dependiendo del plan que seleccionemos; lo mismo sucede cuando

! Las actividades se han retomado del material didactico: Pensamiento Variacional, material de trabajo del tercer
modulo del diplomado “Ensefianza de las Matematicas en la Educacion Secundaria”, impartido en 2006 a
profesores de secundaria del Estado de Sonora.
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decidimos adquirir vivienda mediante un plan de financiamiento, en este caso estamos
hablando de un compromiso a pagar en un periodo mas largo de tiempo.

Actividad 1. Planes de financiamiento

El agente de ventas de automdviles nuevos, le ofrece al cliente potencial dos opciones para el
pago de un auto:

Plan 1. En la primera opcion de pago le propone hacer un pago inicial del 35% del valor del
auto y 36 pagos mensuales fijos de $3,850.00.

Plan 2. En la segunda opcion de pago le propone hacer un pago inicial de 20% del valor del
auto y 36 pagos mensuales, el primer pago sera de $3,100.00 y variara en funcion de la
inflacion mensual registrada por la Secretaria de Hacienda.

1.1 ;Es posible saber cuanto pagara mensualmente el cliente si escoge el plan 1?
Por qué?

1.2 Si el cliente acepta el primer plan, ;Cuanto pagara en total por el automévil?

1.3 Si el cliente acepta el plan 2, ;Cuanto pagara en total por el automoévil?
Por qué?

1.4 Las situaciones planteadas en cada uno de los planes de pago, ;Son deterministas o
aleatorias?
(Por qué has dado esa respuesta?

1.5 Si la compra se hiciera en este momento, ;Como le puede hacer el cliente para estimar lo
que pagaria en total por el auto si selecciona el segundo plan?

(Por qué?

1.6 Si el cliente decide utilizar el plan 2, ;Cuéles son los costos totales posibles que puede
pagar por el auto?

Actividad 2. Como planear un operativo vacacional
Durante los periodos vacacionales las autoridades municipales, estatales y federales, montan
operativos para salvaguardar la seguridad de las personas que se trasladan de un lugar a otro.

2.1 ;Como crees que le hacen las autoridades para ubicar los puntos conflictivos?
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2.2 Antes de implementar el operativo, ;puede la autoridad correspondiente determinar con
certeza cuantos agentes colocar en cada punto critico? (Por
que?

2.3 Determinar el nimero de agentes que participaran en el operativo, /Es una situacion
determinista o aleatoria? , ¢ Por qué?

2.4 Antes de implementar el operativo, ;Puede la autoridad correspondiente saber cuantos
accidentes ocurriran en ese periodo vacacional?
Por qué?

2.5 Determinar el nimero de accidentes que se presentaran en el proximo periodo vacacional,
(Es una situacién determinista o aleatoria? (Por qué?

2.6 (Es posible hacer una estimacion del nimero de accidentes que se pueden presentar en el
proximo periodo vacacional? (Como crees que se puede hacer?

Estas son so6lo dos de las primeras actividades que integran una secuencia didactica, la cual
estd formada por un grupo mayor.

5. Conclusiones

Nuestra experiencia al trabajar con profesores de secundaria nos dice que de los contenidos de
matematicas que mas descuidados se tienen en el aula son los relacionados con Probabilidad y
Estadistica, que en la nueva estructura corresponden al eje curricular de Manejo de la
Informacion. Ademds, al aplicar un instrumento para tener un diagnostico de los
conocimientos y el tipo de razonamiento probabilistico que utilizan los profesores, hemos
podido identificar la presencia de conocimientos incorrectos o incompletos asi como sesgos
en el tipo de razonamiento que utilizan al enfrentar situaciones probabilisticas.

Por lo antes expuesto consideramos que es muy importante promover cursos de actualizacién
y capacitacion dirigidos a profesores del nivel basico, con contenido matematico en general y
en particular de Probabilidad y Estadistica
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Resumen

En el siguiente articulo se propone un acercamiento grafico-numérico para
realizar gréficas de funciones. Para ello se propone iniciar introduciendo las
ideas de diferencias, incrementos y razon de incrementos tanto en forma
numeérica como gréfica, y a partir de estas ideas iniciar la construcciéon de
gréaficas de funciones. El que esto escribe disefio y desarrolld un software de
apoyo a la introduccion de estas ideas. Para abordar la temética se exponen
ideas tedricas y una exposicion de lo propuesto en el software.

1. Planteamiento

Se propone un acercamiento numérico para resaltar la importancia de iniciar la graficacion de
funciones, para ello se utiliza la graficacion de incremento de variables y la graficacion de
razon de cambio. De esta manera se introduce de forma mas intuitiva, el concepto de funciéon
derivada. Se introducen las ideas de diferencias, incrementos y razén de incrementos tanto en
su forma numérica como grafica. Para su realizacion se utiliza un software “ad-hoc” disefiado
y desarrollado como apoyo a la introduccion de estas ideas.

Diversos investigadores sefalan la importancia de introducir el concepto de derivada a través
del uso de razones de cambio y de igual manera es posible introducir el concepto de funcion
derivada. Basado en esta idea se disefid y desarrollé un software, denominado “Funciones y
Derivadas” Cortés (2002). En ¢l se incorporaron actividades que resaltan aspectos
relacionados con diferencias, incrementos y razon de incrementos, tomando como base ideas
visuales y que sirven de apoyo para la construccion del concepto de funcidon derivada.

2. Marco Teorico

Hughes (1990) observd que muchos estudiantes calculan algebraicamente las derivadas de
diversas funciones, pero no son capaces de determinar, en una grafica, en qué lugares la
funcion tiene derivada positiva y en cudles negativa. Ademas, la autora nota que pocas veces
se utiliza un acercamiento numérico para ensefiar este concepto. Confrey (1993) indica que la
presencia de tablas numéricas puede (1) iluminar la conexion funcional de los valores
contenidos en ellas y (2) la presentacion algebraica. Scher (1993) realiz6 un estudio sobre la
utilizacién de multiples representaciones para conceptualizar la derivada. El concluye que
existe la necesidad de promover el uso de tales representaciones para que el estudiante
obtenga un entendimiento adecuado de los conceptos del calculo, menciona, por ejemplo, que
“la nocion de razon de cambio debe ser accesible para todos los estudiantes” (Scher, 1993, p.
16). Por su parte Cortés et al. (Cortés et al. 2005) hacen una propuesta basada en un
acercamiento numérico para introducir el concepto de funcion derivada.

El tratamiento numérico y grafico es usado poco. Propuestas como la de Duval (1988, 1993
y1995), Confrey(1993), Scher(1993), Mejia(1997), Hitt (2002) y Pluvinage (2005) mencionan
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la importancia, que tiene para el aprendiz, el manejo grafico y numérico. Los aspectos
numéricos, graficos y algebraicos son representaciones de los objetos matematicos y cada uno
de ellos presenta cierto tipo de informacion del objeto, ademas permiten cierto tipo de
actividades cognitivas en el sujeto. Cuando solamente se usa un tipo de representacion se
corre el riesgo, como lo menciona Duval (1988), de confundir al objeto con la representacion,
por lo que este investigador, propone el uso de multiples representaciones de un objeto.

3. La Propuesta

El planteamiento se ubica dentro de la teoria de sistemas semioticos de representacion (Duval
1988, 1993 y 1995), ya que el software permite la manipulacion de diferentes
representaciones relativas a diferentes registros de representacion, ademas de motivar las
tareas de conversion entre representaciones; es decir, permite el tratamiento de
representaciones en cada uno de los registros y conversion entre representaciones.

Se introducen las ideas de incrementos de variables tanto en forma numérica como grafica. En
la siguiente seccidn vamos a mostrar la forma en que se presenta la informacion para resaltar
las ideas de incrementos de variables y la de razon de cambio.

Incrementos de Variables

En el tema de Incrementos de variables de forma numérica, éstos se hacen explicitos a partir
de una tabla que contiene 4 filas tal y como se muestra en la Figura 1. El objetivo es
introducir numéricamente esta nocién ya que de acuerdo a los datos encontrados en una
experimentacion realizada no es facil que los estudiantes comprendan la nocion de incremento
de variables. También se realiza la graficacion de X y y como un punto, el incremento de X en
forma horizontal y el incremento de y de forma vertical (ver Figura 2).

K b K ! 1 K =

1 2 3 4 5 6 7
6. 36. 118. 276. 534. 916.
2] 0| 8z | 158, | 256, | 202 |
Figura 1
Punto (x, y) Grafica T Razén de Cambio )i Fyuda Inc. y

Inc. x

Escala del gie v Escala del eje X
3 32
e A=

Figura 2

76



Razones de Cambio

El acercamiento numérico y grafico al concepto de Razdn de Cambio se realiza a través del
llenado de tablas de valores y de su reflejo en la construccion de graficas. A través de este
acercamiento se introduce la pendiente de una recta como la razén de incrementos, es decir, se
da significado a lo que representa una razon de cambio. La opcion Razon de Cambio se
aborda como el cociente de dos incrementos, con este resultado se va llenando una tabla de
valores (ver Figura 3) la cual representard una nueva funciéon que hemos denominado
“funcion razon de cambio” (ver Figura 4). Si se Selecciona una funcion ctbica de la forma,

f(x) = ax’ + bx* +cx + d se generan aleatoriamente los parametros a, b, ¢ y d (fig. 4 y 5).

Figura 3

Figura 4

4. Metodologia

La experimentacion se practicd con cinco estudiantes de bachillerato durante doce horas,
repartidas en cuatro sesiones. Se trabajé en una sala equipada con tres computadoras, un
pizarron y dos camaras de video. Se formaron tres equipos de trabajo (dos con dos estudiantes
y uno de uno) y cada uno de ellos trabajo en una computadora con el software desarrollado.
En la primera sesion se dio una instruccion sobre la navegacion en el paquete, para que en las
sesiones siguientes el estudiante navegara libremente los contenidos permitidos en el
software. El instructor se desempefio basicamente como un observador pero podia intervenir
para contestar algunas preguntas cuando le eran requeridas o para hacer preguntas que
propiciaran que los estudiantes encontraran por si mismos la estrategia correcta.
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5. Resultados

Dentro del desarrollo de la presente experimentacion se detecté que la idea de incremento de
una variable no es entendida facilmente por los estudiantes, lo cual dificulta entender la razén
de cambio y por supuesto el concepto de derivada. A través del uso del software y de la
intervencion del profesor, la idea de incrementos de variables fue entendida por los
estudiantes

6. Conclusion

Por medio del uso de tablas de valores de funciones es posible que los estudiantes entiendan
el concepto de diferencias e incrementos de variables, asi mismo el uso de la graficacion de
incrementos para delinear la grafica de la funcidon permitird que el estudiante entienda lo que
es una razon de cambio. Utilizando a su vez la razén de cambio podran construir una nueva
funcion y a partir de ella, los educadores pueden introducir la funcion derivada.
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Resumen

En el presente trabajo se describe una actividad que se propone para la
ensefianza de transformaciones lineales en el nivel superior. Particularmente en
los cursos de algebra lineal de las carreras de ciencias e ingenieria. Se disefio la
actividad con el objetivo de apoyar a los estudiantes en la construccion de un
significado geométrico para las transformaciones lineales. Nos servimos del
software GeoGebra para crear un ambiente dinamico con el cual, junto con
instrucciones escritas e indicaciones del profesor a cargo, los alumnos puedan
identificar transformaciones lineales y no lineales definidas de R?en R?

1. Introduccion

El algebra lineal es una de las principales disciplinas matematicas ensefiadas a nivel
universitario aunque es comun que se le considere dificil de aprender o ensefiar. En la
ensefianza de esta materia podemos identificar un tipo de enfoque como el més difundido,
aquel que privilegia el formalismo y la estructura axiomadtica de la disciplina.

En general tal tendencia suele provocar confusion en los estudiantes de manera que no
entienden los conceptos lo cual da pie a que trabajen en el nivel de manipular expresiones
pero ignoran los significados de éstas o las reglas matematicas que siguen. Esto ha sido
documentado por varios investigadores y algunos acuflaron el término “obsticulo del
formalismo” para referirse a esta problematica [6].

En el caso de las transformaciones lineales, uno de los temas principales dentro de un curso
algebra lineal, algunas de las dificultades acarreadas son el no poder reconocer a las
transformaciones lineales en distintos registros de representacion, no distinguir entre
transformaciones lineales y no lineales o incluso no poder pensar en la existencia de
transformaciones no lineales.

También sucede que al hacer la conexion con la geometria de los conceptos vistos
previamente de manera abstracta mediante ejemplos casi triviales, las transformaciones
lineales son identificadas s6lo como movimientos geométricos simples (contracciones,
expansiones, rotaciones, etc.) o combinaciones de éstos y se descartan transformaciones mas
complicadas como T(x,y)=(-2x-y,-x+y), o se incluyen entre las lineales aquellas
transformaciones que se pueden describir como traslaciones [4].

Esto, como se menciond, tiene que ver con la forma en que se usan los lenguajes aritmético
(de los espacios R"), algebraico (de la teoria general de espacios vectoriales) y geométrico (de
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los espacios de 2 y 3 dimensiones) en el aprendizaje del algebra lineal, pues en estos enfoques
se utiliza principalmente el lenguaje algebraico para introducir conceptos y resolver
problemas, mientras el lenguaje aritmético y el geométrico se dejan para exponer ejemplos.
Aqui se pueden observar los problemas de la operacion cognitiva de conversion relacionados
con el paso de un lenguaje a otro, o mas precisamente de un sistema de representacion
semiotica a otro.

Si tomamos en cuenta la teoria de representaciones semidticas de Duval [3] se suelen pasar
por alto las complicaciones de realizar la operacion de conversion dandole un carécter trivial
cuando hay evidencias de que en dlgebra lineal la conversion entre registros juega un papel
central en el aprendizaje y que las conversiones que involucran al registro de la escritura
simbdlica resultan de mayor complejidad [5].

2. Caracteristicas de la propuesta

Dada esta situacion, consideramos necesario que los estudiantes cuenten con una
aproximacion al concepto de transformacion lineal que sea mas intuitiva que la del habitual
enfoque formalista y por lo tanto disefiamos una actividad didéctica centrada en los
significados graficos de las transformaciones lineales y no lineales en R?. Para apoyar a los
estudiantes en la construccion de tales significados disefiamos un ambiente dinamico con
GeoGebra ademas de hojas de trabajo que junto con las instrucciones del profesor serviran de
guia para la actividad del estudiante, incluyendo su interaccion con el software.

Basados en algunos resultados de varios investigadores en la materia, el disefio de las
actividades se guia por los siguientes lineamientos:

e Privilegiar las representaciones graficas y propiciar la realizacion de conversiones
entre este registro y los de la lengua natural y el algebraico.

e Utilizar ambientes dindmicos disefiados con GeoGebra para facilitar a los estudiantes
la observacion y comprobacion de las propiedades graficas de una transformacion
lineal.

e Poner énfasis en la distincidon entre transformaciones lineales y no lineales.

La propuesta incluye un archivo HTML visible desde cualquier navegador web y unas hojas
de trabajo, las cuales incluyen instrucciones y preguntas para los estudiantes.

En la actividad se les presentan a los estudiantes cuatro funciones de R* en R de las cuales
una es transformacion lineal, con la intencidén de que los estudiantes ademas de identificar las
propiedades definitorias graficamente puedan distinguir entre transformaciones lineales y no
lineales. Las transformaciones no lineales se seleccionaron para que de alguna manera fueran
unas menos lineales que otras para tratar de que el significado que los estudiantes construyan
sea mas preciso.

En el archivo HTML se presenta graficamente, por un lado el dominio de la funcion y por el
otro la imagen de ésta. Como se puede apreciar en la siguiente figura.
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Caso1

V=(1.46, 1.7)

T(W=(1.91, -0.7)

‘ Mostrar Miltiplo || Mostrar Paralelogramo H Activar Rastro

‘ Caso 1 H Caso 2 H Caso 3 || Caso4 |

Figura 1: Posicion de las graficas en pantalla

Ambas graficas corresponden a archivos de GeoGebra de modo que los objetos son
modificables directamente en pantalla con el uso del ratéon o algln otro dispositivo apuntador.
Aunque, para mantener la atencion de los estudiantes en las partes que creemos importantes,
fijamos algunos objetos para que no pudieran ser manipulados. Por el mismo motivo, también
desactivamos la barra de herramientas de GeoGebra ya que todas las construcciones
necesarias ya estan hechas.

Las instrucciones de las hojas de trabajo tratan de guiar al estudiante para que se percate de
las diferencias en comportamiento entre las 4 funciones que se le presentan y que observe que
solo una tiene las propiedades deseadas. Se incluyen tablas, a llenar por el estudiante, para
anotar qué propiedades observan a partir de su interaccion con el ambiente dinamico en los
cuatro casos incluidos. Las tablas son como la que se muestra a continuacion.

Tabla 1: Ejemplo de una tabla.
Para estos valores de k: Anote aqui como cambia la gréafica de la derecha

-2

Escoja un namero entre 5 y -5 Anételo aqui

Al final de las hojas de trabajo hay otra tabla en la que los estudiantes deben anotar todas las
propiedades graficas que observaron y especificar cuales funciones cumplen tales
propiedades, esto con el motivo de que observen que s6lo una es transformacion lineal. Entre
las transformaciones no lineales, se puede observar que algunas cumplen una de las dos
propiedades que definen a una transformacién lineal, y que otras solo lo hacen en ciertas
regiones del plano.
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3. Sobre el uso de GeoGebra

Como ya se menciond, la actividad se disefid6 con el apoyo del software GeoGebra. La
eleccion de GeoGebra como apoyo tecnoldgico es principalmente debida a las caracteristicas
dindmicas e interactivas que lo sitian como un software de geometria dindmica (DGS por sus
siglas en inglés), particularmente por la herramienta elige y mueve (comtinmente llamada
arrastrar en otros programas del mismo tipo) que permite la manipulacion directa en pantalla
de objetos geométricos, dando asi la oportunidad de trabajar, en nuestro caso, con vectores
arbitrarios, analogo a usar letras para representar nimeros arbitrarios. Esta cualidad de ser
variable se presenta en tanto éstos estén siendo modificados con tal herramienta y en el
momento que un objeto deje de ser movido pierde el caracter variable y se mantiene como un
objeto particular.

Otras caracteristicas de GeoGebra esenciales para el disefio de esta actividad es la capacidad
de mostrar en pantalla distintas representaciones de los objetos, en particular representaciones
graficas y algebraicas que son las que escogimos, y que éstas estén dindmicamente
articuladas, es decir, al modificar alguna representacion de un objeto las otras son
instantaneamente modificadas de manera acorde.

Una ultima cualidad que resultd bastante util es la de exportar las construcciones a un archivo
HTML visible desde cualquier navegador web sin necesidad de tener instalado el programa
GeoGebra y que dentro de este archivo HTML se pueden abrir varios archivos de GeoGebra
que se comuniquen entre si, mediante codigo en lenguaje javascript, de manera que al
modificar algln objeto desde un archivo de GeoGebra se puede programar una respuesta en el
otro archivo, por ejemplo modificar un vector al cambiar el valor de un niimero en otro
archivo, como se muestra en la figura 2.

Caso 1

=
n
in

L ]

3 KV=(2.03,3.01)

=(1.35, 2.01) H ; 0

2] T(kV)=(3.07, -2.01)

Figura 2: Dos archivos en pantalla comunicados por javascript.
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Resumen

La computadora permite trabajar con gréficas de ecuaciones matematicas de
manera dindmica e interactiva; sin embargo, para que la computadora sea una
buena herramienta de aprendizaje, necesitamos generar algoritmos eficientes que
permitan a esta herramienta realizar las acciones precisas para generar
expresiones visuales de los objetos matematicos en diferentes representaciones
semidticas. En este trabajo, presentamos los resultados de un trabajo de
investigacién encaminado al desarrollo de algoritmos eficientes de graficacion de
conicas y otras curvas, para permitir la interaccion dinamica directa con estas
graficas.

1. Introduccidn

La geometria analitica es una de las asignaturas del tronco comtin de muchos bachilleratos; su
ensefianza no solamente debe implicar la identificacion de formas geométricas, sino también
de sus propiedades y relaciones a traveés de procesos de exploracion. Para ello, los estudiantes
deben tener oportunidades de interactuar con los objetos geométricos realizando tratamientos
en una misma representacion y conversiones entre representaciones (Duval, 1993); es decir,
tener un contacto directo con los objetos matematicos a través de sus multiples
representaciones para propiciar un aprendizaje significativo y mdas duradero (Carpenter &
Lehrer, 1999) que aquel que se produce mediante un proceso tradicional.

Asi mismo, al disponer en todo momento de diferentes formas de representar un objeto
matematico, de tal manera que podamos extraer la esencia del mismo, se logra una mayor
comprension de los conceptos y nociones. La computadora es una de las mejores herramientas
para este fin cuando nos apoyamos en el software adecuado a las necedades de aprendizaje
especificas.

En el curso de geometria analitica del bachillerato, generalmente se incluye el estudio de la
recta y las conicas en sus diferentes representaciones y es precisamente, la conversion entre
diferentes representaciones, uno de los procesos principales en esta area. Asi, se espera que
los estudiantes aprendan a graficar las ecuaciones de las conicas (esto es, realizar una
conversion de un registro simbdlico a uno grafico, de acuerdo con la teoria de Duval (1993)),
aprendan a reconocerlas a partir de la identificacion de caracteristicas especificas, o a
relacionar una grafica especifica con una ecuacion.

Cada una de las representaciones en que puede ser expresado un concepto matematico aporta
una variedad distinta de informacioén que, en conjunto, permite tener una mejor comprension
del concepto. La teoria de los Registros de Representacion de Duval (1999), sefiala que los
estudiantes pueden tener un mejor entendimiento de los conceptos si la instruccion favorece el
uso, no solamente de una forma de representarlo, sino diferentes formas de hacerlo que,
ademads, deben conectarse para permitir a los estudiantes transitar de una a otra.
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Las diferentes formas de representar un concepto, y las formas en que podemos transitar de
una representacion a otra, deben ser promovidas mediante experiencias de aprendizaje que
ayuden a los estudiantes a conectar y entender los conceptos mas alla de solo manipular sus
representaciones (Hitt, 2008). Diferentes representaciones nos permiten ver los objetos
matematicos desde diferentes perspectivas; para capturar mas informacion, que nos permita a
su vez entenderlos mejor.

La informacion grafica estd tomando una renovada importancia en el estudio de las
matematicas (Balderas, 2005). Los estudiantes deben tener oportunidades de aprender a
interpretar, entender, transformar y comunicar informacion grafica. En particular, en el curso
de geometria analitica, la representacion grafica de las cdnicas, y la posibilidad de realizar
tratamientos en el registro grafico de manera directa, ademas de promover el desarrollo de
habilidades de visualizacion (Hitt, 1998; Balderas, 2005) en los estudiantes, ayuda a la mejor
comprension de los conceptos propios de esa area de las matematicas.

La inclusion de la tecnologia computacional en el proceso de ensefianza aprendizaje, requiere
del uso de software especializado. Sin embargo, la mayoria de las veces solamente se dispone
de paquetes de computo disefiados por industrias de software, que resultan ser muy genéricos
a nivel de la ensefianza, aun siendo software de matematicas. El resultado es que estos
paquetes de computo tienen poco potencial para la ensefianza, ya que normalmente no toman
en cuenta los aspectos pedagdgicos, ademas de la eficiencia en el disefio algoritmico
(Clements & Battista, 2000). Asi mismo, la mayor parte del software comercial se evalua a
nivel del funcionamiento, sin seguir una etapa de prueba en donde se ponga en juego su
potencialidad real y su conexion con la teoria e investigacion bajo la que fueron disefiados.

Un disefio efectivo de software educativo, debe estar basado en modelos de aprendizaje que
puedan ser articulados en un ambiente tecnoldgico (Wong, 2003). Ademas, su
implementacion debe estar libre de errores computacionales; los que muchas veces estan
asociados a la imposibilidad de las computadoras de realizar algunos procesos y ocuparse de
algunos conceptos matematicos, sobre todo aquellos que tienen que ver con la variacion
continua o la definicién de un dominio de variacion.

Por tal motivo, el desarrollo de un software efectivo para la ensefianza y la investigacion en
educacion matematica, debe considerar una gran cantidad de elementos tanto de caracter
educativo como de tipo computacional; asi mismo, debe someterse a diferentes fases de
evaluacion, tanto en términos de su funcionamiento como en el sentido educativo especifico
para lo que fue disefiado.

2. Disefio computacional efectivo para el manejo de las curvas

El trazo de figuras geométricas en un sistema computacional se basa en rutinas basicas de
dibujo como son el punto, el segmento y la circunferencia. Estos objetos geométricos tienen
asociadas propiedades de color y posicion de acuerdo con un sistema de referencia asociado a
la pantalla de la computadora. Asi, las iméagenes graficas de la computadora deben ser
generadas mediante rutinas de dibujo apoyadas en estos objetos graficos basicos: puntos,
segmentos, circunferencias y un sistema de coordenadas cartesianas.

Por ejemplo, si queremos que un programa de computadora muestre la grafica de una funcion,
deberemos disefiar un algoritmo que permita realizar dicha tarea en la pantalla con base en los
elementos graficos basicos. Dicho algoritmo es un plan expresado como una secuencia de
acciones precisas que nos llevan al objetivo final; en este caso, una grafica en la pantalla de la
computadora, construida posiblemente mediante un conjunto de pequeios segmentos que
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unen de manera consecutiva, una serie de puntos sobre la curva, de tal forma que mientras
mas segmentos tengamos mejor sera la aproximacion a la curva real (ver figura 1). Este
proceso se ha denominado histéricamente como rectificacion de una curva.

Figura 1. Rectificacion de una curva

El algoritmo puede ser tan general, como para permitirnos graficar cualquier tipo de curva;
pero debe incluir las restricciones especificas asociadas a los dominios de definicion de las
curvas. En este sentido, deberemos buscar las mejores estrategias de construccion, para tomar
en cuenta las restricciones en el dominio de las variables, que pueden ocasionar errores de
calculo y caidas del sistema de computo.

3. El caso de la recta

La recta pareceria ser uno de los casos mas simples en la construccién de un algoritmo de
graficacién ya que, teniendo al segmento como figura bésica, la recta puede ser expresada
mediante un segmento cuya longitud abarque toda la pantalla de la computadora. Por ejemplo,
para graficar la recta cuya ecuacion es y =3X+5, podemos graficar un segmento con punto

inicial en (0, 5) y punto final en (p, q), donde p es el ancho de pantalla y g > 3p + 5 (ver figura
2).

w

Figura 2. Grafica de la recta y = 3X + 5 en la pantalla de la computadora. Observe que el origen
del sistema de coordenadas de la pantalla estd en la esquina superior izquierda de la misma. Asi
mismo, la unidad en el sistema es el pixel por lo que una grafica que usualmente se visualiza
como en la figura de la izquierda, se construye basicamente como en la de la figura de la
derecha.

Sin embargo, si el software bajo disefio tiene como intencién promover el aprendizaje de
conceptos de geometria analitica, se necesita poder trazar rectas en el sentido de la geometria
euclidiana; es decir, rectas que no necesariamente estan asociadas a un sistema de
coordenadas. Debemos por ejemplo, producir rectas verticales a través de un algoritmo, lo
cual se vuelve un problema de construccidon, cuando se usa una ecuacién que incluya a la
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pendiente, como lo es ¥y = mx + b. Esto se debe a que la pendiente estd asociada con la

Ay

expresion m= " en la que, si AX=0, se produce un “error de maquina” (errores producidos
X

por el uso de valores muy pequefios o muy grandes, divisiones por cero, etc.).

Lo que necesitamos entonces es disefnar un algoritmo eficiente para la graficacion de rectas y
otras curvas que pueden presentar problemas andlogos. En el caso de la recta, el problema se
puede resolver utilizando las ecuaciones paramétricas, en lugar de las ecuaciones en
coordenadas cartesianas.

4. Ecuaciones parameétricas de la recta

Una recta en el plano puede definirse mediante el conjunto de puntos P(X, y) cuyas
coordenadas X y Yy estan dadas mediante una pareja de ecuaciones de la forma:

x=f{) y=00).

donde f y g son dos funciones continuas de variable t, a la que se denomina parametro.

Para determinar dos funciones f y g, asociadas con una recta |, observemos lo siguiente:

1) Si QQO, yo) es cualquier punto de la recta, entonces existe t, para el cual
X() = f(t())y y() = g(t())

N
2) Si v es un vector paralelo a |, entonces v y | tienen la misma inclinacion.

Entonces, si P(x,y)y QQO, yo)son dos puntos de | y v =<VX, Vy> un vector de posicion

pargielo a |, tenemos: U 1>

" PQ esparaleloav y 6=« | :

Entonces: | S —
vé‘ & x

PQ = t(@'J, donde t es una constante.

(s vt iz

X=X,+tv.; y=Y, +tVy Figura 3. Recta | paralelaa v

Y,

de donde

que corresponden a una pareja de ecuaciones paramétricas de la recta |, donde t es el
pardmetro de las ecuaciones y esta definido en el intervalo (—oo, ). [

X= 5-3t
Por ejemplo, la pareja de ecuaciones it definen la recta que pasa por el punto de
y= 2+

coordenadas (5, 2) y es paralela al vector v = (— 3, 1). Asi mismo, el conjunto de ecuaciones

88



X= -

syt define una recta que pasa por (0, 5) y es paralela al vector Vv :<0, 1); es decir
y= o+
definen, sin restriccion alguna, una recta paralela al eje y (recta vertical).

En general, el conjunto de ecuaciones X=X +tv, y=Y, +tv para te (— o0, oo), define una

recta en el plano X-y que puede graficarse sin tener que restringir sus variables y parametros vy,
por consiguiente tampoco el tipo de rectas a graficar.

Esta parametrizacion de la recta permite que el algoritmo de graficacion de rectas sea
eficiente en el sentido de que asegura la ausencia de errores de maquina; lo que a su vez,
permite generar algoritmos eficaces para que el estudiante pueda interactuar dinamicamente y
sin restricciones con los objetos geométricos en pantalla. Estos algoritmos adicionales
incluyen entre otros: la deteccion de la recta para realizar alguna accion sobre ella y, el
movimiento de la misma utilizando el raton de la computadora (ver figura 4).

Archive  Edicién  ¥er Herramienkas Yentana Ayuda Archive  Edicién Wer Herramientas Yenptana Avuda

D|Z(E &| %E@ + | 1ok i D|EE 8| %@ £ ok
=¥ frmDocument =¥ frmDocument
|4 ||
'r\egts‘;a rEE;a
il il
-| -
A [l [C] Al [l [o]

Figura 4. Raton detectando la recta para girar

Al igual que en el caso de la recta, las ecuaciones cartesianas de las conicas pueden presentar
restricciones en cuanto a la determinacion de algunos parametros, debido a la forma en que

intervienen en la ecuacion. Por ejemplo, para una elipse centrada en el origen, con radio en X
2 2

igual a a y radio en Yy igual a b, tenemos una ecuacion cartesiana de la forma: _2+E)/_2 =1
a

que, en la interaccion dindmica para realizar algin tratamiento sobre ella, pude llevar a

producir valores de a o b iguales a cero, ocasionando nuevamente un error de maquina. En

este caso, el uso de las ecuaciones paramétricas, aunado a la definicion geométrica de la

elipse, nos permite evitar estos posibles errores de maquina en la dinamizacion de los objetos.

De: A:

(x—c)  (y-kJ _, x= c+acosd
a’ b* y= k+bsend

Donde ahora @ [0, 272'] es el parametro.
En el proceso de interaccion con la figura, se requiere determinar cualquiera de los elementos

que componen al conjunto de ecuaciones paramétricas a partir de las coordenadas dadas por la
posicion del ratoén en cualquier instante. Por ejemplo, si queremos modificar ,,continuamente*
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el valor de a, las ecuaciones paramétricas nuevamente nos llevarian a un posible error de
maquina, ya que deberiamos utilizarlas de la siguiente forma:

(90 :sen‘l(y__kJ; a= X—¢
b cos 0,

Para resolver este problema de calculo, podemos usar la definicién de la elipse: “El lugar
geométrico de todos los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos es una constante”.
Asi, si F (— C, O), F, (C, 0) son las coordenadas de los focos de una elipse centrada en el

origen cuyo radio mayor esta en el eje X, tenemos:
dF,P)d(F, P)k=2a

Por lo que

e Jx+C) +y* +y(x—c) +y>
2

De igual manera, en el caso de la hipérbola las ecuaciones paramétricas junto con la
definicion geométrica de la misma, nos proporcionan los medios para construir un algoritmo
de graficacion eficiente desde el punto de vista computacional.

5. Conclusiones

La tecnologia computacional estd siendo parte de nuestra vida cotidiana; particularmente, en
la ensefianza, estd modificando la forma en que se ensefia y se aprende matemadticas. En
especial, la tecnologia tiene un gran potencial como herramienta de aprendizaje en aquellas
areas del conocimiento en las que la representacion grafica y visualizacion son mecanismos
muy importantes para el entendimiento de conceptos.

La geometria analitica es una de esas asignaturas, en las que la visualizacion es esencial para
analizar y representar, en diferentes registros, las ideas y conceptos fundamentales. Por
ejemplo, la tecnologia hace que el concepto de lugar geométrico tome, nuevamente, un lugar
importante en esa area de estudio; concepto que historicamente da origen a la que actualmente
llamamos geometria analitica.
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Resumen

El siguiente trabajo pretende analizar las discrepancias que existen en el
resultados del calculo de los cuartiles para datos sin agrupar por parte de
algunos autores de textos y software estadistico y las posibles implicaciones en el
aprendizaje que podria provocar en los estudiantes esta falta de unanimidad, no
solo por dichos autores, sino por los mismos maestros que impartimos dichos
cursos. Se prestan las maneras de como algunos texto llegan a obtener los
cuartiles y la forma operacional de estos conceptos de los software como SPSS,
STATAy EXCEL.

1. Introduccion

Uno de los principales problemas con el que nos enfrentamos los maestros que impartimos
estadistica, aparte de la motivacion, son las habilidades matematicas con las que cuentan los
estudiantes. Particularmente, en el area de la estadistica nos enfrentamos a errores como por

ejemplo, el confundir el calculo de Z(f x m?) por Z(f ><m)2. En cuanto a las

representaciones graficas, confunden mucho un poligono con una grafica acumulada (ojivas)
y no se diga de las interpretaciones que tienen que dar sobre las graficas o las medidas de
resumen, o en los conceptos de prueba de hipdtesis. Son muchos los tipos de errores o los
diferentes obstaculos que nos encontramos en el aprendizaje de la estadistica, lo interesante
aqui es saber identificar qué tipo de obsticulos se presentan para poder abordar esta
problematica.

Afortunadamente existen ya investigaciones y asociaciones que trabajan en esta direccion,
tales como la IASE (International Association for Statistical Education) o la revista The
Journal of Statistics Education, por mencionar algunas, que intentan apoyar al docente, no
solo con material didactico para esta area, sino que ademas permiten la difusion de
investigaciones sobre las dificultades y errores que cometen los estudiantes en la
interpretacion de los contenidos de estadistica. En Batanero y colaboradores [1] se exponen
algunas de estas dificultades que experimentan los estudiantes, asimismo, hacen referencia
sobre algunas concepciones teoricas que debemos tomar en cuenta los docentes a la hora de
detectar estos errores conceptuales.

Este trabajo no trata de profundizar sobre tales concepciones tedricas, pero si propiciar una
reflexion en la comunidad de profesores de estadistica sobre las posibles implicaciones que
podria provocar en los estudiantes la falta de “unanimidad” en el calculo de percentiles por
parte de los textos de estadistica, asi como también en algunos paquetes estadisticos y entre
los mismos profesores que impartimos tales cursos.
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Se mostraran en particular algunas maneras de obtener los cuartiles para datos no agrupados
por partes de distintos autores de textos estadisticos, asi como también, los resultados
obtenidos para estos valores usando SPSS, STATA y EXCEL.

2. La experiencia en clase

Cuando se habla de implicaciones en este trabajo, se refiere a la incertidumbre que provoca en
los estudiantes el realizar estos calculos y confiar o no en el resultado obtenido, y esto surge
precisamente del comentario de un alumno en una clase de estadistica cuando se estaba
tratando el tema de los cuartiles: “maestra, una compariera de otro grupo tiene otro
procedimientos para calcular los cuartiles, ¢ cudl es el correcto? Al explicarles precisamente
que existe una discrepancia para el calculo de los cuartiles entre diferentes autores de texto de
estadistica surgieron comentarios como: “;quiere decir que para un mismo grupo de datos
puede haber cuartiles diferentes, dependiendo del procedimiento que se utilice.?”. Al
afirmarlo y mencionar que tales procedimientos arrojan valores aproximados, algunos
alumnos ponen cara de desconcierto. Esto se debe a que hay alumnos que si aceptan la idea de
que pueda existir mas de un procedimiento para calcular los cuartiles. Pero ellos esperarian
que tales procedimientos arrojaran los mismos resultados.

Esta situacion es precisamente la que se pone de manifiesto en este documento. Ya que quizas
no sea un problema el que existiera mas de un procedimiento para el calculo de cuartiles, el
detalle esta en que tales procedimientos arrojan resultados diferentes.

Tal situacidén quizas no sea significativo para algunos maestros, € incluso para ciertos autores
de textos en este campo, ya que muy poco se comenta al respecto. En Navidi [2] se hace el
siguiente comentario: “...Existen diferentes formas de calcular cuartiles, pero todos dan
aproximadamente el mismo resultado. Con respecto al software se comenta: “... algunos
software usan métodos ligeramente diferentes para calcular cuartiles, por lo que sus
resultados no pueden ser exactamente los mismos que los obtenidos por el método que aqui
se describio.”

Alvarez [3] también expone lo siguiente:

“Hay discrepancias en el cdlculo de los percentiles entre distintos autores”

Mas adelante, en una apartada titulado: Discrepancia en el calculo de percentiles, Alvarez
comenta:

“Sorprende que en una cosa aparentemente tan sencilla como el cdlculo de percentiles no
haya unanimidad de célculo entre los diferentes autores, por eso el valor de un determinado
percentil de un conjunto de datos puede ser diferente si se utiliza distintos programas
informaticos.”

Alvarez también hace referencia a el software estadistico, que es otro aspecto por comentar,
ya que al hacer uso de esos recursos para los analisis estadisticos, se presentan precisamente
esas discrepancias cuando se le pide a los alumnos que calculen los cuartiles y el diagrama de
caja en algunos paquetes como SPSS, STATA o simplemente en EXCEL, los tres muestran
para un mismo conjunto de datos valores diferentes para Q; y Q3 . Esto, de alguna manera
confunde a los estudiantes. En Schuyten [4] refiere que la diferencia entre el conocimiento
declarativo de un concepto y el procedimiento utilizado para su célculo puede ser un
problema para los estudiantes. Incluso hace referencia a la mediana, y sefala que los alumnos
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tienen dificultades en aceptar que existan diferentes procedimientos y con resultados
diferentes para un mismo concepto.

3. Forma de encontrar la posicion de los cuartiles para datos no agrupados
en algunos textos y software estadisticos

La definicion de los cuartiles es presentada de manera muy similar en la mayoria de los textos
de estadistica. Berenson y Levine [5] los exponen asi: “El primer cuartil, Q,, es un valor tal
que 25.0% de las observaciones son menores y 75.0% de las observaciones son mayores. El
segundo cuartil, Q,, es la mediana, 50.0% de las observaciones son menores y 50.0% de las
observaciones son mayores. El Tercer cuartil, Q,, es un valor tal que el 75.0% de las

observaciones son menores y 25.0% son mayores.”

Al igual que la mayoria de los textos de estadistica, exponen las siguientes expresiones para
encontrar la posicion de los cuartiles para datos no agrupados: Q, = valor correspondiente a
n+1 ., .

Tobservac1on clasificada

2(n+1) _ n;lobservaci(')n clasificada,

Q, = mediana, valor correspondiente a

3(n+1)
4

Q,= valor correspondiente a , observacion clasificada.

Para encontrar los cuartiles plantean las siguientes reglas:

“1. Si el punto de posicionamiento resultante es un entero, se elige la observacion numérica
particular correspondiente a ese punto de posicionamiento para el cuartil.

2. Si el punto de posicionamiento resultante esta a la mitad del camino entre dos enteros, se
selecciona el promedio de sus valores correspondientes.

3. Si el punto de posicionamiento no es ni un entero ni un valor a la mitad del camino entre
dos enteros, se usa una regla simple para aproximar el cuartil particular que consiste en
redondear al punto de posicionamiento entero mas cercano y seleccionar el valor numérico
de la observacion correspondiente.”

Retomando los datos que presentan como ejemplo: 4.9, 6.3, 7.7, 89, 103 y 11.7,

Q =@=1.75ta;2da observacion clasificada, es decir, Q,=6.3. La posicion para la
4

mediana seria: Q, = 6+1_ 3.5ta,de modo que, segun las reglas especificadas, el valor de la
. , . 7.7+8.9
mediana serd el promedio del 3er y 4to valor, de modo que: Q, :?:8.30. Por

3(6+1)

ultimo, la posicion para el tercer cuartil es, Q, = =5.25ta =5ta observacion

clasificada, esto es, Q, =10.30.

Como se puede observar, Berenson y Levine presentan una manera sencilla de encontrar los
cuartiles.
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Por su parte, Lind y colaboradores [6] exponen la expresion L, =(n +1)1(F))Opara localizar

cualquier punto percentil, en donde n es el numero de observaciones y P representa el
percentil que se busca. Se puede observar que, para el caso particular de los cuartiles, la
formula expuesta por Lind es exactamente igual a lo expuesto por Berenson. La diferencia
aqui radica en la regla para localizar el punto percentil una vez obtenido el resultado de la
formula. Veamos el ejemplo que presentan Lind y colaboradores:

“...suponga que un conjunto de datos contiene los seis valores: 91, 75, 61, 101, 43 y 104.
Busca localizar el primer cuartil. Ordene los valores de menor a mayor: 43, 61, 75, 91, 101y
104. El primer cuartil se localiza en

P 25
L.=(n+1)—=(6+1)—=1.75
25 = ( )100 ( )100

La formula de localizacién indica que el primer cuartil se localiza entre el primero y segundo
valores, que representa 0.75 de la distancia entre el primero y segundo valores. El primer
valor es 43 y el segundo 61. De esta manera, la distancia entre estos valores es 18. Al
localizar el primer cuartil, necesita desplazarse una distancia de 0.75 entre el primero y
segundo valores; asi, 0.75(18)=13.5. Para completar el procedimiento, sume 13.5 al primer
valor e indique que el primer cuartil es 56.5”

Se hace la aclaracion que para el caso en donde la formula arroja un valor entero, Lind usa el
mismo criterio que Berenson para encontrar la posicion del cuartil.

Mientras que Lind hace una especie de interpolacion lineal, William Navidi expone estos
conceptos de la siguiente forma: “...Existen diferentes formas de calcular cuartiles, pero
todos dan aproximadamente el mismo resultado. EI método mas simple cuando se calcula
manualmente es el siguiente: Sea n el tamafio de la muestra. Ordene los valores de la
muestra del méas pequefio al mas grande. Para encontrar el primer cuartil, calcule el valor
0.25(n+1). Si éste es un entero, entonces el valor de la muestra en esa posicion es el primer
cuartil. Si no, tome entonces el promedio de los valores de la muestra de cualquier lado de
este valor. El tercer cuartil se calcula de la misma manera, excepto que se usa el valor
0.75(n+1). El segundo cuartil usa el valor 0.5(n+1). El segundo cuartil es idéntico a la
mediana.”’

Ahora bien, si calculdramos el primer cuartil para el ejemplo que presenta Lind usando el
43+ 61

2

Berenson, éste daria el valor de 61. Tenemos entonces tres valores diferentes: 56.5, 52 y 61
para el primer cuartil de un mismo conjunto de datos. Supongamos que los valores que se
presentan en el ejemplo de Lind fueran puntajes en un examen de admision, y que se decidiera
elegir a todos aquellos que estan por arriba del primer cuartil. Obviamente se tendria que
decidir también la regla para elegir la posicion del cuartil, ya que, segin la regla de Berenson,
se elegirian todos los que estan por arriba de 61 sin incluir al 61. Por lo que respecta a Lind y
Navidi entrarian todos los que estan por arriba de 56.5 y 52 respectivamente, conjunto que si
incluiria al valor de 61.

procedimiento de Navidi, tendriamos que Q, = =52 , mientras que con la regla de

Antes de pasar al software estadistico, se describird un procedimiento mas que se encuentra
en Kazmier [7]. Al igual que en los casos anteriores, se expondra exclusivamente la expresion
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para los cuartiles: C, (primer cuartil) =X, 4.q/y>C,(segundo cuartil) = X, 4.0/2y y
C,(tercer cuartil) = X, 5,/4).1/2y

Como se puede observar, la discrepancia con Kazmier consiste en el procedimiento, no en los
criterios para elegir la posicion de los cuartiles. Por la estructura de la formula, ésta siempre
dara un valor entero o un valor entre la mitad de dos enteros. En caso de dar un valor entero,
Kazmier al igual que los demas elige el dato que se encuentra en esa posicion para el cuartil.
En caso contrario, elige el promedio de los dos valores enteros. Dependiendo de la cantidad
de datos, los cuartiles pueden coincidir con los calculados por Berenson y si la cantidad de
ellos es muy grande, se pude llegar a obtener valores muy aproximados entre ellos.

Con respecto al software estadistico, veamos los resultados que presentan para los cuartiles
para los datos presentado por Lind.

Estadisticos

VAR00001 tabstat varl, statistics( p25 p50 p75 )
N Validos 6

Perdidos 0 stats varl
Percentiles 25 56.5000 p25 61

50 83.0000 p50 83

75 101.7500 p7 101

Tabla 1. Resultados SPSS

Tabla 2. Resultados STATA

Datos
a3

6l

al

64.5

73

az2

83

91

Q3

98.5

101
104
Tabla 3. Resultados EXCEL

La Tabla 1 presenta los resultados hechos en el programa SPSS version 15, la Tabla 2 son
resultados obtenidos usando el software STATA version 10.0, y la Tabla 3 los resultados en
EXCEL. Se puede observar que los resultados obtenidos por SPSS coinciden con Lind y
colaboradores, mientras que los valores que se presenta en STATA son los mismos resultados
obtenidos por Berenson. Los procedimientos que hace Excel no son muy precisos y hay
mucha confusion al respecto por parte de los alumnos.

3. Conclusion

Como se puede observar, son varios los criterios que se usan para encontrar la posicion de los
cuartiles los cuales arrojan resultados diferentes, salvo la mediana. Y aunque estas
discrepancias consistan en los resultados y no en lo conceptual, si es importante que la
comunidad de maestros que impartimos cursos de estadistica pongamos un poco de atencion a
esta situacion. Sabemos que es valido que se pueda tener varios procedimientos para llegar a
una solucion. Lo que confunde a los estudiantes es ver como dichos procedimientos no
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convergen a un mismo resultado. Esta experiencia la hemos vivido algunos de nosotros en el
salon de clase al exponer estos temas. A los alumnos no les queda muy clara esta falta de
unanimidad y se quedan con cierta incertidumbre. Pese a las explicaciones que pudiéramos
dar, no aceptan muy bien el hecho de que haya varios procedimientos y que arrojen
resultados diferentes para un mismo concepto.

Hay dos situaciones mas que se observa en la ensefianza de los cuartiles. Una de ellas es que
los alumnos no aceptan que el resultado sea un valor que no existe entre los datos. Esto no
solo pasa con los cuartiles, sino con cualquier otra medida de posicion. La otra situacion que
se da entre algunos estudiantes es la falta de comprension del mismo concepto de percentil. Se
observa con regularidad entre ellos que confunden el resultado de la formula para la posicion
del cuartil con el valor mismo. Afortunadamente ya existen investigaciones relacionadas con
la comprension de este concepto (Mayén [8], Alcantara y Rios [9], Cobo y Batanero [10]),
que quizas podrian servir de apoyo para iniciar en nuestra comunidad un trabajo alrededor del
la comprension del concepto de percentil.
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Resumen

Establecer la validez de una proposicion mediante una demostracion es parte de la vida
cotidiana de un matemdtico y la demostracion es la base del edificio matemdtico. Dos
de las mayores dificultades que enfrentan los estudiantes de matemdticas a lo largo
de su formacion son: entender las demostraciones escritas en algun libro y aprender a
construir demostraciones por cuenta propia. En este trabajo proponemos que para sanar
estas dificultades es necesaria una ensenanza metodologica de légica matemdtica.

1. Introduccién

Muchos estudios coinciden en la necesidad de dotar al estudiante de matematicas de una
formacién logica elemental (ver p. ej. [2],[4]) y en la dificultad que tienen para entender y
realizar demostraciones (ver [3]). En matematicas interesan principalmente los argumentos
correctos basados en deducciones sistematicas. La logica nos ayuda a construir proposicio-
nes, a evaluar su certeza y establece reglas especificas de inferencia que permiten determinar
cuando un razonamiento es correcto o incorrecto. Consideramos que para aprender a leer, en-
tender y construir demostraciones, es necesario descomponer la prueba en una serie de pasos
simples y observar las claves entre ellos. Como primer paso antes de realizar una demostracion
es importante conocer la forma logica de la proposicién a demostrar. Este paso nos ayuda a
elegir el método de prueba més apropiado y a distinguir tanto los posibles supuestos — la(s)
hipdtesis — como lo que se quiere probar — la conclusién. Teniendo identificado lo anterior la
prueba se construye utilizando los conocimientos especificos del campo en el cual se presenta
la proposicién y auxilidndose de las reglas de inferencia para garantizar que los razonamientos
aludidos sean vélidos. En el presente trabajo presentamos los elementos l6gicos que, a nuestro
juicio, son necesarios para un mejor entendimiento de una demostracién matematica.

2. Elementos de légica de enunciados

Para la légica el lenguaje es importante en tanto sistema semiotico. Las leyes logicas garan-
tizan que si ciertas expresiones lingiiisticas son verdaderas, entonces algunas otras también
seran verdaderas y esto dependerd sélo de como estan estructuradas, i.e. de su forma 16gi-
ca. Se hacen entonces necesarios la existencia de un lenguaje formal adecuado y un anélisis
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logico-semantico. En matematicas, las pruebas formales son el resultado de sistemas formales,
consistentes de un lenguaje formal, de axiomas y de reglas de deduccion. A grandes rasgos
un lenguaje formal consiste de un conjunto de simbolos iniciales y de reglas de formacién. La
estructura del lenguaje formal del calculo de enunciados, abreviado L.y, consiste de

1. Letras enunciativas: P,Q,R,... 6 P;,Q;,R;... (i €N)

2. Conectivos logicos:

= negacién, & conjuncion, V disyuncién, — condicional, <+ bicondicional

Con los conectivos construimos las expresiones légicas: (-A), (A&B), (A v B), (A — B)
y (A < B), llamadas formas enunciativas. Mediante L podemos escribir la forma l6gi-
ca de muchas expresiones (véase p. €j. [4]). Los siguientes ejemplos, propios del lenguaje
matematico, lo ilustran.

Ejemplo 1. Si una funcién f es continua en un intervalo y no tiene ceros en él, entonces
f(z) > 0o bien f(z) < 0.
Sean: P — f es continua en un intervalo, Q — f tiene ceros en el intervalo, R — f(x) >0, S —
flz) <0

Forma Légica: (P&—Q) — (RVS)

Ejemplo 2. Dos rectas que no son verticales, son paralelas si y sélo si tienen la misma
pendiente.

Consideremos los enunciados: P — dos rectas son verticales, Q — las dos rectas son paralelas,
R — las dos rectas tienen la misma pendiente

Forma ldgica: =P — (Q <> R)

2.1. Leyes logicas

Los conectivos légicos de L. pueden caracterizarse semanticamente por medio de las lla-
madas tablas de verdad, que se aprenden en un curso de légica elemental. Cualquier forma
enunciativa tiene un valor de verdad que dependera de los valores de verdad de los enunciados
que lo constituyen. La verdad o falsedad de un enunciado depende de la interpretacion que
se le den a las letras enunciativas.

En légica interesan aquellas formas enunciativas que son tautolégicas. Se llama tautologia a
una forma enunciativa que toma siempre el valor de verdad verdadero, sean cuales sean los
valores de verdad de las letras enunciativas que en ella aparecen. Se representa con el simbolo
F. Desde un punto de vista semantico, en la demostracién de una proposicion se debe hacer
ver que dicha proposicién es consecuencia logica de ciertas hipotesis u otras proposiciones.
El concepto de consecuencia légica es fundamental para la légica y debe ser importante en
la base de conocimientos del estudiante de matematicas.

Definicién 1 (Consecuencia légica). Dadas dos formas enunciativas A y B, se dice que B es
consecuencia légica de A, que se denota A F B, si la implicacién (A — B) es una tautologia.

Definicién 2 (Equivalencia ldgica). Dadas dos formas enunciativas A y B se dice que son
légicamente equivalentes, denotado A = B, si el bicondicional (A <+ B) es una tautologia.

Algunas tautologias son sumamente importantes y reciben el nombre de leyes ldgicas. Es
importante que los estudiantes conozcan y memoricen algunas de ellas.
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1. Identidad: F A — A 6. Transitividad:

2. Tercero excluso: F AV —A F (A—-B)&B—C)) = (A—C)

3. No contradiccién: £ —(A&-A) 7. Contraposicién: - (A — B) + (-B — -A)
4. Doble negacién: E ——A + A 8. Modus ponens: F ((A — B)&A) — B

5. Importacién/exportacion: 9. Modus tollens: F ((A — B)&—B) — -A

F (A&B) - C) + (A — (B— Q)

Tabla 1. Algunos ejemplos de leyes lgicas

2.2. Inferencia logica

Muchos estudiantes de matematicas no siempre tienen claro si los argumentos a los que
aluden en una prueba son correctos o no, es por ello necesario contar con un conocimiento
minimo sobre inferencia légica. A el proceso de inferir una proposicion B — llamada conclusién
— de ciertas proposiciones dadas Ay, Ay, ..., A, — llamadas premisas — se le conoce como
razonamiento y se representa por lo general de forma esquematica del modo siguiente:

Las reglas de inferencia son reglas de razonamiento con las cuales deducimos una conclu-
sion correcta. Un razonamiento es valido o correcto cuando, si sus premisas son verdaderas,
entonces necesariamente lo es también su conclusién. Las inferencias son importantes pues
permiten deducir una proposicion a partir de otras proposiciones aceptadas o previamente
demostradas como verdaderas. Ahora bien, es conveniente aclarar lo siguiente: una ley y una
regla son lo mismo, sélo que dicho de dos maneras distintas. Una ley es la forma enunciativa
de un esquema valido de inferencia, mientras que una regla es el enunciado de una instruc-
cién para realizar una inferencia véalida. Por ejemplo la ley o regla del modus ponens puede
escribirse:

Ley (tautologia): Regla de inferencia:
P—Q

(P = Q)&P) —» Q P
Q

La primera expresion es la forma enunciativa de dicha ley o regla, mientras que la segunda es
una instruccién que puede ser enunciada de la siguiente manera: si tomamos como premisas
un condicional y su antecendente podemos inferir el consecuente como conclusion.

2.3. El condicional

En matematicas muchas afirmaciones son expresadas mediante condicionales. Los estudiantes
llegan a presentar dificultades en el manejo verbal y conceptual del condicional. Al menos
debe ser claro para ellos lo siguiente, dado como condicional base A — B, existen tres
condicionales asociados:
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Reciproco. B — A.
Contrario. =A — —B.
Contrapuesto. =B — —A..
De estos, inicamente el contrapuesto es légicamente equivalente al condicional base.

3. Elementos de légica de predicados

Existen muchas expresiones que no pueden traducirse a L, por eso se hace necesario contar
con un lenguaje més complejo: el calculo de predicados Lqp. La logica de predicados supone
una extensién del andlisis 16gico formal a través del examen logico de la estructura de los
enunciados. A grandes rasgos la légica de predicados — una légica de predicados puros pro-
piamente dicho — esta compuesta por tres elementos: los términos (nombres de objetos), los
predicados (propiedades de los términos) y los cuantificadores: universal (V) y existencial (3).
(Constiltense [1] y [6] para mds detalles).

Ejemplo 3. El enunciado, todos los nimeros primos a excepcion del 2 son impares, tradu-
cido a Lqp quedaria:

Va((P(2)&=Q(z,2)) = R(x))
donde = € Z, P(«): a es primo, Q(a, f): v es igual a fy R(a): o es impar.

La formalizacion y andlisis de predicados supone un tratamiento exhaustivo, sin embargo
consideramos que los estudiantes deben conocer al menos lo siguiente: la caracterizacion
semantica, la negacién de los cuantificadores y algunas reglas universalmente validas.

3.1. Caracterizacién semantica de los cuantificadores
Ve A(z) es v =p, A(zg) es v sea cual sea g
Ve A(z) es f =pn A(zg) es f para algin xg
Jz A(z) esv =pn A(xzg) es v para algin zg
Jr A(x) es f =pm A(zg) es f sea cual sea xg

donde A(zy) es una instancia (de sustituciéon) de A(x) y zo es un elemento del dominio de
definicién de la variable z.

3.2. Negacion de los cuantificadores
“(VaxA(z)) =pn Jz-A(z); —~(FzA(z)) =pn Yax-A(z)

3.3. Férmulas universalmente validas

Hacemos hincapié en tres férmulas:
(VzA(z)) + (- (Fz-A(x))); (FzA(x)) <> (= (Vx-A(x))); VYA (z) — VyIzA(x)

de las cuales la tltima nos dice que los cuantificadores universal y existencial no son con-
mutativos en ambos sentidos. Por ejemplo, la propiedad del inverso aditivo del campo de los
numeros reales ilustra este hecho.
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4. Sobre los métodos de prueba

Hemos hablado hasta el momento de la importancia de ciertos aspectos logicos en la cons-
truccion de una demostracion. En general no existe un procedimiento tinico para realizar una
demostracion — nos referimos en este caso a las demostraciones deductivas — , pero conocer la
forma légica de una proposicién nos da idea de cual es el método de prueba mas apropiado.
Mencionamos brevemente solo dos métodos: directo y reduccion al absurdo, por considerarlos
significativos en el entrenamiento del pensamiento matemadtico (ver [5]).

4.1. Método directo

Consiste en suponer verdadera la forma légica de las premisas y a partir de ello llegar a
establecer que entonces la forma logica de la conclusién también es verdadera. Si la forma
légica de la proposicién es un condicional A — BB, la estrategia recomendada es encontrar
una sucesion finita de pequenas implicaciones verdaderas de la forma:

Ay
Al — AQ
AQ — Ag

A, > B
B

con A; = A. Cuando A es verdadera se debe tener que A — B es verdadera, luego por la
regla de inferencia modus ponendo ponens, B es verdadera, que es lo que deseamos.

Ejemplo 4. Demostrar la siguiente proposiciéon: dados dos niimeros racionales x y y tales
que x <y, existe un numero racional z entre ellos.
Andalisis de la demostracion. La forma légica de la proposicion es:

VaVy (P(z,y) = 32(P(z, 2)&P(z,9)))

donde z,y,2 € Qy P(«, 5): @ es menor que (. La presencia de cuantificadores universales nos
indica que debemos elegir arbitrariamente dos niimeros racionales x, y y con ellos mostrar que
el condicional es verdadero. Si procedemos por el método directo debemos suponer que P(z, y)
es verdadera, i.e. z < y, y debemos concluir que existe un z € Q tal que P(x, 2)&P(z,y), i.e.
existe un z € Q tal que z < z y 2z < y. La presencia del cuantificador existencial nos indica
que debemos exhibir o construir un cierto objeto matematico que satisfaga, en este caso, las
propiedades P(z, z) y P(z,y).

Demostracion. (por el método directo). Sean = y y dos nimeros racionales tales que = < y.

r r
Entonces x = P yy=—,conp,q,rsecZyq,sF0,tales que b < —. Entonces
q $ q

S
p r 2r p /S r(q 2r ps+rq T
-+ -<— :—(—)+— - <= = < -
q S S q \s s\ ¢q S 2qs S
Analogamente
}_9<ps+rq

q 2qs
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u
Obsérvese que ps +rq € Z y sq # 0, por lo tanto, haciendo u = ps +rq, v =sqy z = — se
v

tiene r < z < . [

4.2. Reduccion al absurdo

El método de reduccion al absurdo de una proposicion A consiste en establecer que la negacion
de A, lleva a un absurdo: (C&—C). Si se muestra que —A implica tal contradiccién, entonces
en virtud de que (C&—C) siempre es falsa, se concluye que —=A también es falsa. En el caso
particular de que la forma légica de una proposicién sea un condicional A — B, el método
de reduccién al absurdo comienza por suponer que A y =B , y por medio de una sucesion de
pasos légicamente validos, se llega a una proposicion contradictoria.

Ejemplo 5. Queremos probar la siguiente proposicion: para cualesquiera niumeros reales
a,b, sta-b=0 entoncesa =0 ¢ b=0.
Andlisis de la demostracion. La forma légica de la proposicién es:

Vavb(P(f(a,b),0) — (P(a,0) V P(b,0)))

donde a,b € R, P(«, 8): awesigual a §, f(a, B) : - 5. Obsérvese que el conectivo principal es
un condicional. Si procedemos por reduccién al absurdo, debemos suponer que P(f(a,b),0)
es verdadera y adicionalmente que (P(a,0) V P(b,0)) es falsa, i.e.:

—(P(a,0) vV P(b,0)) = —P(a,0)&=P(b,0)
Demostracion. Sean a,b € R, supongamos que a-b = 0y que a # 0y b # 0 (hipdtesis
adicional de reduccién al absurdo). Como a # 0 entonces existe a~'. Por hipétesis a - b = 0

= a'a-b=at0 = 1-b=0 = b=0

Pero esto contradice la suposicién de que b # 0. Por lo tanto a =0 6 b = 0. O

5. Conclusiones

En general no hay recetas para construir una demostracion matematica. Sin embargo, sos-
tenemos que el contar con una metodologia de 16gica matematica permite a los estudiantes
entender y elaborar mejor las demostraciones.
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Resumen

Un fendémeno didactico, detectado en la ensefianza aprendizaje del algebra en el bachillerato,
es la falta de significado de los estudiantes en torno al objeto matematico potencia. Para
abordar esta problematica, hemos disefiado una secuencia didactica a través del analisis
didactico (Gomez, 2002). Con ésta, se pretende coadyuvar en la solucion de las dificultades y
errores reportados en investigaciones acerca del concepto Potencia; promover algunas
competencias de la RIEMS (SEP, 2008) y fomentar el significado del concepto Potencia como
una herramienta para la resolucion de problemas.

1. Introduccion

Un fendmeno didactico que se presenta en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
es la falta de significado por parte de los estudiantes en los objetos matematicos que se
estudian en los diferentes sistemas educativos. Actualmente, hemos identificado la
problematica en torno al objeto matematico potencia, donde se percibe la falta de significado
en los estudiantes, debido a su introduccion a la ensefianza como una herramienta facilitadora
de operaciones en un acercamiento basicamente aritmético y algebraico. Lo cual se pone de
manifiesto cuando se utiliza este objeto en los diferentes cursos donde se requiere la
manipulacion significativa de expresiones algebraicas. La cual ha sido estudiada por diversos
investigadores que sustentan los errores y dificultades que presentan los alumnos.

Con base en la problematica detectada, se realizara la propuesta de una secuencia
didactica para la ensefianza aprendizaje de este objeto matematico apoyandonos en el
Andlisis Didactico (Gomez, 2002) como metodologia de investigacion para llevar a cabo el
disefio de nuestra propuesta de secuencia didactica.

1.1 Propositos

El objetivo general es disefiar una propuesta de Secuencia Didéctica a través del
Andlisis didactico para la ensefianza y el aprendizaje del objeto matematico Potencia para
estudiantes de primer semestre de bachillerato en la asignatura Algebra.

Los objetivos especificos son: Coadyuvar a la solucion de las dificultades y errores
que se reportan en torno del concepto Potencia; Promover algunas competencias de la RIEMS
y promover el significado del concepto Potencia como una herramienta para la resolucion de
problemas.
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2. Justificacion

Existen diferentes investigaciones en torno a la ensefianza y el aprendizaje de los
exponentes (potencia) que sustentan la presencia de algunos errores y dificultades, que
presentan los alumnos cuando se pone en juego el uso de esta herramienta (potencia). En este
trabajo en concreto, revisamos las investigaciones realizadas por:

Dolores, Martinez, Farfan, Carrillo, y Lopez (2007), quienes encontraron que en el
bachillerato, la nocion de potencia es manejada en el contexto algebraico como una

T .y . . _ AN ey .
multiplicacion reiterada. Es decir,| @-@d-d...d=a donde, esta definicion se introduce
%/_J
nveces
mediante ejercicios en los que se realizan transformaciones de expresiones algebraicas, es
decir tratamientos en el registro analitico.

Ferrari (2001), manifiesta que la ensefianza de estructuras multiplicativas para
introducir la potencia, se convierte en un obstaculo para la aprehension de otros conceptos por
parte de los alumnos, cuando se trabaja con exponentes en el dominio de los nimeros
naturales mayores que 1.

Por su parte, Martinez (2000), enumera varios fenomenos didacticos que fueron
detectados en la investigacion de Lezama (1999) con estudiantes de secundaria, bachillerato
y nivel superior entre los que destaca la falta de argumentos para justificar las potencias, cero,
uno negativas y fraccionales.

Curricularmente, se ha tratado de subsanar la presencia de los fendmenos
anteriormente citados mediante la implementacion de Reformas en los diferentes niveles
educativos. Con el propdsito de conocer mas sobre estas reformas, analizamos la Reforma
2006 para Secundaria (RES), por ser el nivel precedente al cual estamos enfocando nuestro
trabajo y la Reforma Integral en la Educacion Media Superior 2008 (RIEMS) con el proposito
de tener los referentes tedricos en la ensefianza y el aprendizaje en ambos niveles educativos.

3. Marco teédrico

En este trabajo, utilizaremos el Andlisis Didéctico (Gomez, 2002) como metodologia
de investigacion para llevar a cabo el disefio de nuestra propuesta de secuencia didactica.

Este analisis, es una conceptualizacion del nivel local de la planificacién de un tema
matematico especifico. En este nivel, el profesor debe considerar la complejidad del
contenido matematico y contemplar tanto los diferentes significados de las matematicas como
la diversidad en su ensefianza. De hecho, la negociacion y construccion de estos multiples
significados por parte de los alumnos, debe ser uno de los propositos centrales de la
interaccion en el aula cuando el profesor propone las actividades didacticas.

En el contexto concreto de la planificacion de una hora de clase o del disefio de una
secuencia didéctica, el profesor puede organizar la ensefianza basandose en cuatro analisis
que sustentan el Analisis didactico: Andlisis de contenido; Analisis cognitivo; Andlisis de
instruccidon y Analisis de actuacion.

4. Disefio de la Secuencia Didactica (Aplicacion del Analisis Didactico)
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4.1 Analisis de contenido

El ciclo del andlisis didactico inicia, ubicando el contenido matematico de estudio (concepto
Potencia) como parte de la asignatura algebra del primer semestre de la Direccion General de
Educacion tecnologica Industrial (DGETI), dependiente de la Subsecretaria de Educacion
Media Superior vigente a la fecha bajo el nombre de leyes de los exponentes.

Los objetivos que pretendemos coadyuvar con nuestra secuencia son parte del
propdsito general de la asignatura —Algebra—Desarrollar la capacidad del razonamiento
matematico haciendo uso del lenguaje algebraico, a partir de la resolucion de problemas de la
vida cotidiana, dentro y fuera del contexto matematico, representados en modelos donde se
aplican conocimientos y conceptos algebraicos, en un clima de colaboracion y respeto
(SEMS, 2009).

Para iniciar el estudio del objeto matematico Potencia, analizamos la propuesta del
algebra escolar impartido a maestros de escuelas secundarias y preparatorias (Wu, 2005) y la
estructura propuesta en el libro de texto recomendado por el subsistema (DGTI) para la
ensefianza y el aprendizaje del Algebra. (Acosta, 2006).

4.2 Analisis Cognitivo

En el analisis cognitivo, el profesor debe describir las hipotesis acerca de como los
estudiantes pueden progresar en la construcciéon de su conocimiento sobre la estructura
matematica cuando se enfrenten a las tareas de las actividades de ensefianza y aprendizaje.

Para concretar este andlisis, disefiamos la tabla 1 que nos ayuda a establecer la forma
en la que ciertas capacidades contribuyen al logro de las ocho competencias — ver tabla 1—.
Por lo tanto, este procedimiento nos permite organizar la informacion sobre el desarrollo
matematico de los estudiantes con respecto a un tema especifico —concepto Potencia— antes
y después de la instruccion.

Tabla 1
Capacidades o sub-competencias para la conceptualizacion del objeto matematico potencia.
Capacidades o sub-competencias Competencias

tj2]3]4]s5]6]7]8]

Construye y establece distintas representaciones de la potencia.

C1 | Identifica las principales variables (base y el exponente) de una X X
situacion problema, construye tablas y organiza la informacion.

C2 | Elabora diagramas que describen la situacion problema con sus X X
principales variables.
C3 | Establece las relaciones que mejor se ajustan al comportamiento X X

de las variables registrado en las tablas y diagramas.

Competencias disciplinares matematicas (SEP, 2008)
1. Construye e interpreta modelos matematicos deterministas o aleatorios mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones reales o formales.
2. Propone, formula, define y resuelve diferentes tipos de problemas matematicos buscando diferentes enfoques.
3. Propone explicaciones de los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los contrasta con modelos
establecidos o situaciones reales.
4. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos, analiticos y variacionales, mediante el
lenguaje verbal y matematico.
Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para determinar o estimar su comportamiento.
Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente magnitudes del espacio que lo rodea.
Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio un proceso o fendmeno, y argumenta su pertinencia.
Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientificos.

® N

4.3 Analisis de Instrucciéon
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En este analisis, el profesor disefa, analiza y selecciona las tareas que constituiran las
actividades de ensefianza y aprendizaje objeto de la instruccion

4.4 Analisis de actuacion

“El analisis de actuacion debe basarse en el andlisis de la actuacion de los escolares al
abordar las tareas y al interactuar con los comparieros y con el profesor” (Gémez, 2005).

En este apartado, presentamos un analisis de las actuaciones de un estudiante con la

primera version de una actividad (pilotaje) que forma parte de las tareas que conforman la
instruccion (secuencia didactica) con el proposito de ilustrar la aplicacion del Analisis
Didactico.
Tarea 1. Problema 1. Una persona se entera de un secreto y a las 10 de la mafiana, lo cuenta a
sus tres mejores amigos pidiéndoles que lo mantengan en secreto. Diez minutos después éstos
rompen el pacto de confianza contandoselo cada una a otros tres intimos amigos. Si este
secreto fuera contado de este modo, siempre cada diez minutos y a tres nuevos amigos que no
lo conocian. Considerando que en Hermosillo, Sonora hay 768954 habitantes. ;A qué horas
estaran todos enterados?

Estudiante 1.

Para iniciar el proceso de resolucion de la situacion problema que se le presenta, este
estudiante, elabora un diagrama para simular dicha situacion. En este diagrama, incluye
cuatro intervalos de tiempo (forma en que se cuenta el secreto) en el sistema de representacion
numérico y el total de personas que se enteran del secreto en el mismo registro de
representacion (ver figura 1).

IQann
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Figura: 1

Consideramos importante comentar que este estudiante no considerd a la
persona que cuenta el secreto por primera vez e inicia el diagrama en el segundo intervalo de
tiempo. Pero, posteriormente se percata del error y hace la rectificaciéon en un segundo
diagrama (ver figura 2). Para continuar con la resolucion del problema, nuevamente realiza
un tratamiento en dicho registro de representacion (diagrama) y en las primeros cuatro
intervalos de tiempo el estudiante utiliza figuras (circulos y cuadros) para representar el
nimero de personas que se enteran exactamente a una hora determinada (ver figura 2)
mientras que en el resto de los intervalos solo utiliza nimeros. Es decir, el estudiante presenta
dificultades para seguir simulando el fendmeno en el mismo registro de representacion por lo
que se ve en la necesidad de realizar una conversion al registro numérico que le permite
seguir avanzando en dicho proceso de resolucion.

3
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Figura: 2
Para seguir avanzando en vias de llegar a la solucion del problema, el estudiante
realiza una conversion de la representacion semidtica figural (diagrama) a la elaboracion de
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una tabla (registro de representacion numérico tabular). En esta tabla, incluye dos columnas,
en la primera incluye los intervalos de tiempo y la etiqueta con hora (conversion), y en la
segunda el total de personas que se enteran a una hora determinada (ver figura 3).

Figura:3
Nota: Fue necesario que el profesor le pidiera al estudiante que examinara detalladamente el
reactivo 7 (ver figura 4) para poder arribar a la institucionalizacion del conocimiento que se
habia puesto en juego.

Figura: 4
Una vez que el estudiante hizo lo anterior, se le preguntdé que si podria expresar
matematicamente de otra manera 3x3. Y el estudiante regres6 nuevamente a decir que 3x3=9.
Para poder continuar, se le preguntd que si podia abreviar la operacion que tenia en la tabla
pero que en la abreviacion se tenia que incluir el 3 (base). Con el propdsito que el estudiante
lograra una estructuracion de sus conocimientos y lograra dar el salto a la nocion de
exponente. Que era lo que estabamos tratando de promover en este momento del problema.

4.5 Capacidades que el estudiante 1 puso en juego al abordar el problema

Tomando como referencia la tabla 1 de capacidades y competencias que estamos tratando de
promover con las actividades que conforman las tareas, consideramos que este estudiante esta
en grandes posibilidades de lograr las siguientes capacidades.

Competencias
Capacidades [ 1 [2 3145161718
Cl X X
C2 X X
C5 X X
Cé6 X
C8 X
C13 X
Cl16 X

4.6 Los caminos de aprendizaje seguidos por el estudiante uno
C13 —>C8 «»C2—> Cl+> C54> C6—> C16

4.7 Dificultades que los estudiantes pueden encontrar al abordar las tareas

Este estudiante, present6 dificultades con el exponente cero y el exponente uno (ver
figura 5), Pareciera que en el segundo renglon de la tercera columna el resultado es correcto
(3), solo que la forma como se encuentra expresado (3x1) no corresponde a la situacién que
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representa. Por otro lado, estos errores ya los habiamos previsto como probables de cometer
por parte de los estudiantes ya que se detectaron en las investigaciones que revisamos en
torno a los exponentes Martinez (2000) y Ferrari (2001).

7. Organiza la informacién que generaste en los reactivos 1, 2,3 y 4 en la siguiente

tabla.

secreto total de personas que se enteran del
__secreto

10 !

1000

Hora ] Personas que se enteran del Operaciones realizadas para llegar al

Yor R 3y |

Figura: 5
Para tratar de subsanar estas dificultades, se le pregunto al estudiante cuantas veces se

habia contado el secreto a las 10:00; cuantas veces a las 10:10; etc., con el propdsito de que
¢éste, encontrara la relacion que existe entre el exponente y las veces que se cuenta el secreto.

5. Conclusiones

En este pilotaje, detectamos y corregimos errores en la redaccion de la situacion

problema y en las preguntas de algunos reactivos. Ademads, con base en este pilotaje,
tomamos la decision de llevar a cabo una serie de replanteamientos, los cuales se le iran
presentando a cada alumno, dependiendo de las dificultades que presente a la hora de resolver
el problema.
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Resumen

El aprendizaje ubicuo o u-learning beneficia a los estudiantes porque les permite recibir
instruccion personalizada a cualquier hora y en cualquier lugar donde puedan llevar
una computadora. A pesar de estos beneficios existe una carencia de plataformas de
aprendizaje ubicuo. En este articulo presentamos un panorama del aprendizaje ubicuo,
de los principales retos que hay que resolver para su implementacion, proponemos que
se pueden resolver esos retos utilizando una red bayesiana y presentamos una de las
escasas implementaciones de aprendizaje ubicuo en matemdticas que se encuentra en
la literatura. Finalmente concluimos con nuestras futuras lineas de investigacion.

1. Introducciéon

El aprendizaje ubicuo permite a un estudiante recibir instruccién personalizada en cualquier
lugar y a cualquier hora. Como tal, el aprendizaje ubicuo es la union de dos sistemas de
ensenanza. El primer sistema es el aprendizaje en linea personalizado, que permite al estudi-
ante recibir instruccion individualizada y que tipicamente se lleva a cabo en una computadora
de escritorio a través de internet. El segundo sistema es el aprendizaje mévil que permite al
estudiante recibir instruccién a cualquier hora y en cualquier lugar mediante una computa-
dora portatil y tecnologias de comunicaciones como Wi-Fi y GSM.

Tipicamente, la implementacién de una plataforma de aprendizaje ubicuo se lleva a cabo
mediante una interface hombre-méaquina que se adapte al nivel de conocimientos, habilidades
informaticas, preferencias y a la plataforma computacional que esté siendo empleada por el
estudiante. Adicionalmente, la interface puede ayudar al estudiante realizando tareas como
generar un plan de estudios apropiado, recomendaciones de material relevante, bisquedas
inteligentes y ayuda personalizada. A esta clase de interfaces hombre-maquina se les conoce
como interfaces adaptativas o interfaces inteligentes.

El uso de una interface adaptativa en un ambiente de aprendizaje ubicuo incide positiva-
mente en el aprendizaje del alumno porque le permite estudiar a cualquier hora, en cualquier
lugar y desde cualquier computadora en un ambiente personalizado. Asi el estudiante puede
concentrarse en el estudio de la asignatura, sin tener que perder tiempo buscando material
relevante ni depender de sus habilidades informaticas para utilizar la interface.

El objetivo de este trabajo es dar a conocer los principales retos de implementar una platafor-
ma de aprendizaje ubicuo y los ejemplos disponibles en la literatura para la ensenanza de
las matematicas. Para cumplir este objetivo, el resto de este trabajo esta organizado como
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sigue. La seccion 2 define los conceptos basicos del aprendizaje ubicuo. La seccion 3 discute
los problemas que hay que resolver para implementar una plataforma de aprendizaje ubic-
uo. La seccién 4 presenta un caso de estudio de la utilizacion del aprendizaje ubicuo en la
ensenanza de las matematicas. Finalmente, la seccion 5 presenta las conclusiones obtenidas
de la presente investigacion.

2. Antecedentes

Esta seccién define los conceptos de aprendizaje en linea personalizado (sub-seccién 2.1),
aprendizaje movil (sub-seccion 2.2) y aprendizaje ubicuo (sub-seccién 2.3).

2.1. Aprendizaje en linea personalizado

El aprendizaje en linea (e-learning en inglés) se define como la instruccién recibida en una
computadora por medio de un CD-ROM, internet o intranet. Clark y Mayer [1] afirman que
el aprendizaje en linea puede ser sincrono o asincrono. El aprendizaje en linea sincrono se
realiza en tiempo real en un aula virtual y es conducido por el instructor. El asincrono, por
otra parte, esta disenado para que el individuo estudie a su propio paso. Ambos formatos
permiten el uso de aprendizaje colaborativo tales como wikis, grupos de discusién y correo
electrénico.

El aprendizaje en linea tradicional ofrece a todos los estudiantes el mismo servicio sin tomar
en cuenta sus conocimientos previos, metas, habilidades de comunicacion e intereses. Segin
Shute y Towle [2] desde la década de los setentas se reconocié6 el impacto de las diferencias
humanas en la educacion. Es decir, que una instruccién unitalla no satisface a todos los
estudiantes y es necesario buscar nuevos paradigmas de ensenanza tales como el aprendizaje
en linea personalizado.

El aprendizaje en linea personalizado (adaptive e-learning) ofrece una solucién a este prob-
lema mediante la adaptaciéon a las necesidades particulares de cada estudiante. Mas formal-
mente, el aprendizaje en linea personalizado se define como un sistema de ensenianza en linea
que “adapta la selecciéon y presentacion de contenidos de una manera individual al estudiante
basandose en su nivel de estudios, sus necesidades, su estilo de aprendizaje, sus conocimientos
previos y sus preferencias” [3].

2.2.  Aprendizaje movil

El aprendizaje movil (m-learning) es la adquisicién de conocimiento por medio de alguna
tecnologia de computo mévil [4]. Por computadoras méviles se entiende teléfonos celulares,
agendas personales digitales (PDAs), netbooks, tablet PCs y tal vez, dependiendo del tamano,
laptops.

Las diferencias del aprendizaje movil con otros tipos de aprendizaje, en particular el apren-
dizaje en linea tradicional, se pueden estudiar desde dos puntos de vista: el tecnolégico y el de
la experiencia educacional. Respecto a la tecnologia, el aprendizaje movil se distingue por el
uso de equipo portatil que permite al estudiante accesar los objetos de aprendizaje a cualquier
hora y desde cualquier lugar. Con respecto a la experiencia educacional, Traxler [5] compara
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el aprendizaje movil y el aprendizaje en linea usando palabras clave. De esta forma, el apren-
dizaje mévil es 'personal’, ’espontaneo’, 'oportunista’, ’informal’, 'ubicuo’, 'privado’, ’sensible
al contexto’, 'segmentado’ y 'portatil’, mientras que el aprendizaje en linea es ’estructurado’,
'multimedia’; ’ancho de banda amplia’, 'interactivo’, ’inteligente’ y "usable’. El mismo autor
remarca que algunas de estas distinciones pueden desaparecer conforme la tecnologia movil
avance, pero propiedades como informalidad, movilidad y contexto permaneceran.

2.3. Aprendizaje ubicuo

El aprendizaje ubicuo (u-learning) es un sistema de aprendizaje en linea personalizado que
permite al individuo estudiar a cualquier hora y en cualquier lado del mundo donde pueda
llevar una computadora [6]. En otras palabras, el aprendizaje ubicuo es la combinacién del
aprendizaje en linea personalizado con el aprendizaje mévil. Fraser [7], Ramén [8] y Wheel-
er [9] definen al aprendizaje ubicuo usando la férmula: aprendizaje ubicuo = aprendizaje
en linea + aprendizaje mévil. Para hacer énfasis que el aprendizaje ubicuo involucra no el
aprendizaje en linea tradicional, sino el aprendizaje en linea personalizado, preferimos usar
la siguiente férmula:

aprendizaje ubicuo = aprendizaje en linea personalizado + aprendizaje mévil

Las ventajas del aprendizaje ubicuo son evidentes. Tiene las mismas que el aprendizaje en
linea personalizado, es decir, permite a los alumnos seleccionar los objetivos de aprendizaje
y aplicar su estilo de aprendizaje propio [3, 10, 11]. Ademdas permite al estudiante utilizar
cualquier plataforma a su alcance y situarse en casi cualquier parte del mundo. La principal
desventaja, por el momento, es el alto costo relativo de los equipos y de la conexién, sobre
todo en teléfonos celulares. Sin embargo, conforme la tecnologia avance es previsible que los
precios se reduzcan.

3. Implementacion de una plataforma de aprendizaje ubicuo

Para implementar una plataforma de aprendizaje ubicuo hemos identificado que se nece-
sitan resolver varios problemas agrupados en dos areas: infraestructura y software. En el area
de infraestructura se debe contar con un servidor de internet y equipo de cémputo, tanto
de escritorio como portatil, con acceso a internet. En el drea de software, el diseno e im-
plementacién de una interface adaptativa plantea tres problemas principales: la creacion del
modelo del estudiante, la generacién del contenido y la adaptacién del contenido.
Consideramos que los problemas de infraestructura se pueden resolver mediante recursos
financieros. Por otra parte, los problemas de software requieren especial atencién puesto que
su solucién involucra aspectos de ciencias de la computacion. Por ese motivo en esta seccion
detallaremos los mencionados problemas de software.

El modelo del estudiante captura informacion relevante sobre el estudiante, por ejemplo,
el nivel de conocimientos previos, metas de aprendizaje, estilo de aprendizaje y tiempo
disponible para el aprendizaje. El modelo debe realizar una evaluacién inicial del estudiante,
tanto de sus conocimientos en la materia de estudio como de sus habilidades informaticas, y
luego evolucionar conforme estos conocimientos y habilidades cambian. Algunos problemas
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que identificamos para que el modelo funcione de manera adecuada son los siguientes: 1) el
modelo debe aprender répido para ser 1til desde el primer momento, 2) debe trabajar con
informacién incompleta, y posiblemente contradictoria, que reciba del estudiante y 3) debe
poder evaluar los conocimientos y habilidades del estudiante para asi poder evolucionar.

La generacion del contenido consiste en producir una interface personalizada para cada estu-
diante con la capacidad de realizar tareas inteligentes, como busquedas y recomendaciones,
que redunden en un aprendizaje mas efectivo por parte del alumno. Los problemas mas im-
portantes que hay que resolver son: 1) establecer un criterio de relevancia para ordenar los
objetos de aprendizaje, 2) generar una trayectoria de aprendizaje de acuerdo a la meta del
estudiante y el tiempo disponible para el estudio, 3) mantener una base de datos con los
objetos de aprendizaje que el alumno haya encontrado relevantes con el fin de recomendarlos
a otros estudiantes con metas semejantes y 4) descubrir y recomendar objetos de aprendizaje
que puedan ser de interés para el alumno.

Finalmente, la adaptacion del contenido implica cambiar la interface conforme evoluciona el
conocimiento del estudiante y presentar una interface consistente en cualquier computadora
sin importar el tamafio de la pantalla. Para lograr estos objetivos es necesario 1) contar con
una base de datos con las capacidades (por ejemplo tamano de pantalla) de cada plataforma
computacional y 2) adecuar el contenido a las capacidades de la computadora que esté siendo
utilizada.

Un método para implementar una interface adaptativa es utilizar una red bayesiana, una
estructura matematica para razonar con incertidumbre [12]. La aplicacién de redes bayesianas
estd documentada en el aprendizaje en linea personalizado [3, 10, 11], en el modelado del
alumno [13, 14] y en el diseno de interfaces adaptativas [15].

4. Caso de estudio: ensenanza de las matematicas

Son escasas las aplicaciones reportadas del aprendizaje ubicuo, tal y como se define en la
Seccién 2.3, a la ensenanza de las matematicas. Esta situacion contrasta con los reportes
de aplicaciones en matematicas del aprendizaje en linea [16], del aprendizaje en linea per-
sonalizado [17] y del aprendizaje mévil utilizando calculadoras [18], PDAs [19] y teléfonos
celulares [20].

Dentro de este panorama destaca MoreMaths [21], un medio ambiente de aprendizaje disefiado
para apoyar cursos universitarios de matematicas. MoreMaths consta de dos componentes
desarrollados en Java. Un componente corre en una computadora personal (PC) de escritorio,
mientras que el otro corre en una PDA Compaq iPAQ. El aprendizaje toma lugar en la PC,
donde el estudiante consulta el material de la clase y recibe retroalimentacion personalizada.
Después de esta interaccién, el estudiante puede llevarse en su PDA material a la medida
para su posterior revision. Una vez finalizada la revision, el componente en la PC administra
un examen sobre dicho material y actualiza el modelo del estudiante.

MoreMaths fue probado en un grupo piloto con 9 estudiantes, 8 de los cuales evaluaron la
revision individualizada en la PDA como “uatil” o “muy 1til”. Los autores concluyen que los
sistemas combinados, computadora de escritorio y mévil, son potencialmente provechosos.
Sin embargo, tienen la desventaja de cada estudiante debe contar con los dos equipos.
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5. Conclusiones

El aprendizaje ubicuo beneficia a los estudiantes porque les permite estudiar a cualquier
hora y en cualquier lugar de una manera personalizada e independiente de la plataforma
utilizada. A pesar de estas ventajas no existen muchas implementaciones de plataformas de
aprendizaje ubicuo y esto es notable en la ensenanza de las matematicas, donde también
resalta la falta de objetos de aprendizaje adecuados. Consideramos que esta carencia se debe
a que el costo de la infraestructura ha impactado negativamente el desarrollo del aprendizaje
ubicuo. Sin embargo, ya que es previsible que el costo de la tecnologia se abarate con el
tiempo, es factible considerar que habra un incremento en el desarrollo de plataformas de
aprendizaje ubicuo.

Por tultimo, dentro de nuestro trabajo futuro de investigacién esta investigar la aplicacion
de las redes bayesianas en la implementacién de una interface adaptativa en un ambiente de
aprendizaje ubicuo y la creacién de objetos de aprendizaje para la ensefianza de matematicas
y ciencias de la computacion.
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Resumen

Se presentan algunos resultados obtenidos al aplicar una estrategia didactica que mezcld el uso
de la tecnologia, la ensefianza problémica, el trabajo asincrénico y la docencia presencial con la
finalidad de brindar oportunidades a los estudiantes para que exploren nuevas formas de estudio
de las matematicas. Se tipifico el concepto de “células” asincronicas en la docencia presencial.
Se aplicé un cuestionario para conocer el grado de satisfaccion de los estudiantes egresados de
la experiencia en los semestres posteriores a su aplicacion. Se presentan algunos resultados
relevantes. Se concluye que la estrategia didactica es muy recomendable y permite favorecer el
aprendizaje de las matematicas.

1. Introduccion
La ensefianza de las matemadticas reune problemas universales (existe una cierta

problematica recurrente en la literatura especializada en diferentes paises; [1] ) y locales (en cada
institucion, facultad y aula. [4] ). Desde hace mas de 20 afios, como docentes de matematicas, nos
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hemos enfrentado con dificultades a las que hemos tratado de dar soluciéon implementando
diversas estrategias docentes, algunas con muy malos o nulos resultados y otras con resultados
mejores. Actualmente, el grupo de Matematica Educativa del Cuerpo Académico de Matematicas
estamos incursionando en modalidades didacticas que incluyen y combinan la ensefianza
presencial y el uso de la tecnologia, asi como la Ensefianza Problémica [3], como alternativa para
proponer modelos didacticos que contribuyan al mejoramiento de la ensefanza de las
matematicas en las aulas universitarias. Se presentan los resultados de un modelo.

Desde finales de los afios 80, en la Facultad de Ciencias Marinas de la Universidad
Auténoma de Baja California (campus Ensenada) hemos tratado de resolver el problema del bajo
nivel de conocimiento matematico, asi como la actitud desfavorable de los estudiantes de reciente
ingreso. Se implementd un curso de Matemadticas 0, con contenidos propios del nivel educativo
previo. No fue suficiente. Se implemento para el semestre siguiente un curso de Matematicas
00, con contenidos aun mas basicos. Tampoco fue suficiente. Posteriormente, la Maestra
Consuelo Valle, de la Facultad de Ciencias Marinas, desarrolld6 una pagina WEB con los
contenidos que se espera que los aspirantes a ingresar a la Facultad deben conocer y dominar.
Esta pagina es accesible a distancia y es posible obtener asesoria mediante la misma. Tampoco
parecio ser suficiente. Los indices de reprobacion en las materias de matematicas de los primeros
semestres continuaron a la alza.

2. Alternativa Problémica asistida con Tecnologia

Nuestro grupo de Matematica Educativa atendio a la convocatoria de la HP (Hewlett-
Packard) en la que dicha compaiia de computo ofrecia equipo y soporte para aquellos profesores
o investigadores que redisefaran algin curso de matematicas en facultades de ciencias o de
ingenieria. Se concursd y se gand la convocatoria proponiendo el redisefio de los cursos de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (Facultad de Ciencias Marinas) y el de Topicos Matematicos
(Facultad de Ingenieria Ensenada). En este articulo nos referiremos sobre todo a los resultados
obtenidos de este segundo curso, aunque mencionaremos, sobre todo con finalidad de
comparacion, los de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, mismo que se reporta en extenso en
otro sitio.

El equipo donado por HP consistié en 21 computadoras Lap Top tipo Tablet PC con la
capacidad de escribir a mano alzada en la pantalla del equipo directamente mediante un lapiz
electronico (Figura 1). Ademads se incluyeron equipo de red, impresora, camara fotogréafica
digital y una aportacion en efectivo, entre otras cosas.

08/09/2007

Figura 1. Equipo de computo utilizado
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La estrategia didactica seguida en el curso de Ecuaciones Diferenciales, en la Facultad de
Ciencias Marinas consisti6 fundamentalmente en hacer uso de las habilidades del software
incluido en los equipos para hacer ver a los estudiantes de manera inmediata los resultados que
estaban obteniendo, mediante el procedimiento de seleccionar el profesor el monitor del
estudiante en cuestion y proyectarlo al frente del grupo. Ademés el profesor pudo senalar y
resolver ejercicios simultdneamente en la pantalla frente al grupo y en las diferentes pantallas de
los equipos de cada alumno. Los resultados de esta intervencion seran presentados en otro sitio.
Por otra parte, el curso de Topicos Matematicos, de la Facultad de Ingenieria, fue planeado como
curso taller, con valor curricular, pese a que los contenidos fueron semejantes a los de los cursos
de matematicas 0 y 00 referidos mas arriba. La diferencia principal en tanto estrategia didactica
fue que en esta ocasion se planed un trabajo presencial-asincronico asistido por tecnologia [2] .

3. Curso Taller Topicos Matematicos Presencial y Asincronico

El curso de Topicos Matematicos se presentd a los estudiantes mediante un sistema de
educacion a distancia (Figura 2) en el que se colocaron los contenidos, referencias, textos,
imagenes, videos, ejercicios y todos los elementos que se consideraron utiles para clarificar y
contribuir al aprendizaje de los estudiantes. Estos elementos estaban organizados por “semanas”
en atencion a las 16 semanas de duracion del semestre.

e COBM v~

osv  @hGetting Started [§]Latest Headlines v
@ Virtu@IMat - Home i | T Curso: Topicos Matematicos & v
Topicos Matematicos Usted esta en el sistema como Sergio Pou Alberd (Salr)

virtu@almat » TM Activar edicion

Diagrama semanal Calendario 5
<< March 2009 >>
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Figura 2. Estrategia presencial asincronica

La metodologia didéactica consistid en trabajo presencial, por equipos (necesariamente,
dado el nimero de estudiantes con relacion al nimero de equipos de computo, lo que resultdé una
medida muy benéfica para incrementar el nivel de interaccion). Los estudiantes se presentaban al
aula el dia y hora en que tenian clase y se entregaba a cada equipo una méaquina. El aula contaba
con la sub red inalambrica proporcionada junto con los equipos y ésta a su vez se conectaba a
Internet. El profesor se encontraba presente todo el tiempo de la clase. Al estar los contenidos en
linea, los estudiantes pudieron acceder a ellos fuera de las horas de clase y al tener la posibilidad
de preguntar al profesor también en linea, podian tener asesoria fuera de las horas de clase. La
mayoria de los alumnos optd por no utilizar la asesoria en linea, prefiriendo tener la interaccion
con el profesor y con sus compaieros de grupo en forma presencial. Entre los resultados mas
destacables de esta estrategia didactica, queremos hacer notar que se gener6 de manera
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espontanea, lo que dimos en llamar “células de aprendizaje”, por considerarlas como una
caracteristica particular de la estrategia didactica y que se dio en forma natural.

4. Células de Aprendizaje Asincronico

Los estudiantes se reunieron de manera natural en equipos (fueron estudiantes de primer
ingreso, por lo que no todos se conocian previamente). Los equipos inicialmente trataron de
trabajar todos al mismo ritmo, tratando de cubrir los materiales y temas designados para cada
“semana” en el sitio WEB (ver figura 2). Sin embargo, pronto empezaron a notarse grupos que
avanzaban mas rapido y grupos que se tardaban mas en la resolucion de su encomienda.
Tradicionalmente, en un curso presencial (aunque sea asistido por tecnologia) aquellos materiales
que no son cubiertos en su totalidad por algun alumno o equipo de alumnos, o es abandonado por
ellos o es visto de manera muy superficial, propiciando el aprendizaje memoristico que tiene por
principal objetivo pasar el examen y posteriormente es olvidado con mayor facilidad. Se
permitido que los alumnos avanzaran a diferentes ritmos y lo que se logro fue precisamente el
nacimiento de estas “células” de aprendizaje asincronico, que consideramos el mayor de los
resultados obtenidos en esta experiencia.

En la figura 3 se muestra un ejemplo de interaccion de los estudiantes en los equipos de
trabajo y en la figura 4 una muestra del trabajo en “células”

|

=

08/14/2007 =L 04/23/2008

Figura 3. Organizacion del grupo en equipos Figura 4. Grupos en Células Asincronicas

Estas “células” consistieron en la agrupacion natural de estudiantes con base
fundamentalmente en tres criterios. El primero, estudiantes que tenian conocimientos suficientes
y que consideraban facil la materia. El segundo, estudiantes que, por el contrario, sentian sus
deficiencias y consideraban el contenido dificil y el tercero, menos comun, en donde un
estudiante con conocimientos suficientes trabaja como mentor o tutor de otros menos
capacitados. La caracteristica de estar el material tanto en linea como la posibilidad de trabajo
presencial con este mismo material, favorecio que surgieran estas figuras de trabajo al interior del
grupo. El profesor, al correr de dos o tres semanas, se encontraba dando asesorias especificas a
los diferentes grupos sobre diferentes temas de los contenidos de distintas “semanas”. Por otra
parte, las distintas “células” de los estudiantes seleccionaron la secuencia de temas que les
pareci6 mas apropiada a sus necesidades. No todos los estudiantes siguieron la secuencia de
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semanas que se habian “programado” de acuerdo con los contenidos del curso, sino que algunos
de ellos tomaron, por ejemplo, la semana uno, la cuatro, la dos, y asi sucesivamente.

5. Resultados y Discusion

Se aplicod un cuestionario anénimo en forma de escala de Likert de cinco puntos, en donde
el valor 1 implic6 menos de 10 % de acuerdo, el valor 2 acuerdo entre 10% y 30%, el 3 entre
30% y 50%, el 4 entre 50% y 70% y el 5 méas de 70% (Anexo I). En total se aplicaron 90
cuestionarios de los que se recuperaron 72. El contenido de estos cuestionarios fue capturado y
analizado mediante el programa SPSS V 10.0. A continuacion se presentan algunos de los datos
mas significativos. En cuanto a género respondieron al cuestionario 20 mujeres y 52 hombres.
Con relacion a la distribucion de los cuestionarios por semestre puede verse que predomina el
tercer semestre, seguido del segundo, cuarto, quinto y solo un alumno de sexto semestre
respondio al cuestionario. Cinco alumnos no respondieron que semestre cursan.

La percepcion de la utilidad de la materia de Toépicos Matematicos es en general muy alta
y no hay distincion entre géneros. Cerca de la mitad de los encuestados (44.4%) opinaron que la
materia de TM fue de utilidad para ellos, con grado de acurerdo de mas de 70% (nivel 5). Por
otra parte, un estudiante no respondiod este reactivo (Figura 5).

El contenido de la materia de Topicos Matematic Lo que aprendi o recordé en la materia de Tépic

40

30

30

=1

= =
é E Std. Dev=1.12
=1 =0 Mzan =41
o L
iC o0 v N=85.00
20 a0 40 50 ] 20 an 40
El contenido de la materia de Topicos Matematicos fue de utilidac Lo que aprendi o recordé en la materia de Topicos Matematicos
Figura 5. Reactivo referente a la utilidad Figura 6. Reactivo referente a aplicacion

En este reactivo se explor6 el nivel de acuerdo con el enunciado "Lo que aprendi o
recordé en la materia de TM lo apliqué en otra materia de algin semestre sucesivo". El nivel de
acuerdo es también muy alto (Media de 4.10 en la escala de 5) y el 45.8% de los encuestados
coincidieron en calificar con 70% de acuerdo o mas este enunciado (Figura 6).

Otro tema que se preguntd a los estudiantes fue relativo a si recomendarian a sus
compaiieros de nuevo ingreso a la FIE para que si cursaran la materia de Topicos Matematicos,
aunque esta no les proporcionara créditos para su carrera. La respuesta es de un muy alto grado
de acuerdo,con media 4.24 en la escala de 5 puntos. También cabe mencionar que el 56.9% de
los encuestados selecciond el grado de acuerdo de més de 70% con relacion al contenido del
reactivo.

119


Conchita
Texto escrito a máquina
Ñ


En términos generales obtuvimos muy buena apreciacion por parte de los estudiantes que
se ha visto reflejada también en su opinién para la aplicacion del conocimiento y habilidades
obtenidas mediante esta estrategia didactica y en la actitud que tienen frente al estudio de las
matematicas en su carrera.

6. Referencias

[1] English. L. (2002). Priority Themes and Issues in International Research in Mathematics Education. Chapter 1
Handbook of International Research in Mathematics Education. Lyn D English (Editor). Queensland
university of Technology. Lawrence Erlbaum Associates. Publishers. Mahwah, New Jersey.pp 3-16

[2] Mariotti, M.A. (2002). The influence of Technological Advances on Students Mathematics Learning. Chapter 27.
Handbook of International Research in Mathematics Education. Lyn D English (Editor). Queensland
university of Technology. Lawrence Erlbaum Associates. Publishers. Mahwah, New Jersey. pp 695-724

[3] Ortiz, O. A.L. (2002). La Ensefianza Problémica en la Educacion Técnica y Profesional. Evento Internacional
Pedagogia 2002. La Habana. 146 pp

[4] Zepeda M. S.M. (2009). Propuesta de entorno computacional como apoyo a la ensefianza del las matematicas.
Memorias del ler Encuentro Nacional sobre la Ensefianza del Célculo. CINVESTAV, México. pp 171-174

120


Conchita
Texto escrito a máquina

Conchita
Texto escrito a máquina

Conchita
Texto escrito a máquina
6


Anexo

121


Conchita
Texto escrito a máquina

Conchita
Texto escrito a máquina
7

Conchita
Texto escrito a máquina
d77


Facultad de Ingenieria Ensenada
Cuerpe Académico Matemiticas
LGAC Ensefianza ¥ Divulgacidn de las Mateméticas
Exploracion de la opinidn de los estudiantes sobre la peetinencia del curso de Topicos Matemiticos

Este cuestionario es andnimo

Estimado Estudiante, este cuestionario forma parte de un trabajo de investigacion educativa del
Dr. Sergio Pou Alberi. Te agradeceria mucho i cooperacién respondiends con toda sinceridad

Cénero M
F({]

Semestee

Utiliza el la siguiente escala come el grade de acuerde con el enunciado
I el 10% o menos
2 entre 10%: v 30%,
3 entre 30% v 50%
4 entre 50% v T4
5 mis de T0%
1} El contenide de la materia de Topicos Matematicos fue de utilidad para mi

2) Lo que aprendi o recordé en la materia de Tépicos Matematicos lo apligeé en otra materia
del primer semestre

3) Lo que aprendi o reordé en la materia de Topicos Mateméticos lo apliqué et otra materia de
algun semestre sucesivo

4) El dempo v esfuerzo que dediquéa la materia de Topicos Matemiaticos valio la pena

5) Lo gue aprendl o recordé en la materia de Tapicos Mateméticos no lo habla visto antes

&) La materia de Tépicos Matematicos contribuyd a mi permanencia en la Facultad

Ty Creo que la materia de Topicos Matematicos deberia ofertarse a los alumnos de nuevo ingreso
%) Estov de aceerdo en que desaparezca la materia de Topicos Matematicos

9y Recomendaria a los estudiantes de nuevo ingreso a cursar la materia de Tapicos Matematicos
aungue no les diera créditos

10} Lo que desconocia antes de cursar la materia de Topicos Maternaticos todavia ao lo domino
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Resumen

Una etapa fundamental en el desarrollo de un motor de ajedrez computacional es la im-
plementacion de algoritmos eficientes de busqueda de soluciones, basados en el método
de Minimax. La eficiencia de dichos algoritmos dependen tanto de la representacion de
la informacidon, como de métodos heuristicos de ordenamiento. En este trabajo se estu-
dian los principales algoritmos de bisqueda, asi como las heuristicas de ordenamiento
que mejores resultados presentan en el juego de ajedrez. Con el fin de estudiar las ven-
tajas y desventajas de dichos algoritmos, se realiza un estudio comparativo del uso de
diferentes combinaciones de algoritmos y heuristicas.

1. Introduccion

La publicacién de 1950 de Shannon «Programming a Computer for Playing Chess» [11]
aun describe las bases del ajedrez computacional actual. De acuerdo a [11], un motor de
ajedrez debe contener al menos 3 modulos: generador de movimientos, funcion de evaluacién
y algoritmos de busqueda.

El generador de movimientos es usado para generar recursivamente los nodos del arbol de
juego. En este médulo es programada la estructura de datos que represente internamente un
tablero, asi como la evaluacion de movimientos legales e identificacién de estados terminales
(jaque mate o tablas). Una buena seleccién es necesaria para realizar un motor de ajedrez
que no sea muy demandante en memoria, y que genere movimientos rapidamente. Entre los
métodos de representacién mas conocidos se puede destacar el 0x86 [8].

La funciéon de evaluacion asigna un valor a las hojas del arbol para que, mediante los métodos
de busqueda, se encuentre el camino a una posicién ganadora. Légicamente, cuando una
posicién ganadora es encontrada (jaque mate a favor), la funcién de evaluacién tiene que
retornar el valor mas alto posible v, > 0, mientras que una posicién perdedora (jaque
mate en contra) debe de ser exactamente el mismo valor, pero negado —v,,4., ya que es un
juego de suma cero. Debido a la conocida explosion combinatoria del juego de ajedrez, no
es posible analizar el arbol de juego en toda su profundidad, por lo que es necesario evaluar
las posiciones en estados no terminales que permitan tomar decisiones adecuadas. Dicha
evaluacién se realiza en funcién de las caracteristicas del estado del juego (o tablero). Entre
las caracteristicas méas importantes se encuentra la ventaja material, la localizacion de las
piezas y el encadenamiento de peones entre otras [8]. Una buena funcién de evaluacion es
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indispensable para un motor que juegue razonablemente bien. En [8] se propone una funcién
inicial que da resultados aceptables si se combina con algoritmos eficientes de busqueda. El
aprendizaje y adaptacion de la funcién de evaluacién es un area importante de desarrollo en
el campo del ajedrez computacional [13][4].

Los algoritmos de busqueda son la parte medular de todo sistema de ajedrez computacional (y
de cualquier juego computacional en general). A través del algoritmo de buisqueda es posible
tomar las decisiones que llevan a una posicién ganadora, o en su defecto a una posiciéon en
donde la esperanza de ganar sea la mas alta posible. La profundidad a la que se realiza la
busqueda en un arbol de juegos es equivalente a la prediccion que puede realizar el jugador
n pasos adelante, lo que determina directamente la calidad del motor de ajedrez. Si bien los
métodos de bisqueda son de complejidad exponencial (problema NP—completo), es posible,
mediante el usos de heuristicas, reducir el espacio de buisqueda y por consiguiente aumentar
la profundidad de ésta.

El trabajo de tesis de licenciatura en Ciencias de la Computacion que realiza el primer
autor, bajo la supervisién del segundo, tiene como fin el desarrollo de un motor completo de
ajedrez, incluyendo métodos sencillos de aprendizaje de la funcién de evaluacién. El trabajo
presentado en este documento se centra en el desarrollo, implementacion y evaluacién de los
métodos de busqueda mas utilizados en ajedrez, asi como el uso y combinacién de diferentes
heuristicas.

El documento se encuentra organizado de la manera siguiente; en la seccion 1, se presenta el
algoritmo basico de minimaz para busquedas en juegos, asi la variante conocida como poda
a—f3, que permite la realizacion practica del minimazx, y una variacién a la poda a—3 conocida
como ventana minima que en algunos casos presenta ventajas sobre la poda a—3.

En la seccion siguiente se presentan las principales heuristicas de ordenacién de movimientos
que se utilizan en el juego de ajedrez y se describen los algoritmos de las heuristicas princi-
pales. Con el fin de apreciar las ventajas y desventajas que ofrece cada una de las heuristicas,
se realiza una comparacion practica sobre la bisqueda, manteniendo la misma funcion de
evaluacion, de una posicién intermedia en una partida de grandes maestros. Esto permite
ilustrar de manera clara en que casos son eficientes las heuristicas y cuando significan una
carga extra de calculo. Por tltimo se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado.

2. Algoritmos de Bisqueda

Para que un programa de computadora pueda jugar ajedrez, tiene que determinar la se-
cuencias de jugadas que le permitan ganar la partida, para hacer esto, necesita hacer una
busqueda atraves de un arbol de juego, donde cada nodo del arbol representa un configura-
cién del tablero y cada arco representa cada movimiento legal para el jugador en turno en ese
estado. El programa de computadora debe encontrar un camino a través del arbol de juego
que termine en el resutaltado mas favorable. Para realizar esta busqueda es fundamental que
el programa asuma que el oponente tambien estard buscado el mejor camino posible.

Asi, el valor de un nodo serd el valor que maximice la utilidad (o ganancia) del jugador en
turno respecto a sus nodos sucesores. Este simple algoritmo llamado MiniMax [11]. garantiza
encontrar la solucion optima. Sin embargo, al estar el valor de un nodo determinado por el
valor de sus nodos sucesores, es necesario calcular el valor de todos los nodos del arbol de
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juego hasta una profundidad establecida. La complejidad de minimaz estd dada por O(w?)
[11] donde w es el tamano de ramificacién y d es la profundidad establecida. Debido a que
el espacio de busqueda es enorme y este algoritmo es poco eficiente, poco tiempo después
surgio una mejora para este algoritmo conocida como poda a—_.

2.1.  Algoritmo de Poda a—33

La idea bésica del algoritmo a—f [2] es podar partes irrelevantes del drbol que no tienen
influencia en el valor final de la buisqueda. El algoritmo a—( ahorra este tiempo de buisqueda
asumiendo la siguiente idea: si ya se conoce que cierto movimiento es peor que el mejor
movimiento encontrado en un determinado momento, es posible ahorrar tiempo necesario
para calcular que tan malo es este movimiento.

Para hacer esto el algoritmo usa un limite inferior y un limite superior a los que llamamos « y
[ respectivamente. Los nodos que seran podados seran los que tengan un valor fuera de estos
limites. Estos limites son incializados con los valores extremos v,,q; ¥ —Umaz respectivamente.
Cada vez que un valor maximo es encontrado y este es mas pequeno que el valor del limite
superior, este limite es actualizado con este valor, mientras que el limite inferior es actualizado
con el minimo mas grande. En un nivel de minimizacion, los nodos que tengan un sucesor con
un valor mas grande que el limite superior pueden ser podados. En un nivel de maximizacion,
los nodos con un valor mas pequeno que el limite inferior pueden ser podados. De esta manera
la poda de estos subarboles completos deja el valor del nodo raiz identica a la obtenida con
el algoritmo de minimaz. El pseudocddigo del algoritmo a—( se presenta en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 BusquedaAlphaBeta(«, (3, d)

Entrada: d € N profundidad de busqueda.

Entrada: «,( € [-inf,inf] > Variable global n < posicién del tablero.

Salida: Valor minimax de la posicién actual de n. > Iniciar con BusquedaAlphaBeta( -inf, inf,d).
1: si n es terminal o d =0 entonces

2:  regresar Evaluacién de n.
3: fin si
4: Movimientos < Generar movimientos de n.
5: Ordenar Movimientos de acuerdo a una estrategia establecida.
6: para todo Movimiento € Movimientos hacer
7 n < Hacer Movimiento
8:  walor «— —BiisquedaAlphaBeta( — 3, —a,d — 1 ).
9: n < Deshacer Movimiento
10:  sivalor > (8 entonces
11: regresar (3.
12:  fin si
13: si valor > a entonces
14: a «— valor.
15: fin si
16: fin para

17: regresar o.
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2.2. Busqueda de ventana minima PVS

Avances en algoritmos de busqueda, basados en técnicas de biisqueda de ventanas minimas [9]
demostraron un mejor rendimiento que el algoritmo a—3 normal. La idea bésica detras estos
métodos es que es mas econémico en tiempo comprobar a un subarbol que determinar el valor
exacto de este. Se ha mostrado que, para arboles grandes, las técnicas de ventanas minimas
proveen una ventaja significativa[9]. Para drboles sin ordenar, se sabe que su complejidad es
asintoticamente equivalentes a un algoritmo a—f simple, aunque puede llegar a revisar mas
nodos, ya que se asume que la ordenacion de los movimientos es perfecta; si la ordenacion falla,
entonces se tendra que volver a revisar los subarboles de esos movimientos. El pseudocddigo
para ventana minima con variacion principal se presenta en al Algoritmo 2.

Algoritmo 2 BusquedaPV(«a, 3, d)

Entrada: d € N profundidad de bisqueda.

Entrada: o, € [-inf,inf] > Variable global n < posicién del tablero.

Salida: Valor minimax de la posicién actual de n. > Iniciar con BisquedaPV( -inf, inf,d).
1: si n es terminal o d =0 entonces

2:  regresar Evaluacién de n.
3: fin si
4: bSearchPv «— True
5: Movimientos < Generar movimientos de n.
6: Ordenar Movimientos de acuerdo a una estrategia establecida.
7: para todo Movimiento € Movimientos hacer
8: n « Hacer Movimiento
9: si bSearchPv entonces
10: valor <+ —BusquedaPV( — 3, —a,d —1 ).
11: si no
12: valor «— —BisquedaPV(—a —1,—a,d—1 ).
13: si valor > « entonces
14: valor <+ —BisquedaPV( — 3, —a,d —1 ).
15: fin si
16: fin si
17: n «— Deshacer Movimiento
18:  siwalor > (8 entonces
19: regresar [3.
20: fin si
21:  siwvalor > a entonces
22: a «— valor.
23: bSearchPv <« False
24: fin si
25: fin para

26: regresar «.

3. Heuristicas de ordenacion de movimientos
El algoritmo a—( devuelve ezactamente el mismo resultado que el algoritmo minimaz, sin

embargo, el nimero de nodos visitados puede ser bastante diferente. Que tan bien lo haga de-
pende del ordenamiento en que los nodos son explorados. En el peor caso, no ocurren ningtin
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corte, debido a que los nodos son explorados de la manera incorrecta. Asi, el algoritmo o — f3
se convierte un algoritmo minimaz plano, con una complejidad de O(w?).

En el mejor caso, la ordenacién de los movimientos es perfecta, los mejores movimientos
son visitados primero en cada nodo, por lo que el numero de cortes es el méximo. En [12] se
demostré que la complejidad del mejor caso depende del hecho de que d sea par o impar. Para
d par la complejidad temporal serd O(2w%?+1) y para d impar serd O(w(@1/2 4 ,(d=1/2 1),
Como una buena ordenacién de los movimientos es crucial para lograr una busqueda efecti-
va a—( en el juego del ajedrez, heuristicas estaticas como dinamicas has sido desarrolladas
durante las pasadas décadas. La ordenaciéon estatica de los movimientos significa que los
movimientos son ordenados dentro del generador de movimientos segiin ciertas heuristicas
que son independientes de la posicién actual del nodo del arbol. La ordenaciéon de movi-
mientos dindmica trata de usar informacion adquirida durante la busqueda para decidir que
movimiento explorar primero.

3.1. Heuristicas estaticas

Dentro del generador de movimientos, a cada movimiento se le asigna un valor basado en
alguna heuristica estatica, y estas son diferentes si son movimientos de captura o de no—
captura. Con el fin de asignar un valor a un movimiento de captura, la pieza que captura (el
agresor) como también la pieza captura (victima) deben ser tomadas en consideracién. Una
estrategia comun es la heuristica MVV/LVA [3], los movimientos de captura son ordenados
por la relacién que existe entre victima mas valiosa (most value victim), y el agresor menos
valioso (less value agresor). La forma de expresar esta relacion para ordenar los movimientos
depende de cada programa de ajedrez.

3.2. Heuristicas asesinas

La idea basica de las heuristicas asesinas es que los movimientos que han sido buenos, aquellos
que han causado un corte a cierta profundidad, deberian de ser tratados de nuevo a la misma
profundidad. Esta heuristica fue propuesta por Slate y Atkin [1]. Ellos sugieren guardar 2
movimientos de captura para cada jugada, y mantener un contador para cada uno de ellos.
Asi, cada vez que ocurra un corte, el movimiento que ocasioné el corte sera comparado con
los movimientos de captura; si corresponde a alguno de ellos, entonces el contador correspon-
diente es aumentado y el movimiento de captura con el contador menor es reemplazado por
el movimiento que ocasiono el corte.

3.3. Heuristica de historia

La idea detras la heuristica de historia [10] es que cada movimiento que a sido bueno en
promedio a través de todo el arbol, deberia de ser explorado antes que los otros. Para esto,
un valor histérico es mantenido para cada posible movimiento, que es actualizado cada ves
que ocurre un corte o cada ves que un mejor movimiento es encontrado. El valor histérico
es incrementado por la distancia que existe entre el horizonte de busqueda y el movimiento
que se explord. La idea es que movimientos que se han probado que son buenos en una
profundidad mayor sean recompensados de mayor manera que aquellos que resultaron de
busquedas menos profundas.
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Algoritmo 3 Profundidad Iterativa

Entrada: d € N profundidad de bisqueda.

Entrada: o, € [-inf,inf] > Variable global n < posicién del tablero.

Salida: Valor minimax de la posicién actual de n. > Iniciar con BisquedaPV( -inf, inf,d).
1: parad=1,2,...,dy. hacer
2:  walor «— —BusquedaPV( — 3, —a,d—1 ).
3: fin para

3.4. Profundidad iterativa

Esta es una de las mas importantes Heuristicas [8]. La idea bdsica es que, para realizar
una busqueda primero profundidad a una profundidad d, primero se realiza una busqueda
a profundidad d-1, y los resultados de esta busqueda se utilizan para efectuar una mejor
ordenacién de los movimientos, usando tablas de transposicion o tablas de refutacién. Aunque
esto en principio parezca una gran perdida de tiempo, un analisis mas cuidadoso [6] muestra
que el tiempo utilizado en los niveles 1,2,...,d—1 es insignificante comparado con el tiempo
gastando en expandir el nivel d.

Una de las ventajas principales de la profundidad iterativa es que cuando se comienza a
expandir los nodos a una profundidad d, ya se tiene una buena estimacién de los movimientos
que se deben comenzar a explorar, mediante el uso de las heuristicas dinamicas y uso de tablas
de transposicion, lo que permite podar una mayor cantidad de nodos. Igualmente, en casos
como un torneo, donde hay una restriccion de tiempo para cada movimiento, si se alcanza el
tiempo maximo de busqueda, se tendrd un movimiento aceptable a realizar. La profundidad
iterativa es reconocida como un componente fundamental en cualquier programa de ajedrez.
El pseudocddigo de profundidad iterativa se muestra en el algoritmo 3.

3.5. Tablas de transposicion

El espacio de busqueda en el ajedrez es en realidad un grafo aciclico, esto significa que
podemos llegar a una misma posicioén varias veces y desde diferentes estados, debido a las
diferentes maneras en que las piezas pueden jugarse. Ocasionando mucha redundancia en el
arbol de busqueda. El principal objetivo de las tablas de transposicién[7] es poder reconocer
posiciones que ya han sido examinadas. asi cuando encontremos estas posiciones, la informa-
cion que guardamos en las tablas puede ser utilizada para 3 propoésitos, el primero es que
podemos ajustar los limites a—( de la ventana de buisqueda, el segundo propdsito es que pode-
mos podemos recordar el mejor movimiento encontrado anteriormente mediante profundidad
iterativa y ser el primero movimiento en ser explorado, ya que probablemente puede haber
ocasionado un corte anteriormente y pueda volver a ocasionarlo. De esta manera la tabla de
transposicion es usada como una mecanismo de ordenacion de movimientos. Por ultimo y
el principal propésito de la tabla de transposicion es poder reconocer posiciones que ya han
sido examinadas completamente, y que ya se ha determinado su valor, por lo que no hay
necesidad de volver a examinarlas nuevamente. El uso de las tablas de transposiciéon dentro
del algoritmo de ventana minima se ilustra en el pseudocddigo presentado en el algoritmo 4.
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Algoritmo 4 BusquedaPVTT(«, 3, d)

Entrada: d € N profundidad de btsqueda.
Entrada: o, € [-inf,inf] > Variable global n < posicién del tablero.
Salida: Valor minimax de la posicién actual de n. > Iniciar con BisquedaPV( -inf, inf,d).
1: ZobristKey « Generar Clave Zobrist de n
ComprobarTT(d,a,, ZobristKey)
si n es terminal o d =0 entonces
regresar —Quiesce(—f,—«a ).
fin si
bSearchPv +— True
flag «— LimiteSuperior
Movimientos « Generar movimientos de n.
9: Ordenar Movimientos de acuerdo a una estrategia establecida.
10: para todo Movimiento € Movimientos hacer

11: n «— Hacer Movimiento

12: si bSearchPv entonces

13: valor «+ —BisquedaPVIT( — 3, —a,d — 1 ).

14: si no

15: valor «— —BisquedaPVIT( —a —1,—a,d—1 ).
16: si valor > « entonces

17: valor <« —BisquedaPVIT( — 3, —a,d — 1 ).
18: fin si

19: fin si

20: n «— Deshacer Movimiento

21: si valor > (3 entonces

22: Guardar(d,«,3,valor, ZobristKey,LimiteIn ferior)
23: regresar [3.

24: fin si

25: si valor > « entonces

26: « «+— valor.

27: flag «— Valor Exacto.

28: bSearchPv «+ False

29: fin si

30: fin para

31: Guardar(d,«a,B,valor, ZobristKey, flag)
32: regresar o

El algoritmo 4 utiliza una tabla hash como estructura de datos para guardar los valores de las
posiciones, debido a que la bisqueda en dicha estructura es de complejidad logaritmica. Sin
embargo, la cantidad de posibles estados (posiciones del tablero) que existen en el ajedrez
implicarian el uso de una cantidad de memoria extremadamente grande para guardar la
informacion. Para evitar esto, se define una codificacion, en la cual, si bien varias posiciones
del tablero comparten una clave, las probabilidades que ambas posiciones se encuentren
cercanas son muy bajas. Esta codificacién se conoce como Zobrist. Mientras mayor sea la
memoria asignada a la tabla hash, menor nimero de colisiones existiran; esto es, posiciones
que puedan encontrarse en una misma busqueda y compartan clave Zobrist. El uso de la
codificacion Zobrist, tal como se requiere en el algoritmo 4 se encuentra en el pseudocddigo
del algoritmo 5.
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Algoritmo 5 ComprobarTT(d,«,3, ZobristKey)
Salida: Valor para la posicién actual.

1: Indice «— ZobristKey % (Tamafio de la tabla Hash)

2: si TablaHash[Indice].ZobristKey == ZobristKey entonces
3:  si TablaHash[Indice].Profundidad > d entonces

4 si TablaHash[Indice].Bandera == ValorExacto entonces

5: regresar TablaHash[Indice].valor

6: fin si

7 si TablaHash[Indice].Bandera == Limitelnferior && TablaHash[Indice].valor < « entonces
8: regresar o.

9: fin si

10: si TablaHash[Indice].Bandera == LimiteSuperior && TablaHash[Indice].valor > (3 entonces
11: regresar (3.

12: fin si

13:  fin si

14: fin si

4. Comparacion de técnicas y heuristicas

Con el fin de comparar los resultados de las diferentes modificaciones al algoritmo a—/3,
se analiz6, a partir del motor de ajedrez desarrollado, el nimero de nodos generado por cada
método, empezando por la profundidad 1, hasta una profundidad 7. Para esto, se seleccioné la
jugada No. 16 de la partida Bobby Fischer (blancas) vs. J. Sherwin (negras) en New Jersey,
9/2/1957 [5]. La posicién se muestra en la figura 1.

Figura 1. Posicién utilizada para la comparaciéon de algoritmos

Es de remarcar que, debido a que todos los métodos utilizan la misma funcién de evaluacion,
la variacién principal es la misma para cada una de las pruebas. Igualmente, se analiz6 la
velocidad de procesamiento, en nodos por segundo, de los diferentes métodos, siendo mas o
menos constante para todos de 140 mil nodos por segundo. El motor se programo en Visual
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C++ bajo el entorno .net, y la velocidad de procesamiento esté estimada bajo una MacBook
con procesador 2.13 Mhrz y 1,72 Gb de RAM.

Se probé la eficiencia de los dos algoritmos de busqueda presentados (la poda a—(3 y el
algoritmo de ventanas minimas) combinando diferentes heuristicas de ordenamiento. En la
tabla 1 se muestran las combinaciones seleccionadas. La heuristica MVV /LVA se aplico en
todos los métodos debido a la imposibilidad de contar con un método de poda a—( sin
heuristicas a una profundidad significativa. Las combinaciones a y ¢ nos permiten comparar
la cantidad de nodos generados debido a la profundidad iterativa, sin aprovechar las ventajas
de esta.

Tabla 1. Combinacién de Métodos y Heuristicas para las pruebas
’ Método \ a—pf \ PVS \ MVV/LVA \ Historia \ Ref. \ Prof. Tter. \ Tablas de Transp.

] X X
a X X X

b X X X X
c X X X X

d X X X X X

e X X X X X X
f X X X X X
g X X X X X
h X X X X X

i X X X X

] X X X X X
k X X X X X X

Tabla 2. Comparativo de nodos generados a profundidades de 1 a 7
Método [ 1] 2] 3 4 5 6 7
124 | 5,090 | 9,962 | 235,103 | 965,932 | 11,567,050 | 65,813,333
124 | 4,787 | 9,713 | 156,053 | 461,844 | 4,898,899 | 21,804,429
124 | 4,743 | 9,049 | 117,123 | 328,451 | 2,607,850 | 10,245,987
124 | 4,350 | 7,979 | 139,097 | 484,282 | 4,934,670 | 20,173,121
124 | 4,409 | 6,493 | 132,110 | 487,076 | 6,035,801 | 17,247,365
124 | 4,430 | 11,856 | 123,490 | 475,863 | 2,833,614 | 12,506,148
124 | 4,489 | 10,425 | 119,167 | 462,794 | 3,370,414 | 13,671,872
148 | 2,804 | 5,849 | 120,458 | 303,682 | 2,311,321 | 11,615,960
148 | 2,952 | 7,690 | 105,022 | 397,310 | 2,720,102 | 13,296,845
148 | 4,003 | 7,841 | 88,288 | 356,824 | 3,165,677 | 14,890,689
148 | 2,923 | 7,178 | 76,836 | 282,321 | 1,364,310 | 5,935,786
148 | 3974 | 7,373 | 61,439 | 235,243 | 1,799,974 | 7,082,247

|| = efoa | el o |l o | o e |

El resultado de los nodos generados por cada algoritmo y combinacion de heuristicas, para
profundidades de busqueda desde 1 hasta 7, se muestran en la Tabla 2. Se puede apreciar
como el crecimiento de nodos es exponencial al aumento de la profundidad, asi como el efecto
que tiene cada una de las heuristicas empleadas y la ordenacion de movimientos basados en
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la poda a — (3. En relaciéon a los métodos a y b, podemos apreciar como el uso de la profun-
didad iterativa implica una menor generacién de nodos a profundidades grandes (aunque no
significativa) con el uso de las heuristicas més simples. Conforme se utilizan mds heuristicas,
el uso de la profundidad iterativa es mas notorio, como se muestra en la combinacion h.

Si bien la profundidad iterativa tiene un efecto importante, el uso de tablas de transposicién
es significativo en el nimero de nodos generados. La implementacién y optimizacién del
uso de las tablas de transposicién es una tarea no trivial, y consume importantes recursos
(memoria). Sin embargo los beneficios que otorga compensan sus requerimientos.

FPorcentajs
=

i i i | i
1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5
Profundiad

Figura 2. Tiempo normalizado de procesamiento a diferentes profundidades

Con el fin de mostrar los resultados en forma normalizada, que permitan resaltar el aporte
de cada método a diferentes profundidades, en la Figura 2 se muestra el tiempo, normalizado
respecto al algoritmo bésico (poda a—( sin heuristicas) de cada algoritmo, utilizando todas las
heuristicas, definidos por las combinaciones e y k de la tabla 1. Debido a que la diferencia con
el método basico es importante, se presentan los resultados en escala logaritmica. Es posible
ver que, a partir de una profundidad d = 3, el uso de heuristicas reduce en un 90 % el tiempo
de busqueda. Igualmente, se muestra en forma clara como, a partir de cierta profundidad,
la diferencia entre el uso del algoritmo de poda a—f3 respecto al de ventanas minimas se
mantiene mas o menos constante, de 10 %. Esta relacién se mantiene regularmente en otras
posiciones.

5. Conclusiones

En este trabajo se presentaron los avances de tesis sobre el desarrollo de un motor de ajedrez
concernientes a los algoritmos de busqueda entre adversarios. El algoritmo de busqueda utili-
zado es la poda a—(3, asi como su variante conocida como ventanas minimas. Para mejorar el
tiempo de busqueda del algoritmo, se presentaron diferentes heuristicas de ordenamiento. Las
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diferentes heuristicas y algoritmos fueron implementados y comparados en una situacion real.
Todos los métodos presentados fueron implementados en el motor de ajedrez desarrollado el
cual se encuentra en version 2,5, y es completamente funcional.

Debido a las limitaciones de espacio se decidié omitir en este documento los métodos de
representacion, asi como la funcién de evaluacién. La funcién de evaluacién es, junto a los
algoritmos de busqueda, lo que determina la calidad del motor de bisqueda, por lo que, se
prevee como trabajo futuro realizar un método que permita ajustar una funcién de utilidad
nominal a partir de la experiencia.

6.

1]

[10]

[11]

[12]

[13]
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Resumen

El factor de exploracion y explotacion es importante en el aprendizaje por refuerzo de
funciones de utilidad de un algoritmo tipo Minimax. En este trabajo se hace uso de una
técnica de optimizacion combinatoria para mejorar el factor de exploracion y explota-
cion en el algoritmo TD(0). El criterio de Metropolis del algoritmo temple simulado
se introduce con el fin de equilibrar el factor exploracion y explotacion para el apren-
dizaje de la funcion de utilidad o partir de la experiencia. Los experimentos muestran
que el aprendizaje converge mas rdpido que con otras politicas (e-greedy, softmaz), y la
busqueda no sufre la degradacion del desempeno debido a la excesiva exploracion. Se
presentan resultados comparativos basados en el juego de Othello.

1. Introduccion

El aprendizaje reforzado (AR) es un método de aprendizaje que se basa en la interaccién
entre un agente y su medio, estableciendo una politica de operacién del agente a través de
una serie de seniales llamadas refuerzos que provee el entorno [9]. La principal ventaja del
AR es que no se tiene necesidad de contar con un modelo preciso del entorno asi como de la
evaluacion. Esto lo hace especialmente adaptado al problema de estimar funciones de utilidad
en problemas de juegos de suma cerol4].

El aprendizaje por interaccién implica un compromiso entre la exploracién del espacio de
estados y la explotacion de la informacién. Encontrar el equilibrio entre exploracion y ex-
plotacién en el AR es un problema que requiere cierto tratamiento. Si se realiza demasiada
explotacion se encuentra un 6ptimo local muy rapidamente. La exploracion esta basada en
tomar acciones al azar para obtener mas informacion sobre el problema. Esta informacion
permite no caer en un 6ptimo local, pero la exploracién excesiva disminuye drasticamente el
rendimiento del aprendizaje y en algunos casos podria ser perjudicial con respecto a los resul-
tados del aprendizaje de si mismo [9]. El equilibrio entre la explotacién y la exploracién (E/E)
ha sido investigado con anterioridad, proponiendose diferentes métodos en la literatura, entre
los que destacan los métodos e-avido [9] y Softmaz [9].

En este trabajo se propone modificar la estrategia de E/E, basandose en el criterio de Me-
tropolis (CM) [7] utilizado comtinmente en el método de optimizacién heuristica de temple
simulado. Con el fin de ilustrar los resultados, se implementé el algoritmo de aprendizaje
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reforzado TD(0) en el popular juego de Othello, y se comparé los resultados del aprendizaje
utilizando la estrategia CM con las estrategias clasicas de E/E e-avida y Softmax.

El documento esta estructurado de la siguiente manera: Primeramente se presenta el algo-
ritmo base de busqueda en juegos deterministas de suma cero. En la siguiente seccién se
presenta el método de aprendizaje reforzado retenido para estimar las funciones de utilidad
y la estrategia propuesta para E/E. Enseguida, se presenta la implementacion en el juego de
Othello asi como los resultados obtenidos. Por tltimo se presentan las conclusiones y trabajos
futuros.

2. Busquedas en Juegos Deterministas de Suma Cero

Un juego determinista, por turnos de suma cero con informaciéon perfecta, es un entorno
observable, en el cual hay dos agentes cuyas acciones deben alternar y en el que los valores
de utilidad de los agentes al final del juego son siempre iguales y opuestos (i.e. ganar (+1),
empatar(0) o perder(-1)). Esta oposicion en las funciones de utilidad hace de los agentes
adversarios. Si el juego, de acuerdo a sus reglas, no permite repeticiones de posicién (como el
caso del Othello o el ajedrez), un juego puede representarse como un grafo aciclico, donde el
nodo raiz es la posicion inicial, y los movimientos legales de cada jugador van generando el
arbol de juego. Cada nodo n pertenece al conjunto S de todos los estados que puede tomar
el juego.

La estategia optima de juego, para uno de los agentes o jugadores, puede determinarse exa-
minando el valor minimazr de cada nodo del arbol de juego. El valor minimax de un nodo
Vinm(n) es la utilidad de un agente, estando en un nodo, y asumiendo que ambos agentes
Juegan de manera optima hasta el final del juego. Si el nodo es terminal, su valor minimax
es directamente su utilidad V' (n). En caso que se encuentre en un nodo donde los sucesores
dependen de una jugada legal del agente seleccionado, su valor minimax sera el maximo de
los valores minimax de sus sucesores, mientras que si los sucesores de un nodo dependen de
una movida legal del adversario, entonces su valor sera el minimo de los valores minimax de
los nodos sucesores, de manera que:

V(n) si n es un nodo terminal
Vinm(n) = MAX s Sucesores(n) Vinm(s) si en n se espera un movimiento propio
MINe Sucesores(n) Vmm(S) sl en n se espera un movimiento del adversario

El algoritmo Minimax calcula el valor minimax de un nodo en forma recursiva, ofreciendo la
informacion necesaria de cual es el movimiento legal que maximiza la utilidad de un jugador.
Sin embargo, el algoritmo contempla una busqueda exhaustiva en el arbol de juego, por lo
que su complejidad temporal es de O(b%), donde b es el ntimero de jugadas legales promedio y
d la profundidad del drbol de juego (el nimero de jugadas faltantes estimadas). Por ejemplo,
el Othello tiene en promedio 8 jugadas legales por tablero, asi que, para la posicion inicial,
es necesario general 8% nodos, lo cual es practicamente irrealizable. Por esta razén, existen
modificaciones al algoritmo Minimax mas eficientes.

El algoritmo de poda a—f3 se basa en evitar explorar nodos en ramas del arbol de juego, de las
cuales es sequro que no es posible encontrar un mayor valor minimax en un nodo del agente
seleccionado, por lo que es tedricamente equivalente al algoritmo minimax. La poda a—0
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se basa en la aplicacién de maximizaciones y minimizaciones sucesivamente. Por ejemplo,
consideremos un nodo en el que mueve el agente seleccionado con tnicamente dos niveles,
de los cuales se conocen ciertos valores de utilidad y otros no. Supongamos entonces que el
valor de utilidad del nodo n se puede calcular como:

Vminimam(n) = max (min(17 07 1)7 min(—l, z, y)? min(l, _17 Z)) = 0.

En este ejemplo se puede observar que no fue necesario conocer los valores de x, y y z para
calcular V,inimaz(n) (fueron podadas). Igualmente es posible ver que, en la tercer rama, fue
necesario calcular los dos primeros términos, hasta encontrar un valor menor a 0, por lo que
el orden de busqueda impacta directamente en el niimero de nodos generados. En particular,
la poda a-f3 tiene una complejidad de O(b%?) en el mejor de los casos, y en el peor de los
casos tendra la complejidad del algoritmo minimax. Como se puede apreciar, el ordenamiento
de los sucesores es fundamental para incrementar la eficiencia del algoritmo, lo que ha dado
lugar a una serie de métodos y algoritmos que quedan fuera del alcance de este trabajo. En
el Algoritmo 1 se presenta una version compacta y elegante de la poda a—3 conocido como
negamaz [1].

Algoritmo 1 negamax(n, d, a, (3, j)

Entrada: n nodo del arbol, d € N profundidad maxima de buisqueda.

Entrada: «,f € [-inf,inf|, j € {—1,1}.

Salida: Valor minimax del nodo n. > Iniciar con negamax( n, d, -inf, inf, 1).
1: si n es terminal o d =0 entonces

2:  regresar jugador xV(n).

3: fin si

4: N « lista de sucesores de n.

5. para todo n’ € N hacer

6: <« max(«, —negamax( n',d —1,—0,—a,—j )).
7. sia > [ entonces

8: regresar o.

9: finsi

10: fin para

11: regresar .

Sin embargo, atin con la drastica reduccién de nodos debido a la poda, el nimero de nodos
que deben inspeccionarse es demasiado grande para ser practicable, por lo que en la practica
solamente se realiza una busqueda en profundidad limitada, y a partir de ese momento se
estima la utilidad del nodo n’ como si fuera un nodo terminal. La funcién de estimaciéon de
utilidad V : S — R estima la utilidad esperada en el nodo n/, si a partir de éste se continuara
jugando de forma 6ptima. Es claro que la funcion sera més precisa mientras mas cerca se
encuentre el nodo n’ de un nodo terminal.

El uso de funciones de estimacion de utilidad se debe a la gran cantidad de nodos existentes,
por lo que en general no es posible almacenarla en forma tabular, como un conjunto de pares
ordenados. Tipicamente la funcién de estimacién se calcula en relacién a un conjunto de
caracteristicas del nodo n, tal que ¢; : S — R es la i—esima caracteristica de un nodo, la cual
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puede ser las posiciones de las piezas, el nimero de piezas, la ocupacion de lugares claves,
etc. Si se consideran p caracteristicas, entonces todos los nodos pueden ser representados por
su vector de caracteristicas p(n) = [p1(n),...,pp(n)]. Asi, es posible estimar la utilidad de
cada nodo como V(n) = f(p(n),#), donde 6 es un vector de pardmetros. En juegos compu-
tacionales se han utilizado tipicamente dos tipos funciones de aproximacién parametrizadas,
las funciones lineales y las redes neuronales [8]. En particular, las funciones de estimacién
lineal estan dadas por: R
V(n) = f(e(n),0) = 0"p(n)

donde 6 € R? se conoce como el vector de pesos, el cual le asigna mayor o menor valor a
cada una de las caracteristicas. El desarrollo y establecimiento de la funcién de estimacion

de utilidad es parte fundamental de los métodos de busqueda en juegos, la cual influye
directamente en la calidad de la toma de decision.

3. Aprendizaje de funciones lineales de estimaciéon de utilidad

El AR es un conjunto de técnicas que asumen nulo conocimiento sobre un entorno y ajusta
una funcién de evaluacién a partir de la interaccién con el medio y de los resultados (refuerzos
o recompensas) que el entorno regresa al cabo de una serie de acciones. En el caso de juegos
deterministas la funcién de evaluacion es la funcion de estimacion del valor minimax.

Si se supone que se realiza una partida, comenzando en el nodo ng, y terminando en el nodo
nr, el valor de un nodo puede aproximarse como la suma de todos los refuerzos futuros, de
manera que V(ng) & o+ - - -+ r¢, 0 lo que es equivalente V(ng) & 7o + V(n;). Sin embargo,
esta aproximacién implica que en el calculo del valor de un nodo influyen de la misma manera
los nodos més cercanos que los mas lejanos. Si bien en el caso de juegos deterministas esto
es cierto, la complejidad temporal de un juego no permite mantener en la memoria el arbol
de juego completo. Una opcién es considerar un factor de descuento, de la forma

V(no) = ro +7V(m), (1)

donde v € (0, 1) se conoce como factor de descuento o factor de olvido.

La idea basica de los algoritmos de AR se condensa en el método de diferencia temporales
[9], la cual es usar las evaluaciones sucesivas de V(n) para su ajuste. Consideremos que un
juego se encuentra en el tiempo ¢ y el nodo n;, V}(nz) representa la evaluacién en el tiempo ¢
del nodo n;. Enseguida se aplica la accién a; y hace que el entorno (juego) transite del nodo
n; al nodo n; en el tiempo ¢ + 1, mientras el agente reciba una senal de refuerzo r;. El valor
del nodo n; deberfa ser en el tiempo ¢ + 1, de acuerdo a (2):

‘7t+1(ni) =T+ ’V‘Ze("j)-

Asi, la diferencia temporal entre las dos evaluaciones sucesivas de n; es r; +vVi(n;) — Vi(n;).
Esta diferencia entre dos evaluaciones no puede considerarse un error absoluto, debido a que
el valor real de V(n;) es desconocido, pero si implica que la funcién utilizada para estimar

V(n;) presenta inconsistencias. Este error temporal se utiliza para actualizar la funcién de
estimacion como

Vi (i) = Vi(ny) + a(r; + 7‘71:(7%‘) — Vi(ni)).
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En caso que V(n) se estime por una funcién f(p(n),#), la actualizacién se realiza respecto
al vector de parametros y queda naturalmente como

Orpr = 00+ a(ri +7f(p(ny),00) = F(0(n2), 6)) Vo f(p(n4), 61), (2)

donde Vo f(¢(n;),0;) es el gradiente de f respecto a 6 evaluado para n; y 6;. El pseudocédigo
de este método, llamado T'D(0), se presenta en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 TD(0)(«, v, Nimero_juegos, Juego, ¢)

Entrada: «a,v € (0, 1), Nimero_juegos € N.
Entrada: Juego, donde se pueda interactuar con el agente adversario y devuelva el estado
actual y la recompensa.
Entrada: ¢ : S — RP?, Funciéon para obtener el vector de caracteristicas de un estado.
Salida: 6 € R? vector de parametros.
1: Inicializa # arbitrariamente.
2: para ¢ = 1 hasta Numero_juegos hacer
3: 8« sp, estado inicial del entorno.
¢ — o(s).
V — 0T
repetir
Seleccionar una accién con un algoritmo tipo Minimazx.
Modificar la accién de acuerdo a una estrategia de Exploracién—Explotacion.
Aplicar accion y esperar que el contrario aplique su accién.
10: Recuperar el estado actual s’ y el valor de recompensa 7.
11: ¢ — p(s).
12: V'— 9T¢,.
13: 0 —0+alr+1V' =V)o
14: s—§ V-V o—¢
15:  hasta Fin de la partida
16: fin para
17: regresar 6.

Entre las estrategias més clésicas de E/E se encuentra la e-dvida, la cual consiste en se-
leccionar la accién (o jugada) que lleve al nodo sucesor con mayor valor minimax con una
probabilidad de 1 — ¢, mientras que, con probabilidad € se selecciona una accién en forma
aleatoria entre todas las movidas legales.

El método e-avido tiende a encontrar muy rapidamente minimos globales si el valor de e
es muy pequeno, mientras que, si el valor es muy grande (cercano a 0,5, los valores de
los parametros estimados tienden a oscilar mucho). Una estrategia cldsica es comenzar con
valores de € grandes y reducirlos conforme pasa el tiempo.

Sin embargo, la exploracién (la cual se realiza con una probabilidad de €), se realiza en forma
aleatoria, lo que puede conducir muchas veces a explorar regiones del espacio de descripcion
del juego que son claramente indeseables, lo que nos lleva a una pérdida en la eficiencia del
algoritmo de aprendizaje. Con el fin de priorizar la buisqueda en las regiones del espacio mas
prometedoras, se desarrollo el método de Softmaz.
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La estratégia de Softmax consiste en seleccionar la accién a tomar como una distribucion
polinomial en relaciéon a las jugadas legales posibles. El método més comin de softmax
utiliza una distribucién de Boltzmann [9] para establecer dichas probabilidades por jugada
legal. Sea s un estado del tablero de juego y a € A(s) una jugada legal a partir de s. Si se
considera s, como el estado sucesor de s al aplicar la accién a, la probabilidad de aplicar la
accion a en el estado s esta dada por la funcion:

~

_ exp(V(sa2/T)
ZbeA(s) exp(V(sp)/T) ’

p(s;a)

donde 7 es un parametro positivo llamado temperatura y V(sa) es la funcién de estimacion
del valor del estado sucesor al elegir la accién a.

La estrategia Softmax proporciona una gran cantidad de exploracién mientras que los valores
de los estados sucesores son similares, pero con el tiempo, al aumentar significativamente el
valor de un estado sucesor, esta estrategia tiende a explorar menos, tendiendo a estabilizarse
a un valor. Sin embargo, es necesario para poder implementar Softmax el calculo de todos
los valores minimax de los sucesores posibles, lo que lo hace extremadamente lento. Por esta
razon se propone modificar la estrategia de E/E inspirados en el algoritmo de optimizacién
heuristica de temple simulado.

El temple simulado pertenece a la clase de procesos computacionales los cuales semejan a la
naturaleza [3] que ha demostrado ser un algoritmo de aproximacion eficaz para resolver pro-
blemas de optimizacién combinatoria. El niicleo de este algoritmo es el criterio de Metropolis,
desarrollado en 1953 [7]. Observando la similitud entre el proceso de el calentamiento de los
solidos y los problemas de optimizacion combinatoria, Kirkpatrick introdujo el criterio de
Metropolis en la optimizacién para resolver el problema de quedarse atrapados en los 6ptimos
locales [5].

En el algoritmo temple simulado el criterio de Metropolis se utiliza para decidir si la tran-
sicién de la situacién actual (la solucién) i para un nuevo estado j ocurre. La probabilidad
de transitar del estado ¢ al j, Pr(i — j) se puede definir, en el caso de un problema de
maximizacién, como

L, si f(4) = f(2),
exp (f(j);f(i)

e - {

, en otro caso

donde f(j) vy f(i) son los valores de la funcién de costo del problema de optimizacion y t es
el tiempo transcurrido. Las funciones de costo f(j) y f(i) se pueden comparar con la energia
de los estados j y ¢ en un sélido calentado. Obviamente, el algoritmo temple simulado no es
avido al no rechazar todas las soluciones subdptimas, y el estado 6ptimo puede llegar con el
tiempo.

Para aplicar el criterio de Metropolis como estrategia de E/E; se utiliza la funcién de esti-
macion de valor V(s mar) del estado sucesor si se aplicara la accién obtenida con el método
minimax, asi como la estimacién del valor de un estado sucesor a partir de una accién b
seleccionada al azar entre los movimientos legales, V(sp).

De manera andloga a la utilizada en el algoritmo de temple simulado, la probabilidad de
seleccionar la accién al azar se calcula en relacién su valor, asi como el valor del sucesor que
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se considera hasta el momento el mejor, de la forma

Pr(b) _ { 1, Si V(Sb) Z V(SMM),

exp <M>, en otro caso
Esto nos dice que, si al explorar (tomar una accién al azar), esta mejora la funcién de valor,
entonces explora. En caso contrario toma la accién con minimax. Al principio se explora
mucho con esta estrategia, pero conforme las partidas avanzan, se deja poco a poco de
explorar. Esto se debe a que se esta acercando a un buen 6ptimo local y sélo explora si tomar
la accién al azar lleva a un mejor 6ptimo local. Por otra parte conforme avanzan las partidas
el valor de t disminuye, lo que significa que va dejando de explorar.

4. Experimentos

Las diferentes estrategias de E/E fueron probadas en el juego Othello comparando los resul-
tados obtenidos con el algoritmo de aprendizaje TD(0) y las estrategias e-avida, Softmaz y
CM. El Othello emplea un tablero de 8 filas por 8 columnas y 64 fichas idénticas, redondas,
blancas por una cara y negras por la otra. Las casillas se denotan numerando las columnas,
comenzando por la esquina superior izquierda del tablero, con letras de la A a la H, e igual
con las filas, con niimeros del uno al ocho. De inicio, se colocan dos fichas con cara blanca en
D4 y E5, y dos con cara negra en E4 y D5 [6].

Empezando por quien lleva las fichas negras los jugadores deben hacer un movimiento por
turnos, a menos que no puedan hacer ninguno, pasando en ese caso el turno al jugador
contrario. El movimiento consiste en colocar una ficha de forma que flanquee una o varias
fichas del color contrario y voltear esas fichas para que pasen a mostrar el propio color.
Se voltean todas las fichas que se han flanqueado en ese turno al colocar la ficha del color
contrario. Esas fichas, para que estén flanqueadas, deben formar una linea continua recta
(diagonal, horizontal o vertical ) de fichas del mismo color entre dos fichas del color contrario.
Cuando ya no puedan colocarse mas fichas en el tablero, gana el jugador con mas fichas de su
propio color. El juego se programé en el lenguaje interpretado Python (2] y se puede descargar
en [10].

El Othello tiene aproximadamente 10°* estados posibles y hacer una tabla de pares esta-
do—accién no es practicamente posible, asi como intentar realizar el algoritmo de busqueda
con toda la profundidad. Es por eso que se hace una funcién de estimacion de utilidad.
Mientras més factores sean tomados en cuenta por la funcion de utilidad, mayor flexibilidad
tendra el algoritmo de aprendizaje para ajustar buenas estrategias. En este trabajo se opté por
comparar los resultados de las diferentes estrategias de E/E manteniendo una funcién de
utilidad simple.

La funcién de utilidad que se utilizé fue asignar un peso a cada casilla, promoviendo una
estrategia de juego por posicion. Utilizando la simetria del tablero de Othello, solo es necesario
una octava parte de él para representar grupos de casillas, como se aprecia en la figura (1).
Con esto se requieren solamente 10 pardametros para definir la funciéon de aproximacion de la

forma
V()= Y 0idi;(s)

(i,5)eP
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(0.0) | (0.1) | (0,2) | (0.3) | (0,3) | (0,2) | (0,1) | (0.,0)

(0.1) | (L1) | (1,2) | (1,3) | (1,3) | (1,2) | (1,1) | (0,2)

0.2) | (1.2) | (2.2) | (2.3) | (23) | (22) | (1,2) | (0,2)

(03) | (L3) | (2,3) | 3.3) | (3.3) | (2,3) | (1,3) | (0,3)

0.3) | (1.3) | (23) | (3.3) | (3:3) | (23) | (L3) | (0.3)

0.2) | (1.2) | (2.2) | (23) | (2.3) | (22) | (1.2) | (0,2)

1) | (1L1) | (12) | (1,3) | (1,3) | (1L.2) | (L1) | (0.1)

(0,0) | (0,1) | (0.2) | (0,3) | (0.3) | (0,2) | (0.1) | (0,0)

Figura 1. Equivalencia de casillas

donde s € S es la posicién de fichas en el tablero, P = {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,1),
(1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,3)} son los diferentes grupos de casillas y 6; ; es el peso para el
grupo de casillas. Las caracteristicas ¢(s); ; estdn dadas por

Nij — Bij

¢(5)i,j = N. .+ B E
[2¥} [2¥}

desde el punto de vista del jugador de fichas negras, donde JV; ; es el nimero de piezas negras
en las casillas identificadas con (4, j) mientras que B;; es el numero de piezas blancas.
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Figura 2. Peso del aprendizaje en las casillas (0,0).
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El aprendizaje se realizé para ambos jugadores, utilizando la misma estrategia de E/E a
lo largo de 7000 partidas de Othello. Ambos agentes se inicializaron con todos los pesos
iguales a cero. Una vez que se conté con el aprendizaje de los agentes, se enfrentaron entre
si a los agentes que aprendieron con diferentes estrategias de E/E. En todos los casos, tanto
para el jugador negro como el jugador blanco, los agentes que estimaron su funcién con CM
derrotaron a los agentes que estimaron los parametros con las estrategias e-avida y Softmaz.
En todos los casos, cuando se enfrentaron dos agentes que aprendieron con la misma estrategia
de E/E, el jugador negro salié victorioso, de lo que se puede concluir que en el juego de Otello
comenzar el juego ofrece cierta ventaja al jugador.

La Figura 2 muestra el peso 6y ¢ a lo largo de las partidas de aprendizaje con las tres estrategias
de E/E tanto para el jugador negro como para el jugador blanco. Se puede apreciar que la
estrategia e-avida (linea verde) explora mucho y no tiende a establecerse en un valor a lo largo
de las partidas. La politica Softmaz (linea roja) explora muy poco, pero converge lentamente
a un minimo local, mientras que para CM (linea azul) el factor de exploracién es pequenio al
principio, pero tiende a un valor cercano al que se encuentra con Softmaz.
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Figura 3. Peso del aprendizaje en las casillas (1,1).

La Figura 3, representa el aprendizaje del valor 8; ; para las tres estrategias. En este caso, las
politicas convergen a un peso negativo dado que ocupar esta casilla es una mala decisién [6].
Aunque al utilizar la estrategia e-avida se estima un peso mas grande que con las demas, no
ofrece un buen balance con los demés pesos. Con Softmazx el valor es muy pequeno, mientras
que CM encuentra un buen equilibrio.
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5. Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el efecto de la estrategia de exploraciéon—explotacion en la esti-
macion, por aprendizaje reforzado, de los parametros de funciones de estimacion de utilidad
para juegos deterministas de suma cero. Para esto, se programé una version del algoritmo de
poda a—3, la cual se implemento en el juego de Othello.

Se propuso el uso del criterio de Metropolis, utilizado ampliamente en los métodos de temple
simulado, como otra estrategia mas de E/E, y se comparé los resultados del aprendizaje
obtenidos con dicha estrategia en relacién a las estrategias e-avida y Softmax. Los resultados
muestran que la estrategia de Metropolis es claramente mejor que e-avida, y que tienden a
mejorar, aunque por poco margen, a la estrategia Softmax.

El experimento se realizé utilizando el algoritmo TD(0), que si bien ha demostrado en la
practica ser eficiente en el aprendizaje de funciones de utilidad, existen otros algoritmos de
aprendizaje més sofisticados, como TD(A) o TDLeaf, con los cuales debera ser probada la
estrategia CM. Igualmente, como trabajo futuro se encuentra el uso de funciones de utilidad
no lineales, especificamente el uso de redes neuronales, y su adaptacion utilizando técnicas
de aprendizaje reforzado.
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Resumen

El presente trabajo considera la construccion de soluciones exactas de ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) no lineales mediante los métodos de separacidon de variables y de dlgebra com-
putacional. Se aplican los métodos analiticos (separacion ordinaria de variables, separacion
parcial de variables, separacion generalizada de variables mediante diferenciacion y separacion
en partes “splitting”) para obtener soluciones exactas y simbdlicas de varias clases de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales. En particular, se obtienen soluciones exactas y simbdlicas
(mediante el sistema Maple) de la ecuacion de onda no lineal, la ecuacion de sine-Gordon
y dos ecuaciones no lineales de tercer orden. Para la ecuacion de sine-Gordon, se describen
sus cuatro clases diferentes de soluciones exactas tipo soliton y se visualizan los resultados
analiticos.

1 Introduccion

Es bien conocido que la separacion de variables es uno de los métodos mas importantes
y poderosos para resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales (EDP), en la cual la
estructura de una EDP en particular nos permite buscar soluciones exactas separables (adi-
tivamente o multiplicativamente), por ejemplo u(z,t) = ¢(x) o 1(t), donde la multiplicacién
o la adicién se denota por el operador o.

En general, el método de separaciéon de variables en ecuaciones diferenciales parciales
nos permite reducir el problema original a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(ODE), el cual se puede resolver por cuadraturas. La aplicacién exitosa de este método
a varias ecuaciones lineales de la fisica-matematica nos lleva a buscar una transformacién
de variables tal que en las nuevas variables la EDP se puede resolver mediante un ansatz
separable (aditivo o multiplicativo) para encontrar una solucién.

En general, todavia no existe un método que nos permita decidir si una EDP dada
admite soluciones separables y como encontrar estas. Aunque para algunas clases particulares
de ecuaciones diferenciales parciales existen criterios algoritmicos de separabilidad que nos
permiten decidir si la separacion de variables existe y encontrar las soluciones explicitamente.

Aunque para algunas ecuaciones diferenciales parciales no lineales especificas, es posible
aplicar esta idea de la separacion de variables, como sucede en el caso de EDPs lineales, la

145



amplia clase de EDPs no lineales no permiten la aplicacion de este método directamente. Por
lo tanto, en las ultimas décadas este tema ha sido estudiado extensivamente con respecto a
EDP no lineales y han sido desarrollado nuevos métodos que forman una familia de métodos
de separacién de variables, tales como la separacion ordinaria de variables, separacion par-
cial de variables, separacion generalizada de variables, separacion funcional de variables,
separacion incompleta de variables. En este trabajo consideramos algunos ejemplos de los
primeros tres métodos.

Ademas, aunque en algunos casos es posible realizar una separacion de variables, se ob-
tienen expresiones muy complejas de resolver, por lo que construimos algoritmos y programas
apoyados en sistemas de algebra computacional para resolver varias clases de ecuaciones no
lineales. Los programas (desarrollados en Maple y Mathematica) para resolver ejemplos en
el presente trabajo y otros numerdsas ecuaciones se pueden encontrar en [6]. También este
enfoque simbdlico nos sirve para la buisqueda de ecuaciones diferenciales parciales no lineales
que admiten una separacién de variables.

2 Separacion ordinaria de variables

En esta Seccién, consideraremos el primer método (més simple) de la familia de métodos
de separacién de variables y una ecuacion no lineal, donde es posible realizar la separacion
ordinaria de variables (como en el caso lineal).

Consideremos la ecuacion de onda no lineal de la forma
Au
Uy = a(e™uy),.

Si aplicamos el método de separacion ordinaria de variables y buscamos las soluciones exactas
en la forma u(z,t) = ¢(z)+1(t), podemos demostrar que la solucién exacta de esta ecuaciéon
tiene la forma

(e, t) = lln ( NC1Cx? — 20C%za + 20C1Cha )
T 2Ca cos(tv/\Cy + Cov/AOh) + 2Ca .

3 Separacién parcial de variables

En esta Seccion, consideraremos el segundo método de la familia de métodos de separacion de
variables y una ecuacién no lineal, donde es posible realizar la separacion parcial de variables
(diferente del caso lineal). Se hace un andlisis de la ecuacién y se buscan todos los casos
especiales donde la ecuaciéon dada admite una separacién ordinaria de variables.

Consideremos la ecuacién no lineal de tercer orden
UtUgy + QUL U = bua:acx + CUygt,

donde a, b, y ¢ son parametros. Si aplicamos el método de separacion de variables y buscamos
las soluciones exactas de la forma u(z,t) = ¢(x)+1(t), podemos demostrar que las soluciones
exactas de esta ecuacion existen para los tres casos especiales y tienen las siguientes formas:

1) si ¢y = C4, obtenemos u(z,t) = Cyt + Cy + Csz + C,eCrelb (donde ¥(t) = Cit + Cy y
qb(x) = 02 + 0313 + C4eclm/b);
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2) si ¢, = C4, obtenemos u(z,t) = Ciz + Cy + Cst + C,ert/e (donde ¢(x) = Crx + Cy
y ¢(t) = CQ + Cgt + C4€a01t/c>;

8) si buscamos la solucién en la forma ¢(z)=Cre "+ Az, h(t)=Coe 3N+ AN +Cs
con los coeficientes desconocidos Ay, As, Az, y A4, entonces podemos encontrar estos coefi-
cientes, A3 = 1, Ay = ¢/a, A; = a, Ay = —ab, y la solucién final ¢(z) = Cie™ ™ + chz/a,
Y(t) = eMCy — abAt + Cs, v u(z,t) = Cre™ + chx/a + MOy — abAt + Cs.

4 Separacion de Variables Generalizada

Ahora consideramos el tercer método de la familia de métodos de separacién de variables, es
decir, una generalizacion de las soluciones ordinarias separables representadas en la forma

u(x>t) = ¢1(95)1/11(75) +eeet ¢n($)¢n(t)a n €N,

donde las funciones ¢;(z), 1;(t) (con diferentes indices i) son independientes entre si y
¢;(x)1;(t) son soluciones particulares de una EDP no lineal dada. En este caso decimos
que u(x,t) es la solucion separable generalizada.

El concepto de la separacion no lineal de variables fue introducido por primera vez por
Galaktionov [1] en el estudio de ecuaciones parabdlicas no lineales cuyas soluciones explotan
(blow-up) en el tiempo, donde la solucién se representa de la forma u(z,t) = ¢(t)(x) 4+ n(t).
Una gran cantidad de EDPs no lineales de varios tipos que admiten las soluciones separa-
bles generalizadas son presentadas por Polyanin et al. [3], [4]. Ademds, se pueden encontrar
numerosas soluciones exactas y simbdlicas en [5] y [6]. En esta Seccién encontraremos solu-
ciones separables generalizadas para algunos problemas mediante diferenciacién y separacién
en partes (splitting).

1) Soluciones separables generalizadas por diferenciacion. Ecuacion de sine-Gordon. Visua-
lizacion de soluciones tipo soliton. Consideremos la ecuacién de sine-Gordon

Ugpr — Uy = SINDU,

la cual tiene numerosas aplicaciones en la fisica (por ejemplo, en las teorias de campos
relativistas, la fisica de estado sélido, la éptica no lineal, etc.). Si aplicamos la transformacién
u(z,t) = 4arctan(U (, t)), el método de separacion generalizada de variables, y buscamos
las soluciones exactas en la forma u(z,t) = ¢(x)/1(t), llegamos a la siguiente ecuacion:

262 — ) + (W + ¢°) (‘% 4 %) _

Luego si derivamos esta ecuacion con respecto a x y t y separamos las variables, obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs):

bexm _ (bxz _ C 1/}ttt _ E _
P*¢r P B TR ’

donde C' es una constante de separacién. Estas EDOs se pueden integrar dos veces:

1 1
@26 = ZC¢4 + A1¢® + As, %2 = ZC?/fl + B1Y* + By,
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donde Ay, Ay, B;, By son constantes arbitrarias. Si sustituimos ¢(z) y ¥ (t) en el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias mencionada anteriormente, obtenemos las relaciones
B =1-— Ay, B, = —A, y las ecuaciones se convierten en

1 1
¢ = ZC¢4 + A1? + Ay, Y7 = _ZO¢4 + (A; — 1)y — A,

Ahora consideramos algunos casos particulares importantes, de los cuales obtendremos y
visualizaremos soluciones tipo soliton. Entre ellas encontraremos las soluciones tipo 1-soliton
que se pueden clasificar de dos tipos, pliegue y antiplieqgue. Un pliegue es una solucién cuyos
valores limites en el infinito izquierdo (—oo) es 0 y en el infinito derecho (+00) es 27, y un
antipliegue es una solucién cuyos valores limites son 0 y —27, respectivamente. Ademas, la
solucion tipo 1-soliton produce soluciones de onda solitaria, es decir solitones del tipo forma
de joroba o antisolitones que se propagan sin cambiar su forma en direcciones opuestas.

Las soluciones tipo 2-solitones se pueden clasificar en varios casos diferentes: interaccion
entre dos plieques, interaccion entre dos antiplieques, interaccion entre un plieqgue y un an-
tiplieque, interaccion entre un antiplieque y un plieque, y una solucion especial llamada la
solucidn oscilante tipo “breather”. Ademas, las soluciones tipo 2-solitones producen otras
soluciones que representan la interaccion entre dos solitones o antisolitones iquales del tipo
forma de joroba y la interaccion entre un soliton y antisoliton o la interaccion entre un
antisoliton y soliton.

1. Para C' =0, Ay, =0, A; > 1 obtenemos las siguientes soluciones exactas:
a) ¢(x) = Die™ | §(t) = Ere'™,

uy(z,t) = 4arctan (Aexkl—t/@) 7

donde k; = \/1417 ko = \/Al —1, D, = e~k , E = €_Clk2, A= Dl/El y Al > 1 es una
constante arbitraria.

b) Cb(iv) - Dlel‘kl ’ ¢(t) — E2e—tk2’
ug(z,t) = 4arctan (Aexkﬁtkz) ’

donde Dy = e~ %% | By = e“*2 A = D;/E, y A; > 1 es una constante arbitraria. Estas
soluciones representan la solucion tipo 1-soliton, el caso solucion tipo pliegue de la ecuacién
de sine-Gordon.

c) ¢(x) = Doe™ k1 ,W(t) = E1etk2,
U3(x7 t) = 4 arctan (Aefzklft’@) :

donde Dy = %1 | B = e k2 A = D,/E; y A} > 1 es una constante arbitraria.
d) ¢(x) = Dye™™ [ )(t) = Eye ™2,

U4(=T> t) = 4 arctan (Ae—a:k1+tk2) ’

donde Dy = e“%1 | E, = e“1%2 A = Dy/FE, vy A; > 1 es una contante arbitraria. Estas
soluciones representan la solucion tipo 1-soliton, el caso antisoliton o solucion tipo antipieque
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de la ecuacion de sine-Gordon. Ademds verificamos que estas soluciones son las soluciones
exactas, presentamos las graficas correspondientes y animacién de estas soluciones. Estas
soluciones del tipo solitén y antisolitén producen las soluciones w;, vy u;; (i = 1,...4), las
cuales representan soluciones de onda solitaria, es decir solitones o antisolitones del tipo
forma de joroba, que se propagan sin cambio de forma en direcciones opuestas. Presentamos
las animaciones correspondientes de estas soluciones de onda solitaria.

2. Para C =0, Ay # 0, A; > 1, obtenemos, por ejemplo, las siguientes soluciones exactas
mas complicadas:

k. QClklA _ J2xky\ Sk (t+C1)—k1(z+Ch)
uy(x,t) = —4arctan ( 2(e 2= e ) ,

kl (6201k2A2 _|_ €2tk2)
k2(62xk1A2 _ 6201k1)€k2(t+6‘1)kl(m+01)>

kl (62tk‘2A2 + 6201k2)

donde k; = VAi, ko = VA, — 1, Ci, A1, y Ay son constantes arbitrarias. Estas soluciones
pertenecen a la clase de soluciones tipo 2-solitones y fueron investigadas numericamente
por primera vez por Perring y Skyrme [2]. Estas soluciones describen la interaccion de
dos soluciones iguales del tipo plieqgue o antiplieque. Verificamos que estas soluciones son
soluciones exactas y presentamos las animaciones correspondientes de estas soluciones. Las
soluciones mencionadas anteriormente, es decir, soluciones tipo 2-solitones, el caso de la
interaccion de dos soluciones iguales del tipo plieque o antiplieque, produce las soluciones
uip v Uy (i = 1,2), las cuales representan, respectivamente la interaccion de dos solitones
o antisolitones del tipo forma de joroba, la interaccion de un soliton y un antisoliton o la
interacccion de un antisoliton y un soliton. Presentamos las animaciones correspondientes
de estas interacciones.

3. Para C' #0, Ay =0, A1 > 1 (A; =4, C =4, C; =0, Cy = 0) obtenemos, por ejemplo,
las siguientes soluciones exactas:

ug(z,t) = —4 arctan (

2¢/tanh(2z)2 — 1 tanh(ty/3)
tanh(2x) \/3 — 3tanh(tv/3)?

Estas soluciones describen un antiplieque o pliegue que se mueve hacia la frontera, u,(0,t) =
0, y luego se refleja en la frontera en forma de un pliegue o antiplieque, respectivamente. En
otras palabras, podemos decir que estas soluciones tipo 2-solitones representan la interaccion
de un antipliegue con un pliegue o la interaccion de un plieque con un antiplieque, respectiva-
mente. Verificamos que estas soluciones son soluciones exactas y presentamos las animaciones
correspondientes de estas soluciones. Notemos que en este caso u;, y u;; (i = 1,2) no tienen
valores reales.

4. ParaC #0, A4, =0,0< A <1, A =1-w>w=+v1-09,C=4,0C,=0,C, =0,
obtenemos las siguientes soluciones especiales:

(2k2(—1 + €2k /e 37k)) ek | cos(wt))| sin(wt)) |

(—4e?*k 4 4w?e?** — 1) w cos(wt)

uy2(x,t) = £4 arctan

)

uy2(x,t) = £4 arctan (
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donde k = /1 — w?. Estas soluciones se llaman las soluciones oscilantes del tipo “breather”
de la ecuacion de sine-Gordon y describen una estructura del tipo pulso de un antisoliton o
soliton del tipo forma de joroba, respectivamente. Por lo tanto, en este caso las soluciones son
funciones periddicas en el tiempo ¢ con frecuencia w para una posiciéon z fija. Presentamos
las animaciones correspondientes de estas soluciones para la frecuencia w = /1 —0.9. Si
consideramos el caso w ~ 1, por ejemplo w = /1 — 0.1, las soluciones obtenidas describen
las soluctones oscilantes del tipo “breather” de amplitud pequena.

2) Soluciones separables generalizadas mediante la separacion en partes (splitting). Consi-
deramos la ecuacién diferencial parcial no lineal de tercer orden

Uyt + (umm)2 — UlUgy = Vlggy-

Si aplicamos el método de separacién generalizada de variables, buscamos soluciones exactas
en la forma u(z,t) = ¢1(x)1(t) + o(t), y aplicamos el procedimiento de separacién en
partes (splitting), llegamos a la siguiente ecuacion funcional:

donde @1 = ¢y, U1 = 1, Py = —1,,, Yo = P19y, B3 = —¢1,,01 + (61,)%, U3 = ¢7,
by = —p1,,., V4 = 1. Siconocemos las soluciones de esta ecuacion funcional, por ejemplo,
la solucién \Ijl = Al\I/3+A2\If4, ‘;[/2 = Ag\If3+A4\If4, (1)3 == —Alq)l—qu)z, <I>4 = —A2¢1—A4q)2,
llegamos al siguiente sistema de EDOs:

Yy = Arl + Aovidy,  Prihe = At} + Agvihy,
— PPt + (1,)° = —A1d1, + A3b1pms —Ploge = —Asd1, + Addi,.

Es facil de probar que las tltimas dos ecuaciones son consistentes si y sélo si la funcién ¢, (z)
satisface la ecuacion ¢, = B1¢1 + Bs.

Si integramos estas ecuaciones, encontramos las soluciones exactas: ¢; = Bsr + Bj
(si By = 0), ¢ = —By/By + "By (si By # 0), ¢y = —1/(Ait — By) (si Ay = 0),
P = —VAg/(Al—e_”A2tB4VA2) (si Ay #0), y o = Asthy + Agv. Luego, podemos determinar
las relaciones entre las constantes arbitrarias Ay, As, Az, A4, Bi, y By, y por consecuencia
llegamos a las ecuaciones: —Ay;B; + Ay — B? = 0, By(By — A3B; + A;) = 0, y By(By —
A3By + Ay) =0.

Todas estas férmulas nos permiten determinar las soluciones exactas de la forma u(z,t) =
¢1(x)1h1(t) + 1o(t). Si consideramos, por ejemplo, el caso Ay = 0, By = 0, By = —A;,
obtenemos la forma final de la solucion exacta

+C Bs+ A B
z 1—1—03, C, = > E 02:§4,
2

Cg = A4I/.

5 Conclusiones

En el presente trabajo consideramos varios métodos analiticos para la construccién de solu-
ciones exactas y simbolicas de ecuaciones diferenciales parciales no lineales mediante los sis-
temas de algebra computacional. Desarrollamos nuevos algoritmos matemaéticos para obtener
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soluciones analiticas de un conjunto de clases de EDP no lineales en la forma general que
surgen en varias areas de las matematicas y las ciencias. En particular, consideramos la
ecuacion de onda no lineal, ecuacién de sine-Gordon y dos ecuaciones no lineales de tercer
orden. Resolvemos estas ecuaciones no lineales mediante el método de separacién ordinaria
de variables, el método de separacién parcial de variables para obtener soluciones exac-
tas, y soluciones separables generalizadas mediante diferenciacion y separacion en partes
(splitting). Para la ecuacién de sine-Gordon encontramos las cuatro diferentes clases de
soluciones exactas del tipo solitén y visualizamos los resultados analiticos. Debido a su
generalidad matematica, los resultados obtenidos se pueden aplicar a numerosos problemas
particulares en varias areas de las matematicas y ciencias. Aunque frecuentemente casi cada
ecuacion diferencial parcial no lineal define su propia clase y no se puede generalizar, exis-
ten muchos ejemplos de ecuaciones donde se puede aplicar el mismo método. Por ejemplo,
ya que la ecuacién de sine-Gordon es un caso particular de la ecuacién de Klein—Gordon,
Uy — Uze = F(u) (donde F'(u) es una funcién arbitraria), se puede aplicar los algoritmos y
programas construidos para varias funciones F'(u) (con sélo algunos modificaciones).
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Resumen

Originalmente, Takens en 1974 [8] y Bogdanov en 1975 [3], dieron condiciones sufi-
cientes para que un sistema mo lineal m-paramétrico en el plano sea topoldgicamente
equivalente a la deformacion versal (o desdoblamiento universal) de la bifurcacion
Takens-Bogdanov. Tiempo después, Y.A. Kuznetsov, con otro tipo de cdlculos obtuvo
el caso particular m = 2. En este articulo presentamos una generalizacion al resulta-
do de Takens y Bogdanov, siguiendo la filosofia del andlisis de Kuznetsov, pero desde
otro punto de vista y con otro tipo de herramientas matemdticas, esta generalizacion
es en el sentido de que encontramos condiciones suficientes para un sistema no lineal
n-dimensional k-parametrizado, cuya matriz Jacobiana evaluada en un punto critico de
interés, tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica y geométrica igual a dos
y el resto de los valores propios con parte real diferente de cero, tal que la dindmica
sobre la variedad central bidimensional de este sistema, sea topoldgicamente equivalente
a la deformacion versal mencionada anteriormente.

1. Introduccién

Takens [8] y Bogdanov [3] dieron de manera independiente, sus respectivas deformaciones
versales para la bifurcacién doble cero (como también se le conoce a la bifurcaciéon Takens-
Bogdanov), es decir, encontraron una familia bidimensional bi-paramétrizada de campos
vectoriales cuyo flujos locales contienen todas las posibles pequenas perturbaciones de un
sistema no lineal bidimensional, cuya matriz jacobiana evaluada en un punto de equilibrio
de interés, tiene una valor propio cero de multiplicidades tanto algebraica como geométrica
igual a dos, y al sistema mismo. Kuznetsov [7] analiz6 una familia de campos vectoriales
bi-parametrizada en el plano, usando la deformacién versal dada por Bogdanov.

En este articulo, presentamos una generalizacién del anélisis dado Takens [8] y Bogdanov [3],
para una familia de campos vectoriales n-dimensional m—parametrizada, esta generalizacién
se hizo desde un punto de vista diferente al presentado por Kuznetsov para el caso particular
m = 2 en [7], lo cual nos permiti6 obtener un calculo explicito de las superficies de bifurcacién
—ver el Theorema 1.
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Analizaremos una familia de campos vectoriales k-parametrizados, en un punto de equilibrio
de interés, cuya matriz Jacobiana evaluada en este punto de equilibrio, tiene un valor propio
cero con multiplicidades algebraica y geométrica igual a dos, y el resto de los valores propios
con parte real diferente de cero. Damos condiciones suficientes sobre esta familia de campos
vectoriales, tales que las dinamicas sobre la variedad central bidimensional de esta familia de
campos vectoriales es topoldgicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacion
doble cero, dada por Bogdanov [3].

2. La bifurcacion Takens-Bogdanov

Consideremos un sistema en el plano de la forma

z:(gé)x+ﬂm, 1)

donde f(x) es un vector cuyas entradas contienen términos no lineales, tal que f(0) = 0.
Se utiliza la teoria de las formas normales para determinar la forma maés sencilla de (1) que
mantenga sus caracteristicas escenciales.

: 0 1
i=( o )+ fila)+ O 2
estas formas normales no son unicas, aqui por ejemplo

2
f2($) - ( Z;él ) © f2($) - ( ax% ‘l‘obl‘ll’g ) ’

la dindmica para el sistema (2) alrededor del origen es una “cuspide”, ver Figura 1, pero

X

AN

.
=N

Figura 1. Punto cuspide para a > 0.

esta cuspide es muy inestable y se puede “romper” con cualquier pequena perturbacion al
sistema. Si ab # 0, Takens y Bogdanov demostraron cada uno por separado que se pueden
despreciar los términos cibicos y las formas normales se pueden truncar hasta orden 2, es

decir,
T = 01 x+ 0
L0 0 ar? +brizs )’

154



es una forma normal truncada hasta orden 2 del sistema (1). Y principalmente fueron los
primeros en demostrar que las familias biparamétricas

. (01 az} Loz
=(00) () ("),
z= 01 z+ 0 + 0
o 0 0 aZ%‘l'bZlZg M1+ Hez1 ’

desdoblan esta cuspide, es decir, estas familias biparamétricas llamadas deformaciones ver-
sales o desdoblamientos universales, contienen a la cispide y a todas las posibles dinamicas
subyacentes en su rompimiento o bifurcacién.

Entonces, todas las posibles dinamicas subyacentes en éstas familias biparamétricas las pode-
mos observar en el diagrama de bifurcacion de la segunda familia. Al conjunto de escenarios
observados en la Figura 2, se conoce como la bifurcacion Takens-Bogdanov.

0 T

&

@
» 0 A r
T
@< ? @@\
H
©) 2, H

Figura 2. Diagrama de bifurcacién de la bifurcaciéon Takens-Bogdanov.

3. Planteamiento del problema

Considérese el campo vectorial m-parametrizado
&= F(z,p), (3)

donde x € R", p € R™, conm > 2,y '€ C"(R" x R™), con r > 2. Supongamos que existe
(20, po) € R™ x R™ tal que

Hl) F(x(]nu(]) = 07 y
H2) o (DF(zo,0)) = {\j; € C| M2=0, Re(\;)#0, for j=3,...,n}, considerando el

caso no semisimple.
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El caso no semisimple se refiere al caso cuando la multiplicidad geométrica del valor propio
cero es uno.

Nuestro objetivo es encontrar condiciones suficientes sobre el campo vectorial F', tales que la
dindamica sobre la variedad central en x = g, sea localmente topolégicamente equivalente a
la deformacion versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov genérica, en el plano

Z"l = 292 (4)
Zo = [+ Poz + az% + bz1 29,

donde
ab # 0. (5)
4. Dinamica sobre la variedad central

En esta seccion usaremos la teoria de la variedad central para determinar la dindmica sobre
la variedad central m-parametrizada bidimensional en el punto de equilibrio x = x( para

M= fo-

4.1. Forma de Jordan

Consideremos la expansién de Taylor alrededor de (zg, 110), para el campo vectorial F'(x, )
en (3)

F(£>:““) = DF($0>H0)(I - [L’(]) + FH($0>H0)(M - IU“O)
1
+§D2F(930>M0)(93 — To, T — To) + Fua(o, pto) (1 — po, & — o) + -+ . (6)

De la hipdtesis H2) tenemos que,

Proposicién 1. La matriz A = DF(xg, p9) € R™™ es similar a la matriz
( Jo O
=(v 7))

o(J1) ={\; € C|Re(\j) #0, para j=3,...,n}.

donde J; € R®=2x("=2) ¢g tal que

Sean p;, po € R™ los vectores propios derechos generalizados de A asociados al valor propio
A=0:
Apy = 0; Aps = p1. (7)

Sea P = (p1, p2, Pp), donde Py € R("2*("=2) 13 matriz que contiene los vectores propios
derechos generalizados asociados a los valores propios de la matriz J;. Se sabe que

P 'AP = (8)
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Entonces, si
T
a1
Pt=| ¢ entonces {
Qo

Es decir, g1, g2 € R™ son los vectores propios izquierdos generalizados de A asociados al valor
propio A = 0.

@A =0,
A = 4.

Prueba: Esta prueba la puede consultar en [4]. O

4.2. Cambio de coordenadas

En esta secciéon usaremos un primer cambio de coordenadas para poner el campo vectorial
de la parte derecha de (3) en su forma de Jordan.
Considérese el cambio de coordenadas y de parametros

y=P 'z —1x0), ¥ a=pu— o, (9)

entonces (3) se transforma en

1
gy = Jy+ P 'Fu(xo, o)+ §P_1D2F(I0>,Uo)(P?/,P?/) +
P_lem($0>M0)(a7 Py) +e (10)

Wo

0o ) . Ahora

Definamos vg = (p1 p2 ), v wo = (q1 q2)7, entonces P = (vg Py) y P! = (

(3)=v=re-=(GE70 )

es decir, y; = wo(r — x0) € R? vy y2 = Qo(x — z9) € R"2. Con estas transformaciones de
coordenadas tenemos que (10) se transforma en

definamos

. 1
= Joyr1 + wol,(xo, po)a + §7~UOD2F(I0, o) (voy1, voy1) +

woD*F (o, o) (voy1, Poy2) + %woDzF(Io, to) (Poya, Foyz)
+wo Flue (7o, po) (@, voy1) + woF e (o, po) (v, Poyz) + - - -

Y2 = Jiy2 + QoF (o, o) + %QODQF(CEO,MO)(UOybvoyl) +
QoD*F (o, p1o) (voy1, Poya) + %QoDzF(CEm to) (Poya, Foya)
+Qo Fuz(0, po) (v, voy1) + Qo (o, po) (a, Poya) + -+ - .

Con el fin de simplificar el sistema anterior, usaremos la siguiente
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41 Ly
Definiciéon 1. Dados v € R", v = : y L€ Rxrxs) [ — : , donde L; € R"™*/

Un, L,

vel = i v;L;.
i=1

Por lo tanto, el sistema puede ser escrito como el sistema extendido

definimos el producto

U1 Jo woF,(zo, o) O Y1 Fi(yr, o, 2)
a | =1 o 0 0 a |+ 0 , (11)
2 0 QoFj(zo,po) Y2 Falyr, o, 12)

donde

Fi(yr, a, yo) = % [(wo ® D*F (0, ko)) (vo,vo)] (y1,41)

+ [(wo @ D*F (20, j10)) (v, Po)] (41, 2)

+% [(wo @ D*F (0, o)) (Po, Po)] (42, y2)

+ [(wo @ Fla(wo, po)) vo] (a, y1) + [(wo ® Frua(@o, p10)) Fo] (e y2) + -+,
Falyn92) = 5 [(Qo o D*Flan, o)) (v, w0)] (1)

+ [(Qo @ D*F (20, 1)) (vo, Po)] (y1,92)

+5 [(Que D*Flav, po)) (B, Bo)] (2, 32)

+ [(Qo @ Flux(zo, 110)) vo) (a, y1) + [(Qo ® Flua(wo, po)) Fol (a, y2) + -+

Puede consultar los detalles de estos célculos y los posteriores en [4].
Para calcular la variedad central local m-parametrizada en el punto de equilibrio y = 0,
primero consideramos el cambio de coordenadas

3 Y1
a |=P " a |, (12)
¢ Y2
I, O 0 I, O 0
donde P = | 0 I, 0 yP*t*=110 I, O , con Ky = J7'QoF (o, o).
0 —Ky I, 0 Ky I,
Entonces, a través de (12) el sistema (11) se transforma en
6 JO RO 0 6 .fl (67 a, C)
al=(0 0o o a |+ 0 : (13)
é 0 0 Jl C f2 (57 «, C)

donde Ry = woF),(xo, o), y

f1(€>a7C) = f1(€> a, C_K2a)>
f2(€>a7C) = f2(€> a, C_KQQ)‘
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De la teoria de la variedad central, el sistema (13) tiene una variedad central ( = h(, o) =
O(I¢, al?), con h(0,0) = Dh(0,0) = 0, y la dindmica sobre esta variedad central estd dada
por ‘

6 = J0€ + Roa + f1(€> a, h’(€> Oé))

donde

.fl (57 a, h(€> Oé)) = fl (57 a, h(€> Oé) - JleOFH($0> ,U(])Oé)
= [(wo ® Fl(o, po)) vo] (v, §)
+ [(wo ® D*F (w0, o)) (PoJi " QoF (o, o), v0)] (e, &)

2 [(wo @ D*F(z o)) (10, 0)] (€.) + Oaf?) + O(fE,al?).

Observe que no es necesario calcular la variedad central h(€, a) por que ésta no afecta los
términos cuadréticos en f.

Entonces, hemos probado el siguiente

Lema 2. Sea el sistema no lineal
& = F(z,p),

que satisface las condiciones de no hiperbolicidad H1)— H2) en el punto de equilibrio (x, o).
Entonces la dindmica sobre la variedad central m-parametrizada bidimensional en el punto
de equilibrio x = x( para pu = pg, esta dada por

§ = Jok+ Roat Ra(,€) + SRo(6,6) +O(JaP) + O(IE, o), (14)

donde & = wo(r — o), @ = p — po, Ao = P0J1_1Q0> y

Ry = wokF(wo, po), (15)
Ry = (wpe Fu(xo, o)) vo

+ (wo o D*I(x, ,uo)) (AoF (o, 140), o), (16)
Ry = (woe D*F(xo, o)) (vo,vo). (17)

5. Teorema principal
En esta seccién probaremos el teorema principal del articulo. La prueba la dividiremos en

una serie de lemas, con los cuales transformaremos el sistema (14) en el caso genérico de la
deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov.

5.1.  Equivalencia topoldgica entre la variedad central y la deformacién versal

Primero reescribimos (4) como

z = J(]Z + 6162 + 622’162 + hQ(Z), (18)
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donde e; = (0,1)T, y

0
fo(z) = ( az? + bz 2 ) ‘

Luego, nuestro objetivo es encontrar un cambio de coordenadas
T L p
E=2z+4 Loa+a L1z+§z Loz,
donde Ly € R¥>*™ [, € R¥>(mx2) [, ¢ R¥2x2) ta] que (14) sea transformado en (18).

Observe que . .
E=T+a"Li+2"Ly): & 2= (T+a"Li+2"Ly)7'¢,

pero para |z| = 0, tenemos que ([ + ol Ly + 2TLy) ' =1 —alL; — 271y + -+ -, entonces,

- - 1 .~
z’:J0z+R0a+aTRlz+§zTR2z+---,

donde,
éo = JoLo + Ry,
R = Li+R —LiJy+ LYRy — RL Ly
Ry = Lo+ Ry— 2Ly,

con,

L L L
I — I — 11 I — 21
: <ng>’ () ()
7o L, = Lo = Lo
LO_(O)’LI_(O 7L2_ 0 .

Observacion 1. En el transcurso de las pruebas de los siguientes lemas, haremos uso del
siguiente hecho elemental: si la matriz X = (X' X?) € R™*? es dividida en dos columnas,
entonces

XJOZ(X1X2)(8 é):(oxl).

Lema 3. Existe L, tal que éoa = [1e9.

) , entonces, si

RT TF ,
Prueba: Observe que Ry = woF),(zo, o) = ( RoTl ) = ( Z%F“Eiz Zg;
02 25 p )

definimos
Loy = _FE(IO,MO)Q1, y b= Q2TFH(5”0>“0)Q’

el resultado se sigue. O

Observacion 2. Obsérvese que Ly, ain permanece sin determinarse.
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Lema 4. Existe Ly tal que %ZTEQZ = (az? + bz129)es.

Prueba: Primero, de (17),

R = (D2 () (o) = (83 BoE o) (10

donde
(¢; @ D*F (w0, 110)) (v, vo) =
pi (¢ ® D*F (20, 10)) p1 P71 (¢; @ D*F (o, j10)) p2
Py (q; ® D*F(z0, pt0)) p1 p5 (g @ D*F (20, po)) p2
_ ( P1TDiP1 PlTDipz )
psDipr p3 Dipy )’
con D; = q; @ D*F(xq, io). Luego, si definimos
Ly = ( %Pgszz +pf Dipy 1, )

I I3
Loy = ( —P1TD1P1 %Pgszz )
55 Dops 2lly —p3 Dipsy )

donde I}, y 13, estan sin determinar. El resultado se sigue, con

1
a = §p1T (g2 ® D*F (0, f10)) p1.,

b = pi (q1 9 D*F(xo,1t0)) pr + pi (g2 ® D*F (o, o)) p2.

Lema 5. Existen Lg; y Lo tales que aTélz = [oz1€5.
Prueba: Recordemos que
R = < i ) =L+ Ry — LiJo+ LYRy — RTL,
Rio
Lis + Riy — L Jo + L0TR21~— égL21
Rig — LiaJo + LY Rog — RY Lo ’

si definimos _
Lis = L11Jo — Riy — L Ra1 + R{ Loy,

entonces

Rll = 07
Ris Ris + L(j; (Ro2 + Ro1Jo) — Rg (Log + Lo1Jo) + Ri1Jo.
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entonces usando la observacién 1,
é12 = <é%2 | é%z)
= <R%2 + LgR%z - ég[éz | Rh + R%z + Lg(Rél + R%z) - ég(Lél + L%z)) :
Ahora, de (16) y (17), se sigue que para i,j = 1,2,
Ri; = [a® (Ful(®o, o) — (AoFu(wo, 10)) D* F (o, po))] p;
. T Dip.
mo= (i)

entonces, si definimos

1
Loy = b ((p{ D1p2 + py Dap2) Ror + (Lip + 13,) Roo — Ryy — Ri)
1 b
li, = gpg (Dl + @Dz) D2,
se sigue que
R:, = 0,
~ 2a
Ry, = {;(pf (1 @ D*F (0, 10)) p2 + p3 (g2 @ D*F (20, o)) p2)
—p1 (g2 ® D*F (w0, 110)) p2] F\ (o, o) qu
2
2a
T (Qi ° (FME(I07MO) - (AOFH(ZEO,,Uo))TDzF(IOaMO))) Di
=1

+ (g2 ® (Fua (20, o) — (AoFu(0, 110))" D* F (o, j10)) ) 1

esto es,
~ 0 ~
T T Bl
a Riz= T 7 = (a R12) Z1€9,

entonces, si definimos [ = QTE%Q, el resultado se sigue. O
Antes de establecer el teorema principal, definamos

Sl = F5($0>M0)q27
2a

Sy = [T(Pf (q1 ® D*F(x0, 110)) p2 +p; (2 @ D*F (o, 110)) p2)

—p1 (g2 ® D*F (0, 110)) p2] F\ (0, o)
2

= (gi® (Fus(zo, o) — (AoFu(xo, o))" D*F (20, 110)) ) pi

=1

+ (q2 b (Fum($0>ﬂo) - (AOFM($0>IUO))TDzF(IOMuO))) P1- (20)

162



Ademads, para desdoblar la bifurcacién doble cero de la variedad central, la transformacion
T : R™ — R2, dada por
ST (1 — o) )
T — 1
w=( &0

debe tener rango dos, es decir, S; y Sy deben ser linealmente independientes. Entonces como
consecuencia de los lemas 3-5 podemos establecer ahora el resultado principal

Teorema 6. Dado el sistema no lineal
&= F(z, p), (21)
donde x € R", u € R™ con m > 2, tal que, existe (xg, o), que satisfacee las condiciones

Hl) F(I(]?MO) = 07

H2) o[DF(xg, pto)] = {M2=0; Re(X\;) #0, j=3,...,n }, (no hiperbolicidad)
H3) ab # 0, (no degeneracidad)
H4) Sy y S son linealmente independientes, (transversalidad)
donde

1
a = 5pi (220 D*F(zo, 1)) pr,
b = pi (g1 D*F(xo,110)) pr + p1 (g2 @ D*F (o, 110)) p2,

y S, .52 son dados por (20). Entonces, la dindmica sobre la variedad central del sistema (21)
en T =xgy it~ U, el cual es dado por (14), es localmente topoldgicamente equivalente a la
deformacion versal de la bifurcacion Takens-Bogdanov

Z"l = 292
2o = [i+ Pezr + az% + bz1 29,

donde £ = ST (1 — o), y B2 = S5 (1 — pto)-

6. Un ejemplo de aplicacion

En esta seccién presentaremos un ejemplo con cuatro parametros como una ilustracién del
teorema 6.

Un ecosistema depredador-presa.

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales:

. _ _xiT 2
ryT = 21 Ttaz; EXY,
(22)
> _ r1x2 2
Ty = —ywe e — 0w,
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Figura 3. Superficies de bifurcacién: S, superficie de la bifurcacién silla-nodo, S superficie de la bifurcacién
de Hopf y Shom superficie de la bifurcacién homoclinica.

= T=x-xylll+ax) a=12 g=283

X =x=xyl(l +ax) a=.5  g=.66666666666666 X =x-xyl g
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Figura 4. Diferentes dindmicas del sistema (22), de izquierda a derecha, de arriba a abajo: (a) Punto ctspide
en 29 = (4,3)" paraa =3, v= 2,0 = 2. (b) Foco estable. (c) Continuacién del foco estable. (d) Un ciclo
limite estable.
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Las ecuaciones (22), modelan la dindmica de un ecosistema de un depredador con una pre-
sa. Las variables x; y x2 son nimeros poblacionales (a escala) del depredador y la presa,
respectivamente, mientras «, 7, €, y 0 son parametros no negativos que describen el compor-
tamiento de las poblaciones aisladas y su interaccion (ver [2] citado en [7]). Suponiendo que
e = 0 esta fijo. Con el fin de que en el diagrama de bifurcacién del sistema con respecto a
los tres pardmetros restantes («,,d), pueda ser exibida la bifurcacién de codimension dos
Takens-Bogdanov, consideraremos que a € (0,1) y ay < 1.

Si consideramos p = (a, v, 6)T, entonces

e (G QTH)T (o ey ot a>2)T>

es una familia de puntos de equilibrio cuya linealizacién tiene un valor propio cero doble, y

1= 9 2 = 9 1= 1 9 2 = 1 9
@ 0 @ T a(l+a)

son los vectores propios derechos e izquierdos (generalizados) respectivamente, asociados al
valor propio cero. Ademas, de (19),

1 4 ) o?
_ ! D°F S -
a 2291 ((J2 L4 ($0>M0))p1 (1 + a)g’
. ) - ) a?(a—1)
b= pi(ae D°F(wo, o)1+ pr (a2 @ D2F (2o, o) )2 = = =™

y, de (20),
o _ 1 1 1+a
1 - 4 1—|—Oé)’ a27 Oég )

sgz(

_l_
Asi las condiciones H1), H2), H3) y H4) son satisfechas para toda o € (0, 1). Por lo tanto,
si elegimos a = %, el sistema (22) es localmente topoldgicamene equivalente a

a(

200 —2a—1) o*—-3a—-2 o*—2a-1
a?(a+1)2(a—-1) a2—1 7 ala—1)

2)

Z"l = Z,
Z = PB4 oz + £21 — (5212,
donde
1 2 2
61:<51,,U>, y 62:<S2>:U“> con MT:(O[_§>7_§>5_§)

Las superficies de bifurcacion en el espacio de parametros es mostrado en la Figura 3. En
la Figura 4 se muestran las diferentes bifurcaciones que el sistema (22) experimenta para
diferentes valores de «, v y 9.
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Resumen

El problema de visualizacion de campos vectoriales no es trivial en particular porque los
métodos tradicionales utilizan técnicas de integracion numérica. Los autores del pre-
sente trabajo han propuesto un método de visualizacion de campos vectoriales analiticos
complejos que tiene grandes ventajas sobre los métodos tradicionales.

Recientemente los autores generalizaron dicho método para que pueda ser utilizado con
campos vectoriales analiticos generalizados de dimension real n. En este trabajo se pre-
senta, a manera de ejemplo de la generalizacion, un campo vectorial en dimension dos
que mo es un campo vectorial analitico complejo, pero que si es analitico generalizado,
y se procede a su visualizacion.

1. Introduccién

Los campos vectoriales son objetos matematicos interesantes y ttiles, tanto desde el punto
de vista de las matematicas puras como desde el punto de vista de aplicaciones. Los campos
vectoriales aparecen en multiples contextos: muchos fenémenos fisicos son modelados por
campos vectoriales (campos eléctricos, magnéticos, campos de velocidades, etc.); y existen
muchas aplicaciones interesantes (vease por ejemplo [2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]).
Por demés la visualizacién de campos vectoriales, ademas de ser bella por si misma, puede
ser de gran utilidad para mejor entender ciertos conceptos tedricos.

Recientemente en [1] se desarrollé un método (que denominaremos método Newtoniano) que
permite visualizar campos vectoriales analiticos complejos sobre superficies de Riemann. Este
método Newtoniano tiene varias ventajas sobre los métodos de visualizacion tradicionales,
entre las que destacan:

167


Conchita
Texto escrito a máquina
II


= Permite visualizar de forma global el campo vectorial.

= No tiene propagacion de error, por lo que es util para visualizar campos cerca de
singularidades.

= Provee informacién relativa a la parametrizacién de las soluciones (tiempos).
= Permite visualizar de forma eficiente los flujos, aun para condiciones iniciales especificas.

= Los recursos de cémputo requeridos son mucho menores que los que se necesitan para
los otros métodos.

= Permite visualizar todo campo vectorial analitico complejo sobre cualquier superficie de
Riemann.

= Es facilmente paralelizable.

Posteriormente en [3], utilizando un formalismo basado en dlgebras normales, se procedié a
extender el método Newtoniano a una familia mas grande de campos vectoriales denominados
campos vectoriales analiticos generalizados [9]. A la generalizacién la denominaremos método
Newtoniano generalizado. En este articulo se presenta un ejemplo de un campo que no es
un campo vectorial analitico complejo pero que si pertenece a esta familia (esto es, es un
campo vectorial analitico generalizado) y se procede a su visualizacién utilizando el método
Newtoniano generalizado.

La organizacion del trabajo es como sigue: En la seccién 2 se presenta, de manera esquematica,
el metodo Newtoniano para visualizar campos vectoriales analiticos complejos. Después en
la seccion 3 se presenta un ejemplo de un campo vectorial polinomial que no proviene de un
campo vectorial analitico complejo, y que por lo tanto no puede ser visualizado con el método
Newtoniano. En la seccion 4 se presenta el esquema de la generalizaciéon comenzando con las
definiciones correspondientes a algebras normales, funciones analiticas generalizadas y se
enuncian los teoremas (sin demostracion) que dan lugar al método Newtoniano generalizado.
En la seccién 5 retomamos el ejemplo presentado en la seccion 3, mostrando que pertenece
a la familia de campos que pueden ser visualizados con el método Newtoniano generalizado.
Por ultimo, en la seccién 6 se hacen algunos comentarios finales sobre el método Newtoniano
generalizado.

2. El caso de campos vectoriales analiticos complejos

En [1] se muestra primero que todo campo de Newton pueden ser visualizado mediante
el uso de una integral de movimiento definida por la funcién que define al campo de Newton,
y luego utilizando el resultado de [2] donde se muestra que todo campo vectorial analitico
complejo es un campo de Newton.

En esta seccién presentamos este método de manera resumida (consultar las referencias para
mayores detalles), para que nos sirva como pauta para una generalizacién a campos vectoriales
analiticos generalizados.
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Se comienza con un campo vectorial real de dimensién 2

F(r,y) = u(r,) o + v(m)a%, (1)

(5 o)

Enseguida introduciendo el campo de ntimeros complejos C = (R?, +,-) (campo en el
sentido algebraico, esto es un algebra commutativa con unidad donde todos sus elementos
no—cero son invertibles) y la variable z = (x,y) = x + iy, se prueba que el campo vectorial
analitico complejo

cuya matriz jacobiana es de la forma

0
X(2) = f(2)5 (2)
con f(z) = u(z) + ww(z), tiene la propiedad de que Re (X (z)) = F(2).
Después se hace uso de las técnicas de variable compleja para integrar funciones analiticas,
de manera que es posible mostrar que X es un campo de Newton, esto es que

9  ®(z) 0
0z ¥(2)02 (3)

X(z) = f(2)

por lo que las trajectorias de X (z) estdn dadas como el pullback de las trajectorias de —w%

oo |- [ L] "

Asi pues, el flujo de F(x,y) corresponde con las curvas de nivel de h(z) = Arg (®(z)).

3. Un ejemplo de un campo vectorial que no es analitico complejo

Consideremos el siguiente campo vectorial

0 0
F(x>y):u($7y)%+v(xay)8_ya (5)
donde
1 —22 + 20x + Ty 5(2 + 4x + 5y)
=—(24+6
u(z,y) G ( + 37+4+5x2+8x(_1+y)+y(—4+5y) +4—1—5x2—|—8x(1+y)—i—y(4—|—5y) ’

5(—4 + 5z + 4y) 4 — Tz — 20y )

1
) = = _4-+6 - +
v, y) 6 ( Y 44522 +8x(—1+y)+y(—4+5y) 4+522+8z(1+y)+y(4+5y)

Al calcular las derivadas parciales

ou 1 (15 (—4 + 3u)(—82 4 120u + 117v) 22

or 15 (4 4 5u2 + 8u(—14v) + v(—4 + 51)))2 4 4 5u? + 8u(—1+v) + v(—4 + 5v)
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B 25(4 + 3u) (=2 + 3v) B 50 >
(44 5u2+8u(l+v) +v(4+50v))°  4+5u?+8u(l+v)+vd+50)/)"

dv 1 <6 5(—4+5u+4v)(—4+8u+10v) 20
dy 6 (44 5u2 4+ 8u(—1+v) +v(—=4+50v))°  4+5u?+8u(—14v) +v(—4 +5v)
2(2 + 4u + 5v)(—4 + Tu + 20v) 20
(44 5u2 +8u(l+v) +v(d+50)°  4+5u2+8u(l+v)+v(d+ 51}))

se observa que estas son distintas, por lo que matriz jacobiana de F'(z,y) no es de la forma

a b co *% b*@
b oal na—ax, —ay.

Con este ejemplo se muestra que no todos los campos vectoriales, ni siquiera todos los poli-
nomiales de la forma

0 0

son campos vectoriales que provengan de un campo analitico complejo, y por lo mismo no
cumplen con las hipotesis de la técnica desarrollada en la seccién 2. Surge entonces la pregunta
natural:

i Es posible extender el método de la seccion 2 de manera que se pueda aplicar
a una familia mas grande de campos vectoriales?

En las siguiente seccion se enuncia una generalizacién a una familia de campos vectoriales,
de dimensién dos sobre los reales.

4. La generalizacién

En [3], los autores generalizaron la metodologia desarrollada en [1, 2] utilizando el con-
cepto de dlgebras normales. En esta seccion se presentan las definiciones y conceptos basicos
necesarios para poder presentar la generalizacién. Ver [1] para mayores detalles.

4.1.  Algebras normales

Consideremos un algebra A conmutativa, asociativa, normada con unidad e de dimensién
finita sobre R. Un elemento a € A es reqular si existe un tnico inverso ¢! € A. Dada una
base B = {ey,...,e,} de A, la multiplicacién en el algebra se puede representar como

n
€;€; = E CijkC€hk,
k=1

donde ¢;;;, € R son los coeficientes de estructura del dlgebra en la base B.
La primera representacion fundamental es el isomorfismo de &lgebras R : A — M(n,R),
dado por

R(zie1 + xoea + - - + xpey) = w1 Ry + 2oRo + - - - + xRy,
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donde R; = (c¢;;x) es la matriz cuya entrada k, j es ¢;j; parai =1,2...,n.
Dada una matriz B de n x n con entradas en los reales con forma normal

B, 0 - 0
0 By 0
B = . ,
0 0 --- B
donde B; € M(k;,R) (i = 1,2,...,1) son matrices cuadradas tomadas de alguna de las cuatro
siguientes formas
w0 0 0 c 0 0 0
1 O 0 I, C 0 0
(W), [0 1 u 0], 10 L C 0 ,Cono:(v ”)7
_ _ _ . —v v
000 - pu o o o0 - C
v, v € Ry ki + -+ Kk = n, podemos asociar un dlgebra de matrices N asociativa,

conmutativa que contiene a B llamada dlgebra normal de matrices de B. De aqui en adelante
N denotard un dlgebra normal de matrices.

4.2. Funciones analiticas generalizadas

Definicién 1. Decimos que una funcién g es analitica en el dlgebra A (o analitica genera-
lizada) en x si tiene derivada ¢'(x) en el sentido de Lorch, esto es si existe un elemento del
algebra ¢'(r) tal que

o llgte 1) = g(a) = ')Al

0,
h—0 ||l

en cuyo caso ¢'(x) se le llama la derivada de g en x, que corresponde, bajo la primera
representacion fundamental, a la matriz jacobiana Jg(x) de derivadas parciales de g en .

Teorema 1. Sea f : ) C R®" — R" un campo vectorial en {2 € R™. Supongase que existe
una matriz invertible A tal que A [Jf (A7 (z))] A~' € A para toda z € 2, entonces el campo
vectorial

g=AofoA ' : Y CR" - R"

es analitico en el dlgebra A cuya primera representacion fundamental es N, donde ' = A(Q).

Teorema 2. Sea f : () C R* — R" un campo vectorial analitico sobre un algebra A con
primera representacién fundamental N, y sea &€ la base candnica de R". Entonces existe una

base B = {(,...,0,} de elementos invertibles del algebra A tal que el siguiente diagrama
conmuta
Qcrr L, Rme
Al 1A

QcA L A
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donde A es la matriz asociada al cambio de base &€ — B, y ¢({) es funcién de la variable
(= > ;0. Ademas
=1

J

dg, .. .. g(C+h)—g()
d—C(C) = 1312 A

h regular

tiene sentido y representa la derivada ¢'(().

Definicién 2. Diremos que un campo vectorial X es un campo vectorial analitico genera-
lizado si la funcion f que lo representa es una funcién analitica generalizada.

4.3. Campos de Newton

Definicién 3. Un campo vectorial f : 2 C R® — R” se dice que es un campo de Newton si
existe un campo vectorial ¢ : Q2 C R" — R" tal que f(z) = —[Jo(z)] ' o(x).

Obteniéndose el siguiente corolario.

Corolario 3 (Los campos vectoriales analiticos generalizados son de Newton). Sean
f:QCR"—-R" y g: VY CA—A

como en el teorema 2. Entonces tanto f como ¢ son campos de Newton. En particular existe
®: )Y C A — A analitica generalizada tal que

con ¢(z) = (P o A)(x).

Corolario 4 (Visualizacién de campos analiticos generalizados). Sea f : Q@ C R* — R”"
un campo vectorial analitico sobre un dlgebra A con primera representacién fundamental N
Entonces las soluciones de la ecuacién diferencial

dx

p— €T
= )
corresponden a las curvas de nivel de la funcion real

h(C) = Arg (®(()) = Arg (6(x)) = h(x).

En particular, para visualizar la trayectoria que pasa por el punto (5 = A(xg), es suficiente
con trazar la curva de nivel h(¢) = h({y) = h(xg) = h(x).
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5. El ejemplo visitado de nuevo
Retomemos el ejemplo de la seccion 3. Si tomamos la matriz

12
1= 1),

al calcular A - JF(A7Y(x,y)) - A~ obtenemos

A srea a0t = (G50 D), ®

con
2 (=6 +4x+3y) x(dx—3(2+y)) 2
a(@,y) =1—- 5—— st 5 ot e T 3 5
2+ (=2+y)? (224 (=2+9)?2)°  (22+(2+y)?)° 2+ (2+y)
y
b y) 4y (48 — 96z — 24x% — 162% — 9zt + 22° + 2(—3 + 2x) (4 + 2?) y* + (3 + 22)y*)
z,y) = :

(244 (—4+12) + 222 (4 +y2)°

Por lo tanto A - JF(A™Y(z,y)) - A~ pertenece al dlgebra normal de los complejos, por lo
que se puede aplicar la metodologia de las secciones 4.2 y 4.3 para visualizar el flujo de una
manera sencilla, como a continuacion se muestra.

Sea
Glavy) = (Ao F o A™)(ay) = ()5 + on(e. )3
entonces
6 —4xr — 3y 6 —4x 4 3y

wloy) = T e oy T 3@ B D)

r(—12+ 12z + 23y +2(=2+ 2%y +9°
2h 4 (=4 +y2)° 4222 (4 + 42) '

el cual define un campo vectorial analitico complejo, puesto que

U1($,y> =

JG(z,y) =A- JF(A  (z,9))- A €N,
por lo que al hacer el cambio de variable z = x + y i, vemos que se cumple con
G(z) = Re (z)2
B g 0z

donde

) 2+Z 2—Z 24Z 2—2Z\ . 2—22+423
Z)=U 72 -
g "\ T2 T "\ T2 4 22

De acuerdo a (4) la funcién ® asociada al campo G esta dada por
z dC
d(z —exp{—/ —},
) 9(¢)
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de manera que

x—1—1 d 6Zarctan(l—z)
o) = (=1 [
(2) (Z—l—{—i) (z+1) z+1 7

mientras que la integral de movimiento h esta dada por:

h(z) = Arg (®(z)) = — arctan (HLJ;) + %103 <1 2+ (—2+ ;SZ« +y(2+ y))

y la funcién h asociada al campo F' es:

21 +y 4(2x +y) >

iz, y) = (hoA — —arctan | ——— YV 4log (1 -
(z,9) = (hod)(z,y) arcan(1+x+2y>+°g< 2+ 522 + y(—2 + 5y) + (2 + 8y)

Asi pues para visualizar las trayectorias correspondientes al campo F' es preciso encontrar
las curvas de nivel de h(x,y). Estas se presentan en la figura 1.

Figura 1. Visualizacién del campo vectorial dado por (5), utilizando la metodologia nueva. En este caso se
ha trazado también la trayectoria que pasa por uno de los polos (curva en blanco), algo que serfa muy dificil
con los métodos tradicionales.

A manera de comparacién se presenta en la figura 2 la visualizacién con los métodos tradi-
cionales.

6. Conclusiones

En el presente trabajo se muestra el uso del método de Newton generalizado para visua-
lizar un campo vectorial polinomial de dimensiéon dos que no es un campo vectorial analitico
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Figura 2. Visualizacién del campo vectorial dado por (5) utilizando los métodos tradicionales. En este
caso se han trazado también algunas trayectorias particulares para ayudar a la visualizacién del campo. La
visualizacién se realizé con el programa Mathematica®), que utiliza integraciéon numérica.

complejo. Para esto se muestra que este campo vectorial es un campo vectorial analitico ge-
neralizado, por lo que si es posible utilizar el método de Newton generalizado que tiene las
mismas ventajas que el método de Newton.
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Resumen

Durante un viaje a Bahia de Kino, surgi6 la siguiente pregunta entre los autores: ¢Hay alguna
manera de ilustrar los resultados tedricos de probabilidad y estadistica, como por ejemplo el
Teorema del Limite Central (TLC?). La respuesta a esta interrogante se presentd en Varadero,
Cuba. ¢ Es cierto que el TLC es siempre valido para n = 30? La respuesta es no, ya que depende
del sesgo de la distribucion poblacional.;Cémo se comporta el maximo de una distribucién
binomial? ¢Para qué valores la distribucion de Poisson tiene probabilidad significativamente
distinta de cero en funcion del parametro lambda? ;Como se simula un trafico de aviones?
¢Sabfa que el estimador insesgado S* para la varianza de poblaciones normales siempre es
menor que el punto medio de su intervalo de confianza? La simulacion permite ver a la
probabilidad y la estadistica como nunca antes. Nuestro trabajo es presentado en dos partes: en
la parte 1 hacemos un analisis exploratorio de datos mediante computadora y damos un paseo
por la probabilidad, mientras que en la parte 2 presentamos dos técnicas de Montecarlo para
ilustrar el TLC, entre otras cosas. A propdsito ¢Sabe Usted de donde son los cantantes?

1. Introduccidn

Tipicamente la ensefianza de la estadistica en el nivel superior se basa en la explotacion de datos
recolectados de estudios previos o ejemplos de libros de texto; y limitando al calculo manual de
las estimaciones y graficas para realizar estadisticas descriptivas y de inferencia. Por lo tanto, el
uso de un paquete de coOmputo para simular (crear) la materia prima (los datos) de muestras
aleatorias de una poblacion, tiene un potencial enorme. La simulacion de vv.aa. permiten un
analisis estadistico mas alla de la mera comprension y aplicacion del conocimiento.

Los paquetes de computo cientifico como Matlab, SPSS, R, Excel; o bien, el software de libros
de texto como STATDISK o lenguajes de programacion como C++, nos permiten llevar el
aprendizaje de la estadistica a un proceso de sintesis del conocimiento. Por ejemplo, podemos
estudiar los procesos de Poisson simulando el trafico de llamadas en una central telefonica; o
analizar como influye el valor de un pardmetros en el comportamiento de las funciones de
densidad como la binomial, geométrica y Lognormal, etc.; hasta demostrar intuitivamente el
teorema del limite central (TLC).

Este presenta dos formas de utilizar los paquetes de computo como herramienta de aprendizaje de
la estadistica, los cuales pueden motivar a ser implantados en un curso convencional. En esta
primera parte realizaremos un analisis exploratorio de datos con SPSS (ver Seccion 2); mientras
que en la Seccidn 3, usamos el paquete Matlab para ilustrar, mediante graficas, como influyen los
parametros en la distribucion de probabilidades de una variable aleatoria (v.a.) como la binomial,
Poisson (ver Seccion 3, aunque debido a la falta de espacio, en la presentacion de la ponencia
analizaremos la chi-cuadrada y lognormal en un ambiente dinamico e interactivo, entre otras).
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2. Andlisis exploratorio de datos mediante SPSS

Desde un punto de vista muy general, el andlisis exploratorio de datos consiste en resaltar las
estadisticas descriptivas mediante la cuales se deducen las pesquisas de investigacion, que sirven
para establecer las hipotesis estadisticas o inferir conclusiones sobre la poblacién de la cual
proviene la muestra. Un andlisis exploratorio completo requiere del uso de un paquete de
computo estadistico, ya que de otra manera el tiempo durante los cursos seria insuficiente y
tendriamos un analisis de datos muy pobre, tanto en profundidad como en cantidad. El analisis
exploratorio tiene como objetivo inferir a priori de manera visual o por intuicién, cual podria ser
la distribucion de los datos y las caracteristicas principales de la poblacion

2.1. Estadisticas descriptivas numéricas mediante SPSS

Esta seccion contiene un analisis exploratorio de datos de la Tabla 1, los cuales representan
valores de pH sanguineo en 80 individuos (ejemplo tomado de [2].) Los resultados se presentan a
partir de la Tabla 2, la cual contiene un conjunto de estadisticas muy completa, ya que nos ofrece
tanto las medidas centrales, de dispersion, un intervalo de confianza, el coeficiente de simetria y
de curtosis de la muestra. Dicha tabla se complementa con los valores extremos identificados por
su valor y por su posicion relativa en la Tabla 3. La Tabla 4 contiene los estimadores para la
media poblacional; mientras que la Tabla 5 las pruebas de bondad de ajuste Kolmogorov-
Smirnov y Shapiro-Wilk. Ambas pruebas de ajuste sugieren aceptar la normalidad de la
distribucion a un nivel de 99% de confianza. Las estadisticas descriptivas estan completas con las
medidas de posicion relativa o percentiles de la Tabla 6. Un dato interesante en la Tabla 2 es la
media recortada, que resulta de eliminar el 5% de los datos inferiores y superiores, asi, podriamos
omitir los efectos de datos distantes que provengan por errores que no son de muestreo.

2.2. Analisis exploratorio con estadisticas descriptivas graficas

Con el fin de inferir intuitivamente la posible distribucion de los datos, presentamos el analisis
grafico-descriptivo mediante el histograma porcentual de frecuencias y su curva de ajuste en la
Figura 1; el diagrama de tallo y hojas (Figura 2); asi como el diagrama de caja de la Figura 3 que
muestra la concentracion, simetria, dispersion e identificacion de datos distantes moderados y
extremos (outliers). La grafica cuantilar para prueba de normalidad aparece en la Figura 4.

El ajuste la curva normal estimada en el histograma es bueno. Por otro lado, con el diagrama de
tallo y hojas, el alumno puede deducir por inspeccion la posibilidad de que los datos provengan
de una poblacién con forma de campana. La similitud y simetria entre las Figuras 1 y 2 confirma
a priori la posible normalidad. Por otro lado, la Figura 3 muestra que la mediana estd muy cerca
del centro de la caja y practicamente coincide con la media (Tabla 2) confirmando de nuevo una
simetria.

Tabla 1. Conjunto de datos de pH sanguineo de 80 individuos

7.331732|734|7.40 | 728 |7.29 | 735|733 | 734|728
7.31] 735|732 |733|733|736|732|731|735]| 736
7.26 7391729 | 732|734 730|734 |732]| 729|730
7331733 |735|734|733|736|733|735|731] 733
7.3717.38| 738|733 |735|730|731]|733]|735]|7.33
7.271733 732|731 |734|732|734|732| 731|736
7.30| 7.37|733 732|731 |733]732|730]| 729|738
7331735732 |733|732|734|732]|734| 732|733
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Tabla 2. Estadisticas descriptivas para el pH sanguineo

Tabla 3. Valores extremos (outliers)

Estadistico | Error Tip. Numero | Valor

pH  Media 73301 0.00302 Y 1 delz(;aso —
Intervalo de confianza limite inferior 7.3241 p ayores ‘

. ., . 2 11 7.39

Para la media al 95%  limite superior 7.3361 3 67 739
Media recortada al 5% 7.3300 '

. 4 13 7.38
Mediana 7.3300 5 1 738
Varianza 0.001 )
DPTSY' Tip. 0.02698 Menores 1 3 7.26
Minimo 7.26

L. 2 6 7.27
Maximo 7.40
3 73 7.28
Rango 0.14 4 33 798
Amplitud intercuartil 0.03 '
. , 0.269 5 71 7.29
Asimetria 0.153 0532
Curtosis 0.511 ’
a. En la tabla de valores extremos
mayores sOlo se muestra una lista
parcial de los casos con el valor 7.38.
b. En la tabla de valores extremos
menores s6lo se muestra una lista
parcial de los casos con el valor 7.29.
Tabla 4. Estimadores de la media Tabla 5. Pruebas de normalidad
Estimador-M | Biponderado | Estimador-M | Onda de Kolmogorov-smim°ov Shapiro-wilk
De Huber” De Tukey’ De Hampel® | Andrews® Estadistico | gl | Sig. | Estadistico | gl | Sig.
ph 7.3294 7.3291 7.3293 7.3291 ph | 0139 [80[0.001| 0974 |80]0.095
Tabla 6. Medidas de posicion
Percentiles
5 10 25 50 75 90 95
Promedio pH
Ponderado(definicion 1) | 7.2805 | 7.3000 | 7.3200 | 7.3300 | 7.3475 | 7.3690 | 7.3800
Bisagras de Tukey pH 7.3200 | 7.3300 | 7.3475

Asi mismo, los datos extremos moderados fuera de los bigotes de la caja, indican que las colas de
la distribucion de la cual provienen los datos podria ser un poco mas pesadas que las de una
distribucion normal ideal. Esto Ultimo también puede apreciarse en la grafica cuantilar g-q
normal de la Figura 4, ya que los valores inferiores en la muestra son un poco mayor que los
esperados de la normal; lo contrario sucede con los valores superiores. Sin embargo, la
aproximacion de los cuantiles centrales es bastante aceptable, haciendo factible que la
distribucion del pH sanguineo sea normal. En general, varia mucho la apariencia de la grafica de
probabilidad con tamafios de muestra de menos de 30, y s6lo con tamafios de muestra muchos
mas grandes predomina el patron lineal (para un analisis mas completo de ajuste de
distribuciones ver [4]).
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Frecuencia Tallo & Hojas
4.00 Extremes (=<7.280)
3.00 729. 000
5.00  730. 00000
7.00  731. 0000000
© 14.00 732 . 00000000000000
T 18.00 733 . 000000000000000000
S 9.00 734 . 000000000
‘g 8.00  735. 00000000
o 4.00 736. 0000
2.00 737. 00
3.00 738. 000
3.00 Extremos (>=7.390)
Ancho de Tallo .01
A N . Casos por hoja: 01 caso(s)
Valores de pH sanguineo
Figura. 1. Histrograma porcentual y curva de Figura. 2. Diagrama de tallo y hojas del pH

ajuste de normalidad

25 -
7.404 3

67
11

7.375+

7.354

7.3254

Normal esperado

7.304

7.2754

T
7215

T
Valores de pH sanguineo

Figura 3. Diagrama de caja del ph

3. Analisis mediante computadora del efecto de los parametros de una

distribucién

El proposito aqui, es mostrar como puede utilizarse un programa de computadora, para analizar el
efecto de los parametros en la distribucion de probabilidades de una variable en particular. Por
cuestiones de espacio, solo presentamos dos casos especiales, las variables discretas binomial y

T T T T
7325 7.350 7375 7.400

Valor observado

Figura 4. Grafica cuantilar g-q normal de pH

de Poisson. Aunque una simulacion en tiempo real permitira ampliar los resultados

3.1. Parametro p y n de la distribucién binomial

En la distribuciéon binomial de (1), n representa el nimero de ensayos independientes de un
experimento, mientras que p es la probabilidad constante de éxito en cada réplica. Si n se
mantiene fijo, la pregunta de interés es ;qué forma tiene la distribucion para diferentes valores de

p? Por el contrario, si p es constante, ;qué diferencias hay para distintos valores de n?
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P[X :X]=L2]px(l— p)";x=0,L,...,n (1)

La Figura 5 muestra la distribucién binomial para p = 0.01, 0.2, 0.5, 0.8, 0.99 y n = 20. Note en
primera instancia que el parametro p es un factor de forma; ya que para valores pequenios
(grandes) de p = 0.01 (0.99), la distribucion tiene un sesgo negativo (positivo). En general, el
sesgo es negativo para p < 1/2 y positivo para p > 1/2; ademds para p = 1/2 la distribucion es
simétrica. Observe también que p es un parametro de desplazamiento, la distribucion es la misma
(aunque invertida) para un valor p y un valor (1 - p). Por ejemplo, los valores en p = 0.2 se
invierten cuando p = 0.8. El punto maximo disminuye conforme p aumenta de 0 hasta 0.5.

1

£
s 05 p=001 EX =02 1
A . . . . . i i i . "

0 E] 4 6 5 10 12 14 15 13 20
. — . . . . . . . . . :
B
£
2ozt i
g p=02 EX =4
2 g . . . . . "

0 2 4 & 5 10 12 14 15 13 20
_ 02— . . . . . . . . :
]
£
= 01r p=08 Ep =10 b
A . . "

0 E] 4 6 5 10 12 14 15 13 E]
_na .
fis]
£
202 |
g p=08 E(X) =16
2 gl . . " N .

0 2 4 5 5 10 12 14 16 18 20
£
s 0sr p=0.89 EfX) =198 1
A . . A . . . . . .

i 2 4 6 8 10 12 14 15 18 20

x

Figura 5. Distribucion binomial con p = 0.01, 0.02, 0.5, 0.8, 0.99 y n = 20.

Observe que los valores de X con probabilidades significativamente mayores a cero son cuasi
simétricas con respecto al valor esperado de la variable (E(X) = np), jy se encuentran a menos

de tres veces su desviacion estandar (0 = Jnp(1l— p))! Es importante hacer notar que gracias a
esta simetria, la curva punteada en la Figura 5 representa muy buena aproximacion de la
distribucion normal a la binomial, en los valores de X precisamente con probabilidades positivas.

3.2. Parametros 1 y t en la distribucién de Poisson.

La distribucioén de Poisson viene dada por (2), con media y varianza iguales a At. El pardmetro t
representa el intervalo [0, t] en el cual se observa la v.a. X, el nimero de ocurrencias de un suceso
por unidad medicion (tiempo, area, volumen). t es un factor de escala, ya que comprime o
expande la distribucion. La Figura 6 muestra el comportamiento de (2) para distintos valores t y
un A fijo. Conforme t se incrementa, el nimero de ocurrencias se diversifica expandiendo la
distribucion, cuyo sesgo se va perdiendo conforme t aumenta. Lo mismo ocurre si fijamos t 'y
variamos A. Conforme A crece el centro se desplaza hacia el valor esperado (A4). Los valores de X
con probabilidad distinta de cero, estardan concentrados a + 2 desviaciones de la media. Lo
anterior se confirma en la Figura 7, en la cual aparece también la aproximacion de la normal.
e~ At —At

flx) = — X = 0,1,2, ... )
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Figura 7. Distribucion de Poisson con t = 1 fijo y A variable (1=, 1, 2, 10, 20, 30)
El sesgo negativo hace que la aproximacion normal esté sobrada para pequefios valores de A;
pero, conforme A crece, dicho sesgo desaparece y la aproximacion se vuelve exacta, confirmando
los resultados teodricos de la aproximacion normal y del TLC.
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Resumen
En esta segunda parte de nuestro trabajo, presentamos dos técnicas basicas de Montecarlo para
simular muestras de vv.aa. de cualquier poblacion discreta o continua. Daremos un “paseo” por
la estadistica para mostrar que el Teorema del Limite Central (TLC) no siempre es valido para
. Ademas, ilustraremos de manera interactiva, en la ponencia, la simulacién del trafico
de aviones y los intervalos de confianza, que muestran que, para poblaciones que provienen de
una distribucion normal, S?siempre es menor que el punto medio de su intervalo.

1. Introduccién

A continuacion damos las dos técnicas basicas de Montecarlo para simular muestras de vv.aa. a
partir de la funcion de distribucion acumulada (fda) o mediante una transformacién adecuada,
como la requerida para generar muestras de una distribucion normal. Dichas técnicas se usan para
analizar un proceso de Poisson que modela el trafico de aviones; asi como para demostrar
intuitivamente el TLC aplicado sobre una poblacion uniforme (simétrica) y lognormal (sesgada).

2. Simulacion de muestras de variables aleatorias

De acuerdo con Pérez [1], el procedimiento general para simular muestras de variables aleatorias
de cualquier poblacion (finita o infinita, discreta o continua), a partir de su densidad f(X), requiere
obtener la distribucion acumulada F(X) y poseer un generador de nimeros (pseudo) aleatorios con
distribucion uniforme en el intervalo [0, 1], la cual es denotada por U [0, 1].

2.1. Simulacién de variables aleatorias discretas

Para generar muestras de una variable aleatoria discreta X mediante simulacién Montecarlo, que
toma los valores {Xi, Xo,..., Xn} con probabilidades {pi, pz,..., pn}, dividimos el intervalo [0, 1] en
n sub-intervalos, tal que la longitud del i-ésimo sub-intervalo sea pi. Por lo tanto, si el nimero
aleatorio generado r cae en el intervalo i, la muestra seleccionada sera X; jprecisamente con la
probabilidad deseada p;! La Fig. 1 muestra la grafica escalonada de F(x), para una v.a. X con la
distribucion de la Tabla 1. F(x) esta representada por los valores a;’s, tal que

(1
Tabla 1. Distribucion de probabilidades de X discreta.
Xi 0 1 2 3 4
pi 0.41]0.26 | 0.18 | 0.10 | 0.05

ai=F(x) | 041]0.67]0.85]|0.95]| 1.00
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Fig. 1. Generacion de muestras de v.a. discreta a través de F(x).

elegir g b

2.2. Simulacion de variables aleatorias continuas®

El procedimiento es similar al de la seccion previa, sélo que la funcién escalonada se sustituye
por la funcion monodtona continua F(X). El procedimiento que utiliza la transformacion inversa de

F es como sigue [1]:
e Tome un niimero r con distribucion U [0, 1] de tantas cifras como precision se desee.

e Considere el valor r como un valor de

aquel valor de X tal que r = F(X), es decir,
e Repita el proceso con distintos numeros aleatorios hasta completar el tamafio de muestra.

La Fig. 3 ilustra el procedimiento anterior, donde la proyeccion de r es a través de la inversa de
F. Asi, se garantiza que la secuencia de niimeros X obedeceran la distribucion implicita f(X) de la
variable. Por ejemplo; si queremos generar un muestra para una v.a. X que representa el tiempo
de duracion de un dispositivo electronico (sin desgaste), cuya poblacion obedece la distribucion
exponencial de parametro A; basta con obtener un numero r con distribucion U [0, 1] y usar la

transformacion

Begin
Introducir valores ;
Introducir probabilidades

a[1]=p[1];

Fori=2ton
afi] = a[i—1] + p[iJ;
end
Fori=1toM
seleccion=1;

i=1;
Elegir nimero aleatorio r U [0, 1];
While (r < af[i]) do

i=i+1;
end
muestra [seleccion] =X [i];
seleccion = seleccion +1;

end
return muestra;
end
Fig. 2. Pseudocodigo para

discreta X

y tomar como valor observado en la muestra

2)

donde - es el tiempo esperado de duracion de los dispositivos.

' Dedicado con mucho amor a mi esposa Francis, quien hace que mi vida sea plena jHay que Nina...mud! C.A.L.M.
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2.3. Muestras de variables aleatorias con distribucion normal

Desafortunadamente no siempre es posible obtener la inversa de la distribucion acumulada F; por
ejemplo con la distribucion normal. Aunque en la Fig. 3 se muestra la distribucion acumulada de
la normal, analiticamente no existe una expresion cerrada para su calculo, por lo que debemos
recurrir a la integracidon numérica haciendo impractico el procedimiento anterior. En este caso, se
procede de acuerdo a la teoria de transformaciones, método equivalente al de la seccidon previa
pero extendido a varias variables. Para mas informacién consultar el Capitulo 7 de [2]. A
continuacion damos la “receta” de un procedimiento muy conocido para generar muestras

aleatorias de una distribucién normal [2].

Paso 1. Generar dos nimeros aleatorios I y I, con distribucion U [0,1] en el cuadrado unitario
(3)

Paso 2. Hacer 4)
(5)

Entonces, ambas z; y z; tienen distribucion normal estandar
Paso 3. Hacer . X1 Y X2 tendran la distribucion

2.4. Aplicacion de la simulacién de muestras de variables aleatorias: proceso de Poisson.

Suponga que en un aeropuerto de una ciudad determinada, tanto el arribo de aviones X como los
despegues Y, se comportan con una distribucidon de Poisson con pardmetro A = 1; es decir, en
promedio arriba y despega 1 avion por minuto. Si al iniciar el dia existe un determinado numero
de aviones K en tierra, simularemos el trafico de aviones en tierra Z durante la primera hora del
dia. Gracias a la simulacion se pueden analizar para diferentes tasas de arribo y despegues, asi
como distinto nimero inicial de aviones en tierra. El espacio son 60 minutos, por lo tanto, se
requieren 60 muestras para los arribos y 60 para los despegues. Al final de cada intervalo de

tiempo ; tal que . Los resultados se
muestran en la Fig. 4, de abajo hacia arriba, representan el trafico de aviones en los 60 minutos de
la primera hora del dia para K = 10, 20, 35, 55 y 70; mientras que y

; respectivamente. En el primer caso existe la misma tasa de arribos y despegues, por
lo que el promedio se mantiene en 10. En el segundo caso el tiempo de observacion se redujo a
un cuarto de minuto, por lo que el periodo de observacion es mas estrecho, etc. En el quinto caso,
donde la tasa es (1:4), K= 70 y el promedio esperado de aviones en tierra resulta 73.
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Fig. 4. Simulacion del trafico de aviones

2.5. Demostracion empirica del Teorema de Limite Central

El TLC establece en palabras que la suma de n vv.aa. independientes tiene aproximadamente la
distribucion normal, sin importar cudl sea la distribucion de las variables. Sean Xi,....X, una
muestra aleatoria de tamafio n extraida de una poblacién X con media poblacional y desviacion
estandar . Debemos notar que para que las extracciones resulten independientes es necesario un
muestreo con reemplazo o una poblacion infinita. En caso de poblaciones finitas de tamafio N, la
independencia se garantiza cuando el tamafio de muestra es menor que el 5% de la poblacion (n <
0.05N). En este trabajo supondremos que se cumplen las condiciones de independencia, tal que
las variables Xj,..., .Xp, resultan independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Una de las aplicaciones mas utilizadas del TLC es para aseverar que la media muestral

esta normalmente distribuida con media [ y desviacion estandar —; ya que en este

caso la media y la desviacion estandar de las X es la misma. La pregunta de interés es ;para qué
valor de n dicha aproximacion es “suficientemente” buena? En otras palabras, ;cual debe ser el
tamano de la muestra para afirmar que el TLC tiene una aproximacion razonable? EI
conocimiento popular de la estadistica asegura que para Sin embargo, mostraremos que
la respuesta depende de la distribucion de la poblacion de origen. Es decir, de la simetria o
asimetria (sesgo). Por ejemplo, si la distribucion original es simétrica como la binomial o la
uniforme, el TLC es “bueno” para N mucho menor que 30(ver Seccion 3 Parte I). En el caso de la
distribucion uniforme los resultados sugieren que es suficiente (Por cuestion de espacio
este caso tendrd que esperar hasta la presentacion de la ponencia). La visualizacion del TLC se
hara a partir de la distribucion lognormal. El experimento consiste en aplicar el procedimiento de
simulacion de muestras de vv.aa. de la Seccion 2.2. Se simulan M = 1,000 muestras de tamafio n
por cada caso; generando asi 1,000 valores de ; luego, se calcula el histograma para analizar la
posible distribucion de  y se contrasta con la curva normal del TLC, . Aunque en el
trabajo se presentan cuatro graficas estaticas, en la ponencia se vera el comportamiento dindmico
variando el tamafio de la muestra. La simulacion dindmica e interactiva resulta muy interesante
en la conceptualizacion de los conocimientos, ya que se analizaran desde tamafios de muestra n =
1 hasta n =50 jcada una con 1,000 réplicas!
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Ademads, generaremos los intervalos de confianza y el sesgo de los estimadores puntuales de
, los muy conocidos , respectivamente. ;Por qué no aprovechar la oportunidad y

mostrar el sesgo del estimador de maxima verosimilitud —; el cual implica al
controversial denominador n en vez de (n-1). jEl potencial de la simulacioén es ilimitado!

Caso 2. TLC aplicado a la distribucién lognormal (distribucién sesgada)

A continuacién analizamos la distribuciéon de  para muestras que provienen de una poblacion
con distribucion lognormal, la cual es una distribucion sesgada [3]. Nota: Primero simule una v.a.
normal Y; luego hacer ; asi X tendré distribucion lognormal .Veremos que tan “bueno”
podria resultar la aproximacion del TLC. Recordemos que una v.a. X tiene la distribucion
lognormal si In X tiene la distribucién normal con media miu (M) y desviacion estandar sigma (o).
La funcién de densidad lognormal viene dada por (6).
e - — . (6)
Se puede demostrar que (ver [3])
y : (7

Los resultados de la simulacion se muestran en las Fig. 5, 6 y 7. La Fig. 5 ilustra la densidad
lognormal para distintos valores de los parametros L y . Observe que con u = I yo =1 la
densidad tiene un sesgo muy grande hacia la izquierda. Este es el caso mas complicado de la
distribucion y sobre ella se ilustraré la aproximacion del TLC. La Fig. 7 contiene los histogramas
de frecuencia relativas con 20 intervalos para los mil valores de  y distintos tamafios de muestra
n =15, 10, 20 y 30. Las frecuencias relativas fueron normalizadas entre la longitud de los
intervalos para obtener un histograma de area unitaria, tal como debe ser si queremos contrastarla
con la funcion de densidad tedrica normal (TLC). Observe que para n = 5, el histograma esta
sesgado, conforme n se incrementa de 10 a 20 dicho sesgo se va perdiendo. En los tres casos (n <
30) la aproximacion del TLC no es buena. El incremento de n produce un mayor grado de
concentracion de los histogramas en torno al valor medio de la poblacion (4.48). Aunque el
histograma para n = 30 hace parecer una buena aproximacion a la distribuciéon Normal, la curva
de probabilidad de la Fig. 6 indica que aun se requiere un tamafio de muestra mayor a 30 para
aproximar mejor las colas de la distribucion (el promedio de  resultd 4.52 ligeramente arriba de
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la media poblacional).

En resumen, debemos tener cuidado con la aplicacion del TLC cuando la distribucion de la
poblacion tenga un sesgo o asimetria importante; en estos casos es posible que se requiera un n >
30 para que la aproximacion del TLC se considere “buena”.

3. Conclusiones

Las simulaciones mostradas en la Parte 1 y en la Parte 2 de nuestro trabajo, permiten corroborar
visualmente resultados importantes de la estadistica, como la posible normalidad de un conjunto
de datos, el efecto de los parametros, los alcances y limitaciones de la aplicacion del TLC, 6
analizar un fenomeno aleatorio como el trafico de aviones. En sintesis, podemos concluir que
través de las herramientas de computo y la simulacion de muestras de vv.aa., es posible propiciar
un aprendizaje mucho mas analitico y practico de la estadistica. Se crea un ambiente dindmico e
interactivo de ensefianza y aprendizaje, que a la larga puede resultar en una simplificacion de
resultados complejos o tedricos. Las simulaciones fomentan el pensamiento critico y creativo,
muy necesario en esta materia. Asi también, permiten analizar y evaluar con mayor profundidad
el comportamiento de los fendmenos estadisticos. La estadistica debe ser practica, y en este
ambito, jel potencial de la simulacion es ilimitado! A propdsito, j los cantantes son de La Loma!

Referencias

[1] Pérez Lopez César, “Muestreo Estadistico: conceptos y problemas resueltos ”, Ed. Pearson., Espafa (2005).

[2] Press William H. etal. “Numerical Recipes in C++. The Art of Scientific Computing . Press Syndicate of the
University of Cambridge., 2" Edition (2003).

[3] Devore Jay L., “Probabilidad y Estadistica para Ingenieria y Ciencias”., Ed. Thompson, 7° Edicion, (2008).

188



Inferencia Estadistica para Cadenas de Markov
Martha Cecilia Palafox Duarte
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora
cecypalafox@gauss.mat.uson.mx
Nivel: Superior

Resumen
El objetivo principal de este trabajo es hacer inferencia sobre las probabilidades de
transicion de una cadena de Markov homogenea no paramétrica a través del enfoque
de verosimilitud. Esto, se ilustra con datos reales de direcciones del viento y algunas
suposiciones matematicas son probadas mediante métodos gréaficos y simulaciones
computacionales.

1. Introduccion

Una clase muy importante de procesos estocasticos la constituyen los procesos de Markov. Estos
tienen la caracteristica general que dado el valor actual del proceso X, los valores futuros X¢ para

s>t son independientes de los valores pasados X|, para u<t. Una cadena de Markov es un proceso

de Markov a tiempo discreto cuyo espacio de estados T es finito o numerable. Algunos ejemplos de
cadenas de Markov ampliamente estudiados en la literatura de Probabilidad son: Caminatas
aleatorias unidimensional, la ruina del jugador, cadena de Erenfest, modelos de colas, entre otros.
Una cadena de Markov estd completamente determinada si se especifican su matriz de transicion,
P, y la distribucion inicial del proceso X, 7). Es decir, es posible calcular cualquier probabilidad

asociada a la cadena usando la Ley de Probabilidad Total. En la teoria de probabilidad para cadenas
de Markov se pone mucho énfasis en el estudio de las matrices de transicion de orden n,
clasificacion de estados de la cadena, propiedades asintoticas, existencia y unicidad de
distribuciones estacionarias, etc.

Por otra parte, el tratamiento que le da el enfoque estadistico a cadenas de Markov es muy diferente
al enfoque probabilista. Bajo el paradigma estadistico un problema relevante y poco estudiado es
hacer inferencia sobre las probabilidades de transicion basados en una muestra observada
il""’in de la cadena. Entiéndase por inferencia no solo una estimacion puntual del pardmetro de

interés P sino tambien estimacion por intervalos de las probabilidades P; j dque la conforman.

El objetivo de este trabajo es usar el enfoque de verosimilitud para hacer inferencia sobre las
probabilidades de transicion de una cadena de Markov no paramétrica. Se ejemplificard esta
metodologia con datos reales de una cadena de direcciones de viento. Ademas se propondra un
método grafico para validar la propiedad de Markov. Por tltimo se aplicara el enfoque probabilista
para analizar el sistema con el paso del tiempo.

2. Inferencias via verosimilitud para cadenas de Markov no parametricas
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Supdngase que {X},cN s una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto con espacio de
estados finito T={1,2,...,m}. Formalmente, la propiedad de Markov es

Pr{ Xn+1:j|XO:iO K171 XTI =Pl Xpiq J|Xn Iy (2.1)
para toda ig,ij,....in_p.in, JET y neN. Ademas supongase que {X} -\ €s una cadena no
paramétrica. Es decir, las probabilidades de transicion en un paso, P--=Pr{ Xn Jr1=j|X =i}, no

pueden ser indexadas a través de un vector de parametros. Ademas, cumplen que P;: >0 coni, JET

Ij -

yque ), P; j=1, para todo i€T. La distribucion inicial se denotara como 7 (i)=Pr{X=i}, con i€T.
JET

Sea iy,...i'  unamuestra observada de tamafio n' de la cadena Xntnen- Sea F=(f; j] la matriz

de frecuencias observadas. Es decir, f;; j s el nimero de veces que la cadena fue del estado i al

estado j en un paso en toda la muestra observada. Para i€T fijo se supodra que fi 1""’fim siguen
m

, donde n;= > fIJ Asi, para un JET fijo, la
=1

sigue una distribucion binomial (n; Pij)' Por tanto, la funcion de

una distribuciéon multinomial (ni’Pil""’Pim)

distribucion marginal de fIJ
verosimilitud de P;: basada en esta distribucion es

ij
fii .
L(Pij;fij)ocPiJ!J(l—Pij)”l fij (2.2)

La funcion de verosimilitud relativa de P;: es

ij

L) (P (1P ni—fi
_ ey ey | J
R(PU fu) L(PIJ f”) [Pij] ( 1— PIJ , (2.3)

donde Pu— i /n es el estimador de maxima verosimilitud (EMV) de P (Véase Palafox, 2009,

pag. 56). Notese que R(e;f; J) toma valores en el intervalo [0,1] y alcanza su méaximo en P;; = P
Valores de P j due hacen que R(* fI J) tome valores cercanos a cero son implausibles. En contraste,

valores de P; j con una verosimilitud relativa cercana a uno son altamente plausibles.

Los intervalos de verosimilitud separan los valores plausibles de los no plausibles a un nivel ¢

(Sprott, 2000, pag. 14). Un intervalo de verosimilitud de nivel ¢ de plausibilidad se define como
IV(C):{PIJR(PIJ)EC}’

donde 0<c<I. Valores de P;; j en el IV(c) tienen verosimilitud relativa mayor o igual que C y valores

de P;; i fuera del intervalo tienen verosimilitud relativa menor. Nétese que haciendo variar € entre 0

y 1 se obtiene una familia de intervalos anidados que es equivalente a la funcién de verosimilitud

relativa y reproduce su grafica.
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Por otra parte, un sélo intervalo de verosimilitud no proporciona informacién acerca de la simetria
de la funcion de verosimilitud respecto a 15; y de como cambia la plausibilidad dentro del intervalo.

Por ello, se sugiere dar el EMV de P; i junto con intervalos de verosimilitud de nivel c=0.036, 0.15
y 0.25. Se recomienda usar estos niveles puesto que bajo condiciones de regularidad, (Serfling,
1980, pags. 155-156), estos intervalos de verosimilitud tienen asociadas probabilidades de
cobertura aproximadas del 0.99, 0.95 y 0.90, respectivamente, (Kalbfleisch, 1985, pag 107).
Podemos decir que la probabilidad de cobertura es la fraccion de veces que el intervalo contiene al
valor verdadero del pardmetro en un nimero muy grande de repeticiones de la muestra con el
parametro fijo (Palafox, 2009, pag. 43). Cuando a los intervalos de verosimilitud se les asocia una

confianza, se le llama intervalos de verosimilitud-confianza.

A continuacién se presenta un estudio de simulacién para verificar que los intervalos de
verosimilitud propuestos tienen las probabilidades de cobertura mencionadas.

3. Estudio de Simulacién

Para llevar a cabo dicho estudio se fijo el tamafio de la muestra n, el espacio de estados T,
distribucion inicial my y matriz de transicion P. Enseguida, se calcularon los intervalos de

verosimilitud a los diferentes niveles de c=0.036, 0.15, 0.25 asociados a una confianza y después se
verifico si el intervalo cubre o no el verdadero valor del parametro Pj;. Se realizo el proceso 10000

J

veces y se estimaron las probabilidades de cobertura con las frecuencias relativas observadas.

Tabla 1l
Nivel ¢ 1—«a PC(Py1) | PC(Py) PC(Ps3) PC(P7s)
0.036 0.99 0.988 0.982 0.982 0.977
0.15 0.95 0.946 0.93 0.944 0.942
0.25 0.90 0.893 0.905 0.911 0.89

La Tabla 1 muestra los resultados de las probabilidades de coberturas estimadas para algunas P; i
considerando n=2184, T={l1.....8}, ny={0.3,0.21,0.15, 0.12,0.13,0.04,0.027,0.23} y matriz de

transicion P
1 2 3 4 5 6 7 g

- —

[(054) 031 006 0033 0.02 001 0007 0012
036 044 01 0.04 002 {@f[;aﬁ} 0.0062 0.009
025 028 027 0083 005 003 001 0005
0.18 0.11 01 031 018 008 0035 0
012 0075(003) 022 032 016 007 0006
0.16 0.057 0023 0.0% 0.25 027 012 0.08
037 01 006 002( 01)012 014 006

0.3 02 0033 0.23 0066 0 0.033 0.066

|
L= TS B o UL T e

[ T |
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Se observa que dichas probabilidades de coberturas son similares a lo teoricamente indicado.
Ademas se realizaron otras simulaciones variando n, T, Ty Y P=[Pij] obteniendo resultados

semejantes.

4. Método Grafico

Para validar la propiedad de Markov dada en (2.1) se propone, por cuestiones practicas, dar
evidencia que se cumple la siguiente igualdad:

donde i(),i,ih€T. Para cada una de estas ternas, la probabilidad a la izquierda en (4.1) serd

estimada con

No. de veces que X, pasa de iy,i i,

Y(io-'1-12)= "No. de veces que X, pasa de i,i; - (42)
Por otro lado, la probabilidad a la derecha en (4.1) sera estimada con
No. de veces que X, pasa de iy,i,
X(11:12)= "No. de veces que X, saledei; - (4.3)

La propuesta grafica de validacion de la propiedad de Markov consiste en mostrar que para cada
terna | O,il,izeT, los puntos en el plano cartesiano conformados por las frecuencias observadas X y

Y en (4.2) y (4.3) se encuentran alrededor de una linea recta de 45 grados de inclinacion. Cualquier
desviacion de esto es considerado como evidencia en contra de que la cadena cumple con la
propiedad de Markov. Ademas se recomienda realizar un histograma del cociente de estas dos
probabilidades y observar que la mayor frecuencia esta concentrada alrededor del valor uno.

5. Ejemplo: Direcciones del Viento

En este ejemplo se analizan datos de direcciones del viento categorizados segun los puntos
cardinales,

Puntos Cardinales Intervalo Asociado (Grados)

N [337.5,22.5)

NE [22.5,67.5)
E [67.5,112.5)

SE [112.5,157.5)
S [157.5,202.5)

SO [202.5,247.5)

O [247.5,292.5)

NO [292.5,337.5)

Los registros fueron hechos cada hora en una estacion meteoroldgica ubicada en las instalaciones
del Centro de Investigaciéon en Matematicas (CIMAT) en la ciudad de Guanajuato, Gto., México,
durante el verano del 2006. La longitud de la cadena es de n=2184 y el espacio de estados es
T={N,NE,E,SE,S,SO,0,NO}.
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Enla Figura 1A y Figura 1B se muestran las graficas de validacion descritas en la Seccion 4 con los
datos de direcciones del viento. Se observa que la gran mayoria de puntos caen alrededor de la
recta. Notese que algunas probabilidades estimadas son iguales a cero, esto se debe a que dichas
trayectorias, pasar de ip, I; a Iy, no ocurrieron dentro de la muestra observacion de la cadena de
tamafio N=2184. Ademas, se observa en el histograma que la mayor frecuencia esta concentrada en
el numero uno.

A Markov Property Graphic B) Histogram
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oo
= [ —)
w 5 ==
- = 5 =
2
= £ <
= =
= =
— T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 B
P1/P2
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00 150

Frecuency

a0

00 0204060810

Figura 1l

Por otra parte, en la Figura 1C y 1D se muestran las mismas graficas pero con datos simulados de
una cadena de Markov legitima. Se observa una gran concentracion de puntos alrededor de la recta
y se siguen presentando probabilidades estimadas iguales a cero con el tamafio de muestra n=2184.
En el histograma se tiene la mayor frecuencia en 1. El objetivo principal de mostrar estas graficas es
exhibir el comportamiento de la metodologia presentada en la Seccion 4 y observar similitudes
entre los datos reales y simulados, pues en ambas situaciones los puntos caen alrededor de la recta,
en el histograma se presenta la mayor frecuencia alrededor del niimero uno y algunas
probabilidades estimadas son iguales a cero.

Con lo anterior se tiene evidencia para suponer que los datos de direcciones de viento pueden ser
modelados como una cadena de Markov no paramétrica. Aplicando los resultados de la Seccion 2
se puede realizar el proceso inferencial para cada una de las probabilidades de transicion. La matriz
de las probabilidades de cambio estimadas se presetan en (3.1). Ahi se indican las probabilidades de
cambio de una direccidn a otra, como por ejemplo, la probabilidad de que el viento permanezca en
el norte (N) dado que se encuentra en esa misma direccion es de 0.54. También que es muy poco
probable pasar de una direccién norte a una direccion sur. En general, es mas probabable
permanecer en la misma direccion si el viento se encuentra en alguna direccion especifica.
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Figura 2

La Figura 2 muestra las funciones de verosimilitud relativa, para Pxn, Pxgso, Psg, Pos. También se
indican los EMV para cada una de las probabilidades y los intervalos de verosimilitud de nivel de
plausibilidad ¢=0.036, 0.15, 0.25. En la Figura 2A, podemos observar que a un nivel de 0.036,
valores menores que 0.49 y mayores que 0.58 son poco plausibles para Py . De manera similar, se
pueden interpretar el resto de las figuras.

Desde el punto de vista probabilistico, la matriz estimada P en (3.1) presenta las siguientes
caracteristicas: Finita, irreducible, recurrente positiva y aperiodica (Palafox, 2009, pag. 66). Por lo
tanto su distribucion estacionaria y distribucion limite existen, y es la misma. Esta dada por

1=(0.38,0.29,0.094,0.079,0.072,0.04,0.022,0.014).
En esta distribucion se observa que las probabilidades més altas se presentan en las direcciones N y
NE. Esto es congruente ya que en Guanajuato, Gto. son predominantes los vientos alisios.
6. Conclusiones

En este trabajo el método de Verosimilitud es considerado para hacer inferencia sobre las
probabilidades de transicion de una cadena de Markov homogénea y no paramétrica. Se muestra
como hacer la estimacion puntual y por intervalos sobre dichas probabilidades.
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Ademas se propone una validacion grafica de la propiedad de Markov. Todo esto es ejemplificado
con datos reales de direcciones del viento provenientes de una cadena de Markov no paramétrica.
Finalmente, se describieron las caracteristicas probabilisticas de esta cadena y se dio la distribucion
limite de esta.
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Resumen

En este taller se mostraron las herramientas que el Enfoque Ontosemiético de la
Cognicion e Instruccion Matematica propone al profesor para analizar, valorar
y, de ser factible, mejorar la préactica profesional. Para ello, con la participacion
activa de los asistentes al taller y aplicando los niveles de analisis que propone
este enfoque, se realizé un andlisis didactico de la transcripcion de un episodio de
una clase de matematicas de secundaria en la que se institucionaliza la
resolucion de un problema. En dicho episodio participan tres alumnos en
interaccion con el profesor.

1. Introduccidn

La reflexion sobre los diversos factores presentes en los procesos de ensefianza y aprendizaje
es parte de la labor docente. La necesidad de realizar un analisis sistemdatico que permita esta
reflexion requiere de herramientas tedricas que lo faciliten. Durante la realizacion del taller se
presentd una metodologia de andlisis didactico que se basa en cinco niveles de andlisis
propuestos por el enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS).

D’Amore, Font y Godino (2007); Font y Contreras (2008); Font y Godino, (2006); Godino y
Batanero (1994); Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006); Godino, Contreras y Font,
(2006); Godino, Font y Wilhemi (2006); Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2008) proponen,
en el marco del EOS, cinco niveles para el analisis de procesos de instruccion:

Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.
Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.
Andlisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

Identificacion del sistema de normas y metanormas.

Valoracion de la idoneidad didéctica del proceso de estudio.

Los niveles de analisis propuestos en el marco EOS y las herramientas de cada nivel permiten
realizar un andlisis didactico completo que permita describir, explicar y valorar procesos de
instruccion..

2. Andlisis didactico

En este taller, se aplicaron los niveles de andlisis didactico del Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion e Instruccion Matematica adaptados de la manera siguiente:
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Nivel 1. Identificacion de practicas matematicas. En un proceso de estudio, la aplicacion de
este nivel lleva a describir la secuencia de practicas matematicas, durante las cuales se
activan elementos distintos, a saber, un agente (institucion o persona) que realiza la practica y
un medio donde se realiza (en este medio puede haber otros agentes, objetos, etc.).

Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matematicos. La finalidad de este nivel de
analisis es describir la complejidad de las practicas matematicas tomando en consideracion la
diversidad de objetos y procesos, ya que el agente realiza practicas orientadas a la resolucion
de situaciones-problema, en las que se deben considerar, entre otros aspectos, las
configuraciones de objetos y los procesos matematicos que posibilitan dichas practicas.

Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos. En nuestro caso y dada la gran
diversidad de interacciones didécticas ocurridas en cualquier proceso de estudio, para este
nivel nos centramos en las interacciones en torno a conflictos de tipo semiotico.

Nivel 4. Identificacion de normas. En este nivel consideramos que tanto las practicas
matematicas como las interacciones estdn condicionadas y soportadas por un conjunto de
normas y metanormas que regulan las acciones y que deben ser analizadas.

Los cuatro niveles de analisis descritos anteriormente son herramientas para una didactica
descriptiva y explicativa ya que sirven para comprender y responder a la pregunta ‘;qué ha
ocurrido aqui y por qué?’.

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad interaccional del proceso de estudio. Este nivel se ocupa
del analisis de tipo valorativo. La didéctica de la matematica no deberia limitarse solo a la
descripcion, sino que deberia aspirar a la mejora del funcionamiento de los procesos de
estudio. Son necesarios, por tanto, criterios “idoneidad” o adecuacion que permitan valorar
los procesos de instruccion efectivamente realizados y “guiar” su mejora, evaluando la
pertinencia del proceso de instruccion matematica y sefialando pautas para la mejora del
disefio y la implementacion del proceso de estudio.

En este taller, que tuvo una duracion de cinco dias con sesiones de dos horas cada dia, y con
una asistencia promedio de 40 profesores, se propuso, como contexto de reflexion, el andlisis
didéctico de una transcripcion de un episodio de una clase de matematicas de secundaria en la
que el profesor institucionaliza la resolucion de un problema.

La primera tarea dada a los profesores para iniciar el analisis didactico de este episodio fue
que, en base a su experiencia profesional, realizaran un primer analisis didactico. En este
primer andlisis cada grupo de profesores participantes utulizaron algunos de los niveles
didacticos comentados anteriormente y en la puesta en comun del gran grupo se observo que ,
si bien cada grupo no utilizé todos los niveles de andlisis didactico, todos aparecieron en la
puesta en comun. A continuacion, durante el desarrollo del taller se presentaron y aplicaron
las herrameintas tedricas correspondientes a cada uno de los cinco niveles de analisis
didactico comentados anteriormente.

3. Conclusiones

Se observo que los profesores tuvieron en cuenta en sus analisis didacticos iniciales diferentes
aspectos. Asi, por ejemplo, algunos centraron su atencion en el hecho de que en el episodio de

198



clase analizado el profesor realizaba un proceso de institucionalizacion de la resolucion de un
problema; otros realzaron objetos matematicos (proporcionalidad, ecuaciones, etc.) presentes,
segun ellos, en la transcripcion. La mayoria de profesores expreso apreciaciones negativas en
torno a la practica profesional del profesor del episodio. Para argumentarlas, mencionaron,
entre otros aspectos, el hecho de que el profesor no habia gestionado bien algunas
intervenciones de los alumnos o bien que habia creado un clima emocional desfavorable para
dos de ellos; también sugirieron como tendria que haber actuado el profesor del episodio.

En este primer andlisis cada grupo de profesores participantes utulizaron algunos de los
niveles didacticos y todos aparecieron en el gran grupo.

Antes que responder a la pregunta ‘;qué se ha hecho mal y coémo se deberia mejorar?’, el tipo
de andlisis que se desarrolld en el taller permitié responder a la pregunta ‘;qué ha ocurrido
aqui y por qué?’. El estudio exhaustivo de los aspectos descriptivos y explicativos de una
situacion didactica es necesario para poder argumentar posteriormente valoraciones sobre esta
situacion.

Nuestra conclusion es que el modelo de analisis didactico que propone el EOS aplicado en
este trabajo es util para la investigacion sobre la practica docente de los profesores de
matematicas, asi como también puede ser util para el grupo de profesores interesados en
reflexionar sobre su propia practica. Esto ultimo, basandonos en la experiencia positiva de
este taller. Como afirman Hiebert, Morris y Glass (2003), un problema persistente en
educacion matematica es como disefar programas de formacion que influyan sobre la
naturaleza y calidad de la practica de los profesores. Para el disefio de estos programas son
necesarias herramientas para el andlisis de la practica docente como las que aqui se han
propuesto.
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Resumen

La discusion del grupo se orientdé a problematizar la innovacién y la
investigacion en educacion a distancia dentro de la matematica educativa; se
compartieron los resultados tedricos y empiricos producto de las experiencias de
formacion a distancia en las que han participado sus miembros. Nuestro
propdsito fue el de dilucidar lo que le es propio al escenario y a la modalidad, y
coémo esto condiciona los nuevos procesos de formacion

1. Introduccidn

La Educacion a Distancia (ED) en México estd logrando consolidacion como oferta educativa
formal en los niveles medio superior, superior y posgrado; que si bien surgen como
alternativa a la falta de cobertura de la educacion presencial, comienzan a configurar nuevos
ambientes de formacion baésica, profesional y especializada, capaces de adaptarse a los
esquemas variables de la sociedad actual. Sin embargo, con las oportunidades de innovacion
viene también la responsabilidad de entender los nuevos procesos de formacion que se llevan
a cabo en estos ambientes de aprendizaje. ;Qué caracteriza a estos procesos?, ;cOmMo se
afectan estos procesos cuando el ambiente de aprendizaje estd en constante cambio?, ;la
tecnologia es solo una herramienta para cumplir el objetivo educativo o éste se modifica ante
la mediacion tecnologica?, ;tiene sentido comparar el escenario presencial con el escenario a
distancia, para evaluar la calidad educativa?,..., son solo algunas de las multiples preguntas
que pueden plantearse dado el estado actual de la oferta educativa a distancia. Ante la
vivencia de experiencias particulares los especialistas plantearon preguntas mas orientadas a
la comprension de las interacciones humanas, y propuestas para constituir comunidades de
colaboracion y produccion de innovaciones didacticas basadas en la investigacion.

2. Innovacién — Investigacion - Planeacion

El grupo cont6 con la exposicion de tres especialistas con experiencia en distintos &mbitos de
la educacion a distancia y la interaccion con los participantes mostr6 la importancia que tuvo
hacer explicitos los elementos de innovacion, investigacion y planeacion que cada uno ha
enfrentado. Aunque es comun hablar de educacion a distancia en linea en la academia o en lo
cotidiano, en ambas se desconoce mucho del funcionamiento de ésta modalidad,
principalmente de la demanda de comunicacion, interaccion y estudio independiente que
impone la modalidad.

Martha Villalba present6é una experiencia de formacion docente a distancia en la Universidad
de Sonora, con la que se dio respuesta a la demanda de la Secretaria de Educacion y Cultura
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del Estado. Atendieron a profesores de matematicas del nivel secundaria en un diplomado en
linea, apoyandose en puntos estratégicos donde el Estado cuenta con centros de coémputo con
conexion de banda ancha. En la exposicion de las dificultades enfrentadas fue posible
reconocer algunas relacionadas con la modalidad, otras con los contenidos didacticos y
algunas mas con la estrategia de seleccion de los participantes. Esta ultima resulta ser una
variable importantisima que queda fuera de control para quien oferta el programa de
formacion, pues regularmente la seleccion se hace desde las Secretarias de Educacion.

Sin embargo, la experiencia muestra que los procesos de formacion con docentes en servicio
(adultos trabajando) y la demanda de atencion, interaccion, comunicacion y trabajo autonomo
son las variables que mas influyen para que los porcentajes de desercion en la modalidad a
distancia superen el 60%.

La variable del manejo tecnologico se cubrio significativamente en el diplomado pues conto
con el apoyo técnico y de disefio instruccional por parte de especialistas en elaboracion de
material didactico para la modalidad virtual, y se elaboraron tutoriales para facilitar la
navegacion y el trabajo en la plataforma que llevarian a cabo los profesores participantes.

Martha Villalba cerrd su intervencion mostrando la necesidad de hacer investigacion de esta
experiencia y propuso hacer un andlisis, enmarcado en la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico, de la actividad generada. Su reflexion se ampli6 en varias direcciones, tales como
el diseno, la autonomia, la colaboracion, el escenario, el medio y el tiempo. Esta Gltima quiza
sea la directriz para caracterizar la educaciéon a distancia en linea; pues, como menciond
Villalba, se desconoce la funcion didactica del tiempo no cronolégico de esta modalidad. Y es
justo la variable manejo del tiempo lo que hace de la educacion a distancia en linea una
modalidad tan atractiva.

Por su parte Francisco Tapia hizo un planteamiento pedagdgico-tecnologico que nos situd en
una discusion, de grandes diferencias de opinidn, sobre desarrollos tecnologicos inteligentes
capaces de distinguir las necesidades del que aprende para proponer un disefio didactico
particular. Desde el aprendizaje en linea personalizado, paradigma que fundamenta este
planteamiento, se reconoce que hay diferencias en las maneras de aprender, en lo que se
aprende, en como se aprende, en el aprovechamiento, en las maneras de razonar y en las
preferencias para llevar a cabo actividades didacticas. De esto deviene necesario un disefio
didactico que se adapte a éstas particularidades y sea accesible una poblacion amplia, es decir,
se articula el aprendizaje en linea personalizado con el aprendizaje movil.

Probablemente la discusion de los participantes, con esta intervencion, generd diversidad de
opiniones porque mostré una modalidad de educacion a distancia alejada de la tradicion
escolar, presencial y a distancia. Hubo reacciones de incredulidad, de asombro, de aceptacion
y de rechazo.

Quiza, es que mayor lejania de la tradicion mayor el desconocimiento de como funcionan los
procesos de ensefianza-aprendizaje, y es el control de lo que sucede en una experiencia
didéctica lo que nos ha permitido evaluar, redisenar, investigar, etc.

La construccion de sistemas de tutoria inteligente seria, indudablemente, un avance
tecnoldgico-educativo de gran relevancia, sin embargo, reconocemos que la diversidad de
paradigmas en ensefianza-aprendizaje de las matemadticas en particular constituiria una gran
dificultad para lograrlo.
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Finalmente, con la intervencion de Ricardo Ulloa se presentaron y discutieron las acciones o
consideraciones previas a la innovacidon, y que articularemos de manera general, con el
proposito de sintetizar, como planeacion.

Los primeros cursos en la modalidad a distancia en linea se caracterizaron por ser
digitalizaciones de los cursos en la modalidad presencial y por lo tanto habia dominio de los
materiales de texto (en su mayoria estaticos) apoyados con exposiciones de video que jugaban
el papel de la exposicion del profesor. Esto es, se trasladaron las costumbres didécticas de la
presencialidad. Sin embargo, los ambientes virtuales se vieron mas afectados por las
innovaciones tecnoldgicas no-educativas que se desarrollaron para la Web que por los
paradigmas de ensefianza-aprendizaje, y ello ha impuesto que previo a la implementacion de
un curso en linea se hagan mas consideraciones sobre qué recursos tecnoldgicos utilizar y
como se incorporarlos en un disefio didactico.

Actualmente, los investigadores educativos estan articulando las potencialidades de dichos
desarrollos tecnologicos con las teorias del aprendizaje (cognitivas, constructivistas, sociales,
entre otras) para constituir modelos de aprendizaje en linea que fundamenten el disefio
instruccional. En esta direccién, Ricardo Ulloa resalté algunos elementos tedricos y
metodoldgicos para el diseno y la evaluacion de cursos a distancia, tales como la
consideracion de la distancia transaccional y la mediacién tecnoldgica; la eleccion de
plataformas de trabajo en linea y el uso de programas computacionales especializados para
matematicas; la creacion de bancos de datos y guias de estudio; etc.

La reflexion de esta intervencion tom6 dos direcciones fuertemente relacionadas: el trabajo
interdisciplinario y colaborativo en el disefio instruccional, y la evaluacion de la calidad de los
materiales y programas académicos. El reto de mantenerse vigente en un escenario que
cambia constantemente requiere de especialistas en diversas dareas (programadores,
disefiadores, didactas, tecndlogos educativos, técnicos,...), trabajando bajo lineamientos o
normatividades que regulen la actividad educativa en esta modalidad, para asegurar la calidad
de su oferta y el éxito de quienes se forman en ella.

3. Interaccién con los participantes

Como suele suceder en las discusiones que involucran el uso de tecnologia en la educacion,
los asistentes participaron con preguntas técnicas, tedricas y didéacticas; algunos estaban mas
interesados en el como hacer educacion a distancia, otros en entender qué es aprender a
distancia, y algunos en compartir sus experiencias como profesores o como alumnos a
distancia. En todos los casos hubo elementos para reflexionar sobre la importancia de la
innovacion y la investigacion, dejando siempre en claro que si bien nos interesa comprender
la virtualidad el foco de atencion esta puesto en las interacciones humanas que producen
ensefanza y aprendizaje.

Contamos con la presencia de un publico con muchas inquietudes y preguntas, en su mayoria
interesados porque ven a la modalidad como una realidad dentro de sus instituciones, ya sea
en la apertura de nueva oferta educativa o por la iniciativa, de muchas instituciones, de
complementar los cursos presenciales con actividades en linea.

Aunque se hizo énfasis, reiteradamente, en pensar a la modalidad a distancia como un nuevo

escenario fue comun que en los periodos de preguntas se hicieran comparaciones puntuales
entre la modalidad presencial y la modalidad a distancia, sin embargo, la intervencion de los
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expositores mostrd con claridad la pertinencia de tratarlas por separado, atendiendo a las
posibilidades y limitaciones de cada una.

4. Conclusiones

Las tres exposiciones lograron despejar incognitas y dar a conocer, a los asistentes,
caracteristicas importantes de la educacion a distancia en linea, pero sobre todo mostraron la
necesidad que hay de constituir equipos especialistas en el trabajo y la investigacion, al seno
de la matemadtica educativa. Creemos que el proposito de un grupo de discusion es la de
generar mas preguntas alrededor del tema y, en la medida de lo posible, delinear lineas de
trabajo para responderlas.

Con este escrito dejamos constancia de algunos de los muchos elementos que hay por
trabajar, investigar, discutir y compartir en esta tematica; dejando abierta la puerta para que
mas colegas y grupos se sumen a este esfuerzo.
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