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Memorias de la XV Semana Regional de Investigacion y
Docencia en Matematicas

PRESENTACION

La Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas, organizada por el
Departamento de Matematicas de la Universidad de Sonora, se ha consolidado ya como
un importante foro académico en el que se exponen y discuten diversos tdpicos
relacionados con las matematicas y sus aplicaciones, la computacién y la docencia en
matematicas. Esto se ha logrado con el esfuerzo de la comunidad matematica de nuestro
Departamento y el apoyo de instancias universitarias como la Division de Ciencias
Exactas y Naturales, la Vicerrectoria de la Unidad Regional Centro, la Direccion de
Desarrollo Académico y, muy especialmente, la Rectoria.

Han contribuido también significativamente al fortalecimiento de este evento, la
Sociedad Matematica Mexicana, la Secretaria de Educacion Publica a través del
Programa de Apoyo al Desarrollo Universitario de la DGES-SESIC, la Secretaria de
Educacién y Cultura del Estado de Sonora, y las Universidades Autobnomas de Baja
California, de Baja California Sur y Chihuahua.

Uno de los principales objetivos de la Semana ha sido el de promover el intercambio
de conocimientos, opiniones y experiencias entre estudiantes, profesores e investigadores
de la region noroeste de México, con intereses en las matematicas y sus aplicaciones, la
computacion y la docencia en matematicas. Al mismo tiempo, se ha logrado que
distinguidos académicos de instituciones nacionales y extranjeras participen como
invitados especiales en las actividades de la Semana, lo que ha enriquecido la discusion
de ideas entre los interesados en las disciplinas mencionadas.

Para cumplir con los objetivos mencionados, en la Semana se organizan diferentes
actividades tales como: conferencias plenarias, conferencias por invitacion, mesas
redondas, cursos cortos y ponencias por solicitud. Estas Gltimas pueden ser conferencias,
reportes de investigacion o reportes de tesis.

La décimo quinta edicion de la Semana se llevd a cabo del 28 de Febrero al 4 de Marzo
de 2005 en las instalaciones del Departamento de Matemaéticas de la Unidad Regional
Centro de la Universidad de Sonora y en esta ocasion se conto con invitados especiales
de las siguientes instituciones: Facultad de Ciencias, Instituto de Matematicas e Instituto
de Investigacion en Matematicas Aplicadas (IIMAS) de la UNAM. UNAM-Ensenada;
Universidad Auténoma de Baja California; Departamento de Matematicas de la
Universidad Autonoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa; Texas Instruments de México;
Departamento de Electrénica y Telecomunicaciones del Centro de Investigacion
Cientifica y de Estudios Superiores de Ensenada; Instituto Mexicano del Petroleo.

Es oportuno recordar que los origenes de la Licenciatura en Matematicas, al igual que
las de Fisica y Literatura y Letras Hispanicas, se remontan a la antigua Escuela de Altos
Estudios, que naci6 un 4 de Marzo de 1964. Por tal motivo, ya se ha vuelto una tradicion
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en nuestro Departamento celebrar esa fecha con una mesa redonda en la que un profesor
de cada una de esas licenciaturas da sus puntos de vista sobre algun topico de las
matematicas, desde la perspectiva de cada una de esas disciplinas. En esta ocasion el
tema de la mesa fue "Cambio y Movimiento™ y se tuvo una amena participacion de los
integrantes de la mesa y del publico asistente.

La XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas reunio, ademas
de los invitados especiales, a un nutrido grupo de participantes provenientes de diversas
instituciones educativas del pais, quienes participaron como ponentes o asistentes. El
programa de actividades incluyd una conferencia inaugural y una conferencia magistral;
tres conferencias plenarias y dos conferencias por invitacion; ocho cursos cortos, y treinta
y una ponencias por solicitud. EI Comité Organizador agradece a todos los ponentes su
interés por presentar trabajos de calidad en el evento; asimismo, agradece muy
especialmente a todos los evaluadores, el cuidadoso y detallado arbitraje de las ponencias
por solicitud recibidas.

Finalmente, extendemos un especial reconocimiento a todos los comparfieros que
aportaron su invaluable colaboracion a la organizacion de esta edicion de la Semana: a
los profesores y estudiantes del Departamento de Matematicas, asi como a todo el
personal administrativo, quienes auxiliaron al Comité Organizador en las diversas tareas
que un evento de este tipo requiere.

Esperamos que lo publicado en estas memorias sea de utilidad y contribuya a que un
mayor numero de personas se acerquen a las matematicas y se interesen por conocerlas,
estudiarlas y aplicarlas en otras disciplinas.

Los Editores
Marzo de 2005.

Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora
Hermosillo, Sonora

HARA MI GRANDEZA
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Nivel Superior
Topologia del conjunto de polinomios Hurwitz

Baltazar Aguirre

Universidad Auténoma Metropolitana.

Resumen

Los polinomios Hurwitz son importantes por que por medio de ellos estudiamos la
estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales. La estabilidad global en el caso
de sistemas lineales y la estabilidad local en el caso de sistemas no lineales. Por otra
parte, un polinomio de grado n podemos identificarlo con su vector de coeficientes.
Con esta identificacion podemos pensar al conjunto de los polinomios Hurwitz como un
subconjunto del espacio n+1-dimensional. ;Que propiedades topologicas tiene este con-
junto?, ses acotado?, ses abierto? Estas propiedades y algunas otras serdn discutidas
en esta conferencia, comentando cuales son posibles temas por investigar.

1 Importancia de los polinomios Hurwitz

Considerar el sistema

r= Azx

Si todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa entonces todas las
soluciones del sistema convergen al origen cuando t — oo.

Una matriz con la propiedad de que sus valores propios tienen parte real negativa se dice
que es una matriz Hurwitz estable. Por otra parte, los valores propios de la matriz A son las
raices de P4(t), el polinomio caracteristico de la matriz A. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Un polinomio con coeficientes reales f(t) = bot™ + byt" ™' + ... + b, _1t + b,
es Hurwitz si todas sus raices tienen parte real negativa.

2  El criterio de Routh-Hurwitz y las condiciones de Lienard-Chipart

A continuacion presentamos el criterio quiza més popular para determinar si un polinomio es
Hurwitz: el llamado Criterio de Routh-Hurwitz. Posteriormente presentamos las condiciones
de Lienard-Chipart, las cuales pueden ser entendidas como una mejora al criterio de Routh-
Hurwitz. Finalmente planteamos una pregunta relacionada con estos dos resultados.

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



BALTAZAR AGUIRRE

Teorema 2.1 (Criterio de Routh-Hurwitz). Dado un polinomio con coeficientes reales
f(t) = bt +byt" ' +...+b,_1t+b, definimos la matriz de Hurwitz asociada a este polinomio

b1 bo 0 e 0
b3 by by - 0
b2n73 b2n74 b2n75 e bn72
L b2n—1 an—Q bn—?) e bn |

donde by, =0 st k > n.
Para que tal polinomio tenga todas sus raices con parte real negativa, es necesario y suficiente
que se satisfaga que

boA, >0, si n esimpar
bQAl > O,AQ > O,boAg > 0,A4 >0,... { An > 07 si n es par
donde los Als son los menores principales diagonales de la matriz de Hurwitz.

En caso de que by = 1 la condicion simplemente dice que los menores principales deben
ser positivos, es decir, Ay > 0,Ay > 0,A3 >0,..., A, > 0.

Notese que si el polinomio es de grado muy grande, para aplicar el criterio de Routh-
Hurwitz, también se debe calcular un numero grande de menores principales Ag’s. El
siguiente resultado es una mejora en el sentido de que solo se debe conocer el signo de
aproximadamente la mitad de menores de los que se necesitan conocer en el criterio de
Routh-Hurwitz.

Teorema 2.2 (Condiciones de Lienard y Chipart). El polinomio
f(t) = botn + bltn_l + ...+ b,_1t+ b, (bg > O)
es Hurwitz si y solo si se satisface alguna de las siguientes condiciones

1) b, >0,b,-0>0,b,_4>0,..;
A >0,A3>0,A5 >0, ...

2) bn > O,bn_Q > O,bn_4 > 0, e
Ay >0,A4 >0,A6 >0, ...

3) by, >0,b,1>0,b,3>0,..;
Ay >0,A3 >0,A5 >0,...

4) b, > 0,b,-1 > 0,b,-3 >0, ...;
A2>0,A4>O,A6 >O,...

Problema. jEl criterio de Lienard-Chipart presentara el menor niimero de menores prin-
cipales que se necesitan calcular o podra ser mejorado?.
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TOPOLOGIA DEL CONJUNTO DE POLINOMIOS DE HURWITZ

3  Geometria de los polinomios Hurwitz

Notacion. Denotamos por P,, al conjunto de polinomios de coeficientes reales de grado < n.

Identificamos al polinomio f(t) = bot" + byt" ' + -+ + b, con el vector en R"*! :
(b, b1, ...y by—1,by). De esta manera, podemos hablar de una topologia de P,.

Denotamos por H,, al conjunto de los polinomios Hurwitz de grado n.

Propiedad 1

Teorema 3.1. H,, es un conjunto abierto.
La demostracion de este resultado puede consultarse en el libro de Bhattacharayya et al.

Propiedad 2

Teorema 3.2. H,, es simétrico respecto al origen.

Propiedad 3

Proposicién 3.3. Si el polinomio con coeficientes reales p(t) = aopt™ + a1t™ ' + ... + a,, es
Hurwitz entonces todos sus coeficientes son diferentes de cero y tienen el mismo signo, o
todos son positivos o todos son negativos.

Una demostracion de este resultado puede consultarse en el Reporte de los Seminarios
de investigacién de Carlos Loredo.
Teorema 3.4. H,, no es conexo.
Propiedad 4

Denotamos por H,I al conjunto de polinomios Hurwitz de grado n con coeficientes positivos.

Teorema 3.5. H,' es conezo.

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas 3
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Propiedad 5

Segmentos de polinomios

Definicién 3.6. Dados los polinomios Py(t) y Pi(t) decimos que la siguiente familia de
polinomios APy(t) 4+ (1 — X)Py(t), A € [0,1], es el segmento de polinomios con extremos Py(t)
y Pi(1).

Problema. Dados Py(t) y P;(t) Hurwitz
iIAPy(t) + (1 — A Pi(t) es Hurwitz VA € [0,1]7

En general, la respuesta es negativa.

Ejemplo 3.7. Py(t) =+ 612 + 11t +6 = (t + 1)(t + 2)(¢t + 3)
Py(t) = 6t> + 5t + 216 es Hurwitz , sin embargo

APy(t) + (1= N Pi(t) =
= A\® + 6t* + 11t + 6t) + (1 — \)(6t* + 5t + 216)
no es Hurwitz para todo X > 0

a) para \ € [0, 5_7‘&) es Hurwitz

b) para \ € [5_7*/5, 5+7*/§] no es Hurwitz

5+/2 :
c) para \ € < = ,1} es Hurwitz

Teorema 3.8. H, no es convexo

Propiedad 6
Rayos de polinomios

Problema. Dado Py(t) Hurwitz , ;qué polinomios P(t) cumplen que FPy(t) + AP(t) es
Hurwitz VA > 07.

4 XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



TOPOLOGIA DEL CONJUNTO DE POLINOMIOS DE HURWITZ

Ejemplo 3.9. Py(t) =3+ 612+ 11t +6 = (t + 1)(t + 2)(¢t + 3)
P(t) = 6t* + 5t 4+ 216 es Hurwitz , sin embargo
Py(t) + AP(t) = t3 + 6t + 11t + 6t + \(6t> + 5t + 216) no es Hurwitz para todo A > 0

a) para A € [0,2 — v/2) es Hurwitz

b) para A € [2 — /2,2 + /2] no es Hurwitz

c) para A € (2 + V/2,00) es Hurwitz

Ejemplo 3.10. po(t) = 3 + 6> + 11t + 6 y p(t) = 56 + 11t + 6.5
po(t) + Ap(t) = 3 + 6t% + 11t + 6t + A\(5t> + 11t + 6.5) es Hurwitz para todo A > 0.

Teorema 3.11. El conjunto 'H, es no acotado

Problema general

Describir completamente al conjunto H,, y OH,,.
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Nivel Superior
APLICACIONES Y PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS HURWITZ

Baltazar Aguirre Carlos Loredo
Universidad Auténoma Metropolitana

Unidad Iztapalapa

Resumen

La importancia de los polinomios Hurwitz radica en que muchos fenomenos fisicos
resultan estables cuando un polinomio asociado a ellos es Hurwitz. FEn este trabajo
presentamos varios sistemas fisicos para resaltar dicha importancia y también presen-
tamos algunas propiedades de estos polinomios.

1  Polinomios Hurwitz de grado menor que 5 y aplicaciones

Para poder presentar nuestras aplicaciones comenzamos esta secciéon obteniendo criterios
para determinar si un polinomio es Hurwitz para los casos mas sencillos, cuando los poli-
nomios son de grado pequeno. El problema de determinar si un polinomio de grado arbitrario
es Hurwitz fue planteado por James Maxwell en 1868. Las demostraciones de los teoremas
presentados pueden consultarse en [5].

Definicién 1.1. Decimos que un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz si todas sus
raices tienen parte real negativa, i.e., estan en C- ={a+ib: a <0},

Ejemplo 1.2.

1. p(t) = t* + 3t + 2 es Hurwitz pues p(t) = (t +2)(t +1) yt = =2 y t = —1 son sus
raices.

2. s(t) =t* + >+t + 1 no es Hurwitz, ya que
sty =t(t+1)+t+1=(+1)(t+1)
y sus raices sont =i, t = —i, t = 1.
Teorema 1.3. El polinomio p(t) =t + a1 es Hurwitz si y sélo si a; > 0.
Teorema 1.4. El polinomio p(t) = t*> + a1t + ay es Hurwitz si y solo si a; > 0 y ay > 0.
Ejemplo 1.5. Aplicando el Teorema 1.4, podemos decir que
a) p(t) = t* + 5t + 7 es Hurwitz.

b) p(t) = t*> + 2t — 3 no es Hurwitz.

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas 7
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c¢) p(t) =t*+1 no es Hurwitz.
Corolario 1.6.

a) f(t) =bot + by es Hurwitz si y sélo si by, by son del mismo signo.

b) p(t) = apt? + ait + ay es Hurwitz si y sélo si ag, a1, ay son del mismo signo.
Ejemplo 1.7.

1. p(t) = —2t* — 3t — 2 es Hurwitz.

2. p(t) = —t* + 5t + 2 no es Hurwitz.

3. p(t) = 3t — 2 no es Hurwitz.
A continuacién mostraremos algunas aplicaciones.

Aplicacién 1.1 (Oscilador arménico amortiguado).
Supdngase que estiramos un resorte una cierta distancia y luego lo soltamos. El movimiento
que describe la masa (junto con el resorte) esta descrito por la ecuacién

A’z dx
mos +6$ +kx=0

donde (3 es la constante de amortiguamiento y k es la constante del resorte, ademéas 3 > 0
y k > 0. La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial es

p(A) =mN +BA+Ek=0
Cémo m, 3, k > 0 entonces p(\) es Hurwitz. Ademés
1. si A;, Ao € R™ entonces x(t) = AeM! + Bet?t.
2. si Ny =a+ify X\ =a—if, con a <0, entonces x(t) = Ae* cos St + Be™ sin (3t.
Luego cualquier solucién z(t) cumple que x(t) — 0 si t — 0.

Aplicacién 1.2 (Circuitos eléctricos).
Considere un circuito eléctrico, donde E es el voltaje (medido en volts), R la resistencia
(medida en Ohms), L la inductancia (medida en Henrios) y C' la capacitancia (medida en
Faradios). La variacién del voltaje en un tiempo t esta dada por la ecuacién

d%i di 1 dE

L—+R— +—i=—

dt? dt ¢ dt
Si E es constante entonces % = 0. Bajo la suposicién de que E es constante, la ecuacion
caracteristica es

1
p()\)zL)\z—l—R)\—i-E:O

Ya que L, R, £ > 0 se tiene que p(A) es Hurwitz. Por lo tanto podemos asegurar que i(t) — 0
cuando t — oo. Una explicacion fisica de esto es que i(t) — 0 cuando ¢ — oo debido al
consumo de energia de la resistencia.
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APLICACIONES Y PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS HURWITZ

Aplicacién 1.3 (Modelo Lotka-Volterra de 2 especies).
El modelo esta expresado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

& =2(2— 3z +y)
g =y(1+ 2z — 3y)

(0,0) y (1,1) son los puntos criticos. La matriz Jacobiana en (1,1) es

-3 1
=)
el polinomio caracteristico es pa(\) = A? + 6\ + 7 el cual es Hurwitz. Por lo tanto cerca del

punto (1, 1) las soluciones convergen.

Teorema 1.8. El polinomio p(t) = t3 + ait* + ast + a3 es Hurwitz si y sélo si ay, as, az > 0
Yy aras — az > 0.

Ejemplo 1.9.

1. Sea p(t) = t3+2t2+ 3t +7, luego a; = 2, ay = 3, a3 = 7. Entonces ayas —az = —1 < 0.
Por lo tanto p(t) no es Hurwitz.

2. Sea p(t) = 3+ 3t> + 3t + 1, entonces ajaz — az = 8 > 0. Por lo tanto p(t) es Hurwitz.

Teorema 1.10. EI polinomio p(t) = t* + ait® + ast? + ast + as es Hurwitz si y solo si
ai, as, ag, ag > 0 y ajasas — a% — a%a4 > 0.

Ejemplo 1.11.
1. Sea p(t) = t* + 13+ 5t2 + Tt + 2, luego a; = 1, ag = 5, a3 = 7, ay, = 2. Entonces
ayazas — a3 — alay = (1)(5)(7) — (7)* = (1)*(2) = -16 < 0
Por lo tanto p(t) no es Hurwitz.
2. Sea p(t) = t* + 4¢3 + 6t* + 4t + 1, entonces
ayasaz — az — atay = (4)(6)(4) — (4)* — (4)*(1) =64 > 0
Por lo tanto p(t) es Hurwitz.
Corolario 1.12.

a) p(t) = agt® + a1t* + ast + az es Hurwitz si y sdlo si ag, ai, as, ag son del mismo signo
Y aras — asag > 0.

b) p(t) = agt + ait® + ast? + ast + a4 es Hurwitz si y sélo si ag, ai, az, as, ay son del
> 0.

ajaza3 —a%ao —a%a4

mismo signo 1y p”
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Aplicacién 1.4 (Sistema de Lorenz).
El sistema es el siguiente

t=o0(y—x)
Y=7rTr—Y— T2
z=uxy— bz
con o, r, b > 0. El punto (0,0,0) es un punto critico. La matriz Jacobiana en (0,0,0) es

—0 o 0
A= r —1 0
0 0 —b

El polinomio caracteristico es
paAA) =X+ b+ (1 +a)N+[o(1—7)+b(1+a)A+b1—-7)0
Sir < 1 entonces
b+(1+0)>0, o(l—r)+b(1+0)>0, b1l—-r)c>0
ademas
b+ (1+0)]e(l—r)+b(1+0)]—b1l—7)0c=(1+0)b*+0(1l—7)+b1+0)]>0

por lo tanto ps(A) es Hurwitz y (0,0,0) es punto estable localmente.

2 Propiedades de los polinomios Hurwitz

En esta seccion presentamos algunas propiedades que resultan ser condiciones necesarias
para que un polinomio sea Hurwitz. Dichas condiciones se establecen para polinomios de
grado arbitrario n.

Teorema 2.1. Si p(t) es un polinomio Hurwitz de grado n entonces todos sus coeficientes
son del mismo signo (ver [1]).

Observacién 2.1. Si los coeficientes de un polinomio p(t) no tienen el mismo signo entonces
p(t) no es Hurwitz.

Observacion 2.2. El teorema 2.1 es una condicién necesaria, pero no suficiente, para que
un polinomio sea Hurwitz. En otras palabras, si un polinomio p(t) tiene sus coeficientes del
mismo signo, p(t) no necesariamente es Hurwitz, lo cual es ilustrado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea p(t) = t3 + 2t? + 5t + 174, entonces
p(t) = (1% — 4t +29)(t +6) = (t — 2 + 54)(t — 2 — 5i)(t + 6)

Por lo tanto p(t) no es Hurwitz.
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APLICACIONES Y PROPIEDADES DE LOS POLINOMIOS HURWITZ

Teorema 2.3. Si p(t) es un polinomio Hurwitz de grado n entonces p'(t) es Hurwitz.
Corolario 2.4. Si p/(t) no es Hurwitz entonces p(t) no es Hurwitz.
Ejemplo 2.5. Sea p(t) = +t° + t* + 2t3 4 15¢* 4 6t + 5, ahora

P (t) ="+ 4> + 6t + 30t + 6

luego
aragag — a3 — atas = (4)(6)(30) — (30)* — (4)(6) < 0
Entonces p/(¢) no es Hurwitz. Por lo tanto p(¢) no es Hurwitz.

Observacion 2.3. El teorema 2.3 nos da una condicién necesaria, pero no suficiente, es
decir, si p/(t) es Hurwitz p(t) no necesariamente lo es. Esto lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Sea f(t) = 8t* + 3t? + 8t + 2. Ahora

OB - (3) =6 (3-3)-®(3) —1>0

Por lo tanto f(t) es Hurwitz. Luego hagamos
)
he(t) = /f(t)dt =2t" + 3 + 47 + Stte

Se tiene que -
D) - @2)(5) =4-5<0

Luego, h.(t) no es Hurwitz para ningin valor de ¢. Asi, al hacer f(t) = p/(t) que es Hurwitz,
se tiene que h.(t) = p(t) no es Hurwitz.

Teorema 2.7. (ver [6]) Si f(z) = ap + a1 + asz® + ... + a,2™ es Hurwitz y € € C se tiene
que

a) si Re¢ > 0 entonces |f(€)

V

[F (=&
b) si Re& = 0 entonces [f(£)] = [f(=¢)]

c¢) si Re& < 0 entonces |f(&)| < |f(=£)]

Observacion 2.4. Si f(z) es un polinomio real tal que no se cumple alguno de los incisos
a), b), ¢) entonces f(x) no es Hurwitz.

Ejemplo 2.8. Sea f(x) = 2% + 222 + 162 + 130, tomar £ = 1 + 5i. Entonces
(&) = (1+5i)° +3(1+5i)* + 16(1 + 5i) + 130 = 0
Luego |f(£)] = 0; por otro lado
f(=&) = (=1 =5i)> + 3(=1 — 5i)*> + 16(—1 — 5i) + 130 = 116 + 60i

Luego |f(—=£)| > 0. Entonces no se cumple | f(§)| > |f(=£)|. Por lo tanto f(x) no es Hurwitz.
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Observacion 2.5. El teorema 2.7 es una condiciéon necesaria pero no suficiente, es decir,
si f(x) satisface todos los incisos a), b) 6 c¢) entonces f(x) no necesariamente es Hurwitz.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Consideremos un polinomio Hurwitz h(z). Por lo tanto
a) si Re(§) > 0 entonces |h(§)| > |h(=E)];
b) si Re (&) = 0 entonces [h(€)] = [A(~)];
c) si Re (&) < 0 entonces |h(&)| < |h(=£)|.

Sea g(z) un polinomio que no sea Hurwitz y que cumpla que |g(§)| = |g(—&)|. Por ejemplo,
consideremos g(x) = 2" con n = 1,2,..., entonces:

g = 1" =1el" vy lg(=OI ==& =|=¢&" = [¢]"

Supongamos que Re (§) > 0. Entonces por el inciso a) del teorema 2.7 tenemos que |h(§)] >
|h(=&)]. Ahora

l9EAE)] > [9(E)][A(=£)]
la desigualdad se conserva pues Re (§) > 0 y por lo tanto |g(£)| > 0. Entonces
9] > 1g(=OIR(=O] = |g(OAE)] > |g(=(=E)|

Similarmente, se tiene que |h(£)| < |h(=&)|, si Re (§) < 0. Tomemos f(z) = g(x)h(z). Este
polinomio satisface los 3 incisos a), b) y ¢), pero como g(z) no es Hurwitz entonces f(x)
tampoco lo es.

Condiciones necesarias y suficientes tales como el Criterio de Routh-Hurwitz o las condi-
ciones de Liénard-Chipart son trabajadas en [2], [4] y [5]. Adolf Hurwitz present6 sus aporta-
ciones al tema en 1895 en el trabajo [3].
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Nivel: Secundaria
De la percepcidn a la conjetura: un viaje a través de la geometria dindmica
David Benitez Mojica Lizet Aime Castafieda Valdez

dbenitez@mail.uadec.mx mar aime@yahoo.com
Universidad Autonoma de Coahuila

Resumen. El principal propésito es mostrar algunos resultados de una investigacién realizada a
alumnos de segundo afio de secundaria con temas de geometria. El trabajo esta conformado por dos
fases. En la primera se presenta un estudio diagnostico en donde se documenta sobre las creencias
que tienen los alumnos sobre el angulo, sus componentes y propiedades. En la segunda, se disefia e
implementan actividades con el apoyo del software educativo Cabri Géométre para impactar en las
creencias que tienen los alumnos y para propiciar un ambiente en la clase donde los alumnos estén
en posibilidad de construir y explorar invariantes geométricas.

1. Introduccién

La Matematica Moderna ha sufrido reformas desde los 40”s buscando nuevas alternativas
a la problematica de la ensefianza de las matematicas, surgiendo en Rusia y después en Estados
Unidos de Norteamérica. En México estas reformas iniciaron a principios de los 70’s. a la que se
le llamo Reforma de las matematicas modernas; las autoridades federales y estatales no
obtuvieron los resultados esperados. Tratando de encontrar solucion a los problemas sobre la
ensefianza aprendizaje de las matemaéticas, en 1975 se creo un grupo de investigacion el cual se
Ilamo Seccion Matematica Educativa (SME) por parte del CINVESTAV.

La Secretaria de Educacion Puablica de México (SEP) solicitdé apoyo a centros de
investigacion sobre la problematica de la ensefianza aprendizaje de las matematicas
(Departamento de matematica educativo DMM, Centro de investigacion de estudios avanzados
del politécnico Nacional Cinvestav-IPN) solicitando un proyecto relacionado con la Reforma
Educativa. En un principio los investigadores estaban en contra de la Matematica Moderna pero
acepto el reto de elaborar Planes, Programas y libros de texto para la educacion primaria y
después incorporando secundarias. Los investigadores participantes quedaron inconformes ya que
no se prepararon adecuadamente a los docentes y esto produjo que no se dieran los resultados
esperados, desfavoreciendo al aprendizaje.

Es evidente que existe la necesidad de proveer condiciones favorables para que los
estudiantes de nivel medio bésico, aprendan temas relacionados con geometria. Sin embargo, se
observa que se requiere de la participacion y esfuerzo de docentes para elaborar actividades
donde se ilustre claramente la importancia de estudiar y aplicar la geometria y lo que se puede
lograr al aprenderla.

“La formacion de los maestros, el curriculo, la infraestructura de la escuela, los
materiales de apoyo, (libros, software, etc) y ciertos aspectos del ambiente familiar son algunos
componentes que influyen en la educacion de los estudiantes” *

Esta situacién nos obliga a prestar una especial atencién al analisis de las formas de
ensefianza-aprendizaje de la geometria en la secundaria. Destacamos con mas fuerza las

! Manuel Santos Trigo y Cristobal Vargas. Mas alla del uso de examenes estandarizados. Avance y Perspectiva vol. 22. Pag. 11

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas 13


mailto:dbenitez@mail.uadec.mx
mailto:mar_aime@yahoo.com

D. BENITEZ MOJICA, L. A. CASTANEDA VALDEZ

dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje de la Geometria, donde deben trabajar
con propiedades y demostraciones de teoremas.

Cuando se introducen las herramientas tecnoldgicas en la clase de matematicas, se
reconoce que no es esa tecnologia en si misma el objeto central de interés, sino el pensamiento
matematico que pueden desarrollar los estudiantes con la ayuda de ella. En este sentido, uno de
los propoésitos del presente trabajo, es documentar sobre los elementos que puedan ayudar a
propiciar en el aula un ambiente que permita contribuir al desarrollo de algunas de las habilidades
del pensamiento matemaético de los alumnos de secundaria. Para ello, se disefian e implementan
un conjunto de actividades sobre el tema de “Angulos entre paralelas cortadas por una secante”
utilizando la tecnologia y especificamente el software educativo Cabri-Géometre.

La tecnologia puede ayudar a mejorar la actitud de los estudiantes hacia las diferentes ramas
de la matematica; ya que nos permite trabajar con cantidades grandes y pequefias, generar
patrones, explorar propiedades, formular y probar hipdtesis, desarrollo de conceptos y resolucién
de problemas con datos reales.

La tecnologia es mucho mas que un sustituto para efectuar célculos en lapiz y papel; es una
ayuda didéactica para desarrollar conceptos y explorar. A esto nos hace referencia Manuel Santos,
Cristobal Vargas en su articulo “Mas alla del uso de examenes estandarizados”

...Es importante que el propio estudiante identifique, explore, pruebe y comunique
distintas relaciones matemaéticas. Con la ayuda de la tecnologia, ... los mismos estudiantes
participan en el proceso de formulacién o descubrimiento de relaciones matematicas..

2. Sujetos Procedimientos y Técnicas

El programa EMAT-Coahuila (Ensefianza de las Matemética Asistida con Tecnologia) se
cred para educacion secundaria publica, con el fin de que “profesores y estudiantes discutan
aspectos de la matematica apoyados por la tecnologia computacional (Calculadoras y
Computadoras) y con Hojas de Trabajo disefiadas para favorecer el autoaprendizaje™.

El estudio que se reporta en el presente escrito, se divide en tres fases: La diagndstica general, la
fase diagnostica local y la implementacién didactica.

2.1 Fase diagndstica general. En esta fase se aplic6 un examen a 26000 alumnos de las
secundarias publicas del Estado de Coahuila. ElI examen se subidé a un servidor y desde el
laboratorio de computo de la escuela, cada alumno contestd preguntas de aritmética, pre-algebra
y geometria.

Los temas que evaluo la prueba son contenidos del programa oficial de secundaria y el tiempo de
aplicacion fue de una hora. La prueba tenia 32 preguntas, 12 de las cuales eran de geometria. Una
de las preguntas relacionada con geometria es la siguiente:

En la siguiente figura se han dibujado los angulos AOB y COD.

22 Manuel Santos Trigo y Cristobal Vargas. Mas alla del uso de examenes estandarizados. Avance y Perspectiva vol. 22
® Programa de Ensefianza de las Matematicas Asistidas con Tecnologia. EMAT. David Benitez Mojica. Facultad de Matematicas y

CIMA. Universidad Auténoma de Coahuila
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0 D B
¢Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?

A. La medida del angulo AOB es MAYOR que la medida del angulo COD.
B. La medida del angulo AOB es IGUAL que la medida del angulo COD.
C. La medida del angulo AOB es MENOR que la medida del &ngulo COD.
D. No sé.

La respuesta correcta es la opcion ‘b’ y solo el 43% de los alumnos contestaron
correctamente y el mayor numero de alumnos (57%) contesto incorrectamente.

2.2. Fase Diagndstica Local
Al observar los resultados obtenidos en el diagnostico, se realizd una investigacion,
utilizando la misma bateria de preguntas a un grupo de segundo afio de secundaria de 38

alumnos. Este grupo no participo en la fase diagndstica general.

Al responde la actividad que se presento en la seccion anterior, los resultados que se obtuvieron
son los siguientes:

Incorrecto | Correcto
49% 51%

Al comparar los porcentajes se observo que son muy semejantes. Prestemos atencién en
algunas de las justificaciones que los alumnos dan sobre su respuesta.

: : ST T\ afguIo
@Osowr r A¥ic D adeiTeNo I 2 Dok
MzrACa Ma D ROt yur Y707 QD SARS! égﬁ, l | N
el mnguole ACE ef owVon s e\ BED Leh cvgeia q\\mn\
rofa mad cs Yo A\ tnccle ALC D MO 9en sl o T
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c\l DY 9% ‘o dnto AL ACE pocd Mzpor.
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Con las justificaciones que nos dan los alumnos se puede afirmar que un alto porcentaje
de alumnos tienen criterios perceptiales (forma, tamafio, posicién) para contestar. De acuerdo
con el modelo de Van Hiele los alumnos se encuentran en el primer nivel del pensamiento
geométrico: visualizacion.

Hitt Espinosa (1997) sefiala, con respecto a las representaciones, "La manipulacion, por parte del
estudiante, de representaciones matematicas les proporciona los medios para construir imagenes
mentales de un objeto o concepto matematico, y la riqueza de la imagen conceptual construida
dependera de las representaciones que el estudiante haya utilizado. De ahi la importancia que
debe darse al uso de diversas representaciones matematicas en la ensefianza de las matemaéticas y
en los libros de texto."

En otra pregunta, se le presentan a los estudiantes dos tridngulos congruentes, uno con
marcas de angulos pequefias y otro con marcas grandes y se les pide que comparen la suma de las
medidas de los &ngulos internos . Se encontr6 que el 52.6% de los alumnos contestan de manera
incorrecta . Nuevamente, hay una influencia de la percepcion para tomar la decision. Por
ejemplo, un alumno contesta de la siguiente manera:

a) En el tridngulo ABC la suma de las
c F medidas de los angulos internos es |
MAYOR QUE la suma de las medidas |
de los angulos intemos del triangulo
DEF. |
) En el triangulo ABC la suma de las
medidas de los angulos intemos es
IGUAL QUE |a suma de las medidas de |

; los angulos intemos del triangulo DEF
A D ® En el tridngulo ABC la suma de las
B E medidas de los angulos internos es |
MENOR QUE la suma de las medidas
de los angulos intemos del tridngulo
DEF. |

z

| : = ;
Explicacion .--l_r Yy v - \J:_ ] Gw € I:. b Qg_\ TIN5 ]u _-',.\"ij' ,---\»'I.z.,-..w

w G|
X =
Pt SEFaun B2 e s - T SR W | ')- ) C—

Observemos algunas de las explicaciones de los siguientes alumnos, las cuales nos
permite observar que la percepcion visual es muy fuerte.

Suma de la medida de los angulos internos de un
tridngulo

70.00%
60.00% 5579%
50.00%
40.00% -
30.00% -
20.00% + -
10.00% A

0.00% -

@ Correcto 0O Incorrecto)
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2.3 Fase didactica

Al ver la gran influencia perceptual que tienen los alumnos con respecto al tema, se realizd
exploracién dindmica cuyo principal objetivo es que los alumnos conozcan algunas propiedades
del angulo.

Para lograr el objetivo, la hoja de trabajo contiene una serie de actividades apoyadas con el
software Cabri. Los alumnos buscaron patrones, hicieron conjeturas, generalizaron, revisaron la
solucion y formularon contraejemplos, entre otras actividades.

A los alumnos encuestados se les dio una introduccion de aspectos esenciales para el
manejo del software Cabri en una clase de 90 min. La aplicacion de esta hoja se llev6 acabo en
90 min. en un centro de computo el cual contiene 22 computadoras y los alumnos trabajaron en
parejas, pero cabe mencionar que cada alumno tenia una hoja de trabajo.

En la actividad los alumnos (84.21%) lograron disminuir sus creencias errdneas sobre la
medida de un angulo. En una de las actividades se les pedia que midieran los angulos marcados
en las semirrectas. A continuacion se muestran algunas respuestas:

NO EI’MPOr‘}a C[ toma O cle !G Moyccn nd
}& C) ;S‘\G‘PC Vo 1) la C‘IUQ ]C"j rf,rép( e~ GS ce
@nCuen {’re’\J Sy el 0“&"3”0 o fi Gura  Que ~pdiras

2L lC-\ D":)MQ} 1]0\" %Q{)E}U\ es }% UG{’
&

Sc«\c \a el e %&\Xc‘q
Pero \e marea Se, M) \o es SrerE

Con las respuestas anteriores se demuestra que la interaccion de las hojas de trabajo y el
software Cabri-Géometré se logra que los estudiantes vayan pasando de una fase perceptual a una
mas tedrica. Haciendo exploraciones dinamicas, los alumnos pueden superar los errores,
conflictos y obstaculos heredados de la percepcién, para construir un conocimiento matematico
mas solido.

Las generalizaciones a las que llegan los alumnos, son el resultado de la observacion y el
razonamiento inductivo.

Se realizaron varias actividades; el alumno construira con sus propias palabras una regla para la
suma de la medida de los angulos internos de un triangulo. A continuacion, algunas conjeturas
que redactan los alumnos:
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Ja SUe de SUS  Gagules Siemple & 19ual

[0,

Otro alumno conjetura lo siguiente:

S, ur %nangab cs en ypealidg ol

v tran CL/O a/ Sale 5SS
ahrhGulos debe dar IO O°

Segun se observé en las anteriores figuras donde se muestran las conclusiones de los alumnos, los
objetivos fueron logrados pero el 11.11% de los alumnos no pudieron llegar a la conjetura
correcta.

3. Conclusiones

Se encontraron evidencias para afirmar que un alto porcentaje de alumnos (aproximadamente
50%) tiene criterios perceptuales (forma, tamafio, posicién). Tomando en cuenta las respuestas
del diagnostico y las hojas de trabajo se concluye que es notable la dificultad que tienen los
alumnos de segundo afio de secundaria para comunicar sus ideas matematicas

Las hojas de trabajo y las entrevistas realizadas a los alumnos son la evidencia que existe para
concluir que la utilizacion de entornos de geometria dindamica ayuda significativamente a
erradicar las creencias erroneas que tienen los alumnos.

La interaccion con las hojas de trabajo y con los aspectos notables del software -tales como el
arrastre, la medida, la animacion, entre otras- permite ver que los estudiantes que participaron en
el estudio estan en capacidad de encontrar invariantes geométricas y construir conjeturas.

De esta manera se puede construir un puente para que los alumnos de secundaria viajen de lo
perceptual a lo tedrico.
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Nivel Superior

ESTUDIO BIOECONOMICO MEDIANTE UN MODELO DE PARAMETROS
VARIABLES

Dora Julia Borbon Gonzalez
Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora

Resumen

Se realizdé un estudio bioecondmico en la pesqueria de anchoveta nortefia de la costa oeste de Baja California
utilizando un modelo de produccidn en el cual dos de sus parametros varian en el tiempo simultdneamente. Se usé
una generalizacién de la ecuacién Gompertz-Fox para modelar la tasa de variacion de la biomasa respecto al
tiempo; en ésta se expresa la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién y la capacidad de carga del sistema
como funciones del tiempo. Se consideré como objetivo del presente estudio la maximizacion del valor presente de
los ingresos netos totales derivados de la explotacion del recurso y como variable de control al esfuerzo pesquero.
La utilizacién de un modelo de produccién de pardmetros que varian en el tiempo, asi como de variables
econémicas dependientes del tiempo, en el andlisis bioeconémico de la pesqueria permitio observar el efecto del
esfuerzo pesquero ejercido sobre el nivel éptimo del stock y la posible influencia de variables ambientales.

INTRODUCCION
Antecedentes de Bioeconomia en pesquerias

La teoria econdmica de una pesqueria de acceso abierto o de propiedad comun fue
desarrollada por H. S. Gordon (1954). EI modelo de Gordon, es un modelo de equilibrio estatico
basado en la curva de esfuerzo pesquero-produccion, construida a partir de la ecuacion logistica.
El resultado principal de este modelo bioecondmico establece que en la pesqueria de acceso
abierto el esfuerzo tiende a alcanzar un equilibrio (equilibrio bionémico) a un nivel de esfuerzo
pesquero en el cual el ingreso total se iguala al costo total, lo cual significa arribar a un punto en
el cual se disipa la utilidad.

Otro enfoque al problema se debe a C.Clark (1990), quien establece que la conservacion
de recursos productivos es grandemente un problema de uso 6ptimo de éstos en el tiempo y que
la teoria de la conservacion debe establecerse sobre modelos matematicos explicitos de los
procesos bioldgicos involucrados y tratarse como un problema de optimizacion dindmica. Bajo
este enfoque, en pesquerias el problema de control Optimo a tiempo continuo se define
especificando inicialmente un sistema dinamico que expresa la tasa de cambio de la biomasa
explotada x(t) mediante el balance de los factores que determinan su crecimiento natural y el
efecto asociado a los procesos de extraccion (Clark, 1990; Cohen, 1987). La explotacion se lleva
a cabo en un intervalo de tiempo, horizonte temporal, finito o infinito. Se incluyen generalmente
una condicion inicial x(0)=x, y una final x(T): X, sobre el nivel de biomasa Xx(t),

respectivamente, en los extremos del intervalo. El sistema dindmico incluye una funcion de
control u(t) perteneciente a un conjunto de admisibilidad U, con una restriccion sobre la

variacion de la funcion de control U(u(t),t) =0; se puede incluir una restriccion sobre variacion
de estado B(x(t),t): 0. Finalmente, se desea resolver el problema de obtener el méximo (o

minimo) valor posible de una funcional definida en términos de la funcién de control u(t), la
respuesta X(t) y la condicion terminal para la biomasa del recurso (Clark, 1989, 1990). Las
condiciones necesarias de optimalidad para el problema de control planteado en este trabajo
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fueron derivadas por Pontryagin, Boltyanskii y Gamkrelidze; éstas son conocidas comunmente
como “Principio de Pontryagin” (Fleming y Rishel, 1975).

El valor del recurso en el tiempo

El concepto econdmico estandar para reflejar el valor del tiempo es el llamado descuento.
De acuerdo a la teoria econdmica, el propietario de un stock de un recurso natural deberia estar
motivado para seleccionar una estrategia de produccion que maximizara su valor presente, esto
es, el valor del stock descontado (Clark, 1989; Hannesson, 1993). Por lo anterior, la funcional
objetivo en el problema de control planteado para una pesqueria equivale al valor presente de los
ingresos netos descontados derivados de la explotacion del recurso (Clark, 1989; McKelvey,
1989). En este trabajo se designé como variable de control al esfuerzo pesquero; la
caracterizacion de la estrategia de control que permite obtener el mayor beneficio social derivado
de la explotacion de un recurso pesquero se obtuvo mediante la aplicacion del principio del
méaximo de Pontryagin.

METODOLOGIA

La informacion de la pesqueria utilizada en este estudio, capturas comerciales, esfuerzo
pesquero ejercido y la informacion econdmica (series histdricas de precio de harina de pescado
cotizada a nivel internacional, costo por viaje de pesca realizado y tasa de descuento) se reporta
en Borbdn-Gonzéalez y Cota-Villavicencio (1999).

La tasa de crecimiento de la biomasa se model6 con la ecuacion dx/dt = f(x(t),t,u(t)),
esto es, el modelo para la dinamica poblacional es de la forma dx/dt = F(x(t)) — qE(t)x(t),
particularmente:

dx X(t)

— =r(t)x)In] — = [-qE(t)x(t 1

= om| 1 - aen0) W
sujeta a la condicion inicial x(0)= xq, donde dx/dt es la razon de cambio de la biomasa respecto

al tiempo, u(t) = E(t) la tasa de esfuerzo pesquero, r(t) es la tasa de crecimiento especifica de la

poblacion, K(t) es la capacidad de carga del sistemay q es el coeficiente de capturabilidad.

El modelo dado por la ecuacion (1) es una generalizacion de la ecuacion de crecimiento
de Gompertz que ademas incluye el término de extraccion de biomasa, por esa razdén nos
referimos al mismo como modelo de produccion de Gompertz-Fox generalizado(Fox, 1970).

La identificacion de los parametros del modelo (1) se realizd previamente al presente
trabajo (Borbon Gonzalez, 2002), estos valores se usaron junto con la informacion econémica en
la aplicacion de elementos de teoria de control 6ptimo en el estudio de la bioeconomia de la
pesqueria. La variable de control, el esfuerzo pesquero E(t), se sujetd a las restricciones

0 < E(t) < Eppax (2)

La funcional objetivo J{x(t),t,E(t)} = _|'0T g[x(t),t,u(t)]dt es la expresion para los ingresos netos
totales descontados derivados de la explotacion del recurso durante todo el horizonte temporal:

J{x(0),t, E(t)} = IOT e {ax(t) p(t) — g x(t) C(x)}E(t) dt @)

donde p(t) es el precio de una unidad del recurso cosechado, C(x) es igual a el costo de cosecha

unitario cuando el nivel de la poblacion es x, es dado por la expresion C(x) = W donde c es el
X

20 XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



ESTUDIO BIOECONOMICO MEDIANTE UN MODELO DE PARAMETROS VARIABLES

costo por unidad de esfuerzo, el cual se estimo en base al consumo de diesel marino de un barco
estandar para esta pesqueria; 6 > 0 es una constante que denota la tasa de descuento, la cual en el
caso general se considerd una funcion del tiempo, &t). Precio se expresé como una funcion del
tiempo, p(t); se utilizd una serie histdrica de precio de la harina de pescado cotizada a nivel
internacional para la identificacion de pardmetros de esta funcion (Borbdn-Gonzélez y Cota-
Villavicencio, 1999).

Para efectuar la maximizacion de la funcional objetivo sobre el espacio de variacién de la
variable de control, se aplicaron las condiciones de optimalidad expresadas en el “principio del
maximo de Pontryagin” (Pontryagin et al., 1962). El principio del maximo es mas
convenientemente formulado en términos de la siguiente expresion llamada el Hamiltoniano

(Clark, 1990),
H[x(),t,u(); 2 (®)]= g[x(t), t,u®)]+ A(t) f[x(t),t,ut)], 4)

en términos de las variables econémicas y pesqueras:
H[x(®), E@); 2(0)] = [«®[aP©)x(t) - s(x(®)]- aAQ) XD E®) + () F (x(1)

Aqui A(t) es una funcidn adicional desconocida llamada la variable adjunta. La funcién F (x(t))es
dada por la funcion de crecimiento de Gompertz, definida en la ecuacién (1) vy

alt) = exp(— jga(z)dz)

Si u(t) es un control dptimo y x(t) es la correspondiente respuesta, el principio del maximo
afirma la existencia de la variable adjunta A(t) tal que se satisfacen las siguientes ecuaciones, para
todoten O<t<T:

dA oH
o ax ©
H[x(t),t, u(t); A (t)] = max HIx(),t,u; 2 (1)] (6)

La ecuacion diferencial (5) es llamada la ecuacion adjunta y la ecuacion (6) es referida ella
misma como el principio del méximo (Clark, 1990); ésta afirma que para cada tiempo dado t, el
valor u(t) del control 6ptimo debe maximizar el valor de la expresion hamiltoniana sobre todos
los valores u(t) admisibles, satisfaciendo las restricciones de control.

Aplicando (5) y (6) se obtuvo la expresidn implicita para la variable respuesta que define
la senda Optima xs, la cual viene dada por la expresion:

F (x, ()C'(x, (t»—fj'f
(p(t) —C(x. (1))

F'(x,(t)=6()+ ()
donde F'(x,(t))es la derivada de F(x(t)) enxs, C'(x,(t)) es la derivada del costo por unidad de

biomasa y dp/dt es la derivada de la funcién precio.
La funcion implicita para el nivel de biomasa Optimo x(t), obtenida a partir de la
ecuacion (7), es la siguiente
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XS dp
cln —Kt qx, —
v{ . j* o dt 00 g0, ®)
K()) ax,pt)-c r)(gx, pt)-c) r(t)

donde la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion r(t) y la capacidad de carga del sistema
K(t) estan dadas por las siguientes ecuaciones, respectivamente:

r(t) = —0.324 Sen(0.625t) + 0.206 Cos (0.6251) (9)

K (t) =K e0.168603(0.625t) (10)
A partir la ecuacion (8) se calcularon los valores de biomasa optima x,(t) utilizando el paquete
de computo MAPLE.

RESULTADOS

En la Figura 1 se muestra la variacion de la biomasa estimada a partir de la solucion de la
ecuacion (1), cuando la tasa intrinseca de la poblacion y la capacidad de carga del sistema son
dados por las ecuaciones (9) y (10), cuando se incluye el término de extraccion de biomasa como
cuando éste no se incluye en (1).

2800000

2400000

2000000

1600000

1200000

BIOMASA (t.m.)

800000

400000 --&- biomasa con
pesca

0 —— biomasa sin
1970 1976 1982 1988 1994 2000 pesca

ANO

Figura 1. Biomasa calculada para anchoveta nortefia a partir de la generalizacion del modelo de Gompertz-Fox,
incluyendo y sin incluir el proceso de extraccion por pesca.

En la Figura 2 se muestra la variacion de la biomasa 6ptima en el tiempo, calculada a partir de la
ecuacion (8), esto es, la senda optima. Se incluye en esta figura la gréafica de la biomasa estimada
del recurso con datos de captura por unidad de esfuerzo (CPUE), para fines de comparacion. En
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la Figura 3 se muestra la variacion del esfuerzo optimo, el cual mantendria a la biomasa del
recurso sobre la senda Optima, también se muestra el esfuerzo real aplicado en la pesqueria.

4000000
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3000000

2500000

2000000

1500000

BIOMASA (t.m.)

1000000

500000
—e— biomasa 6ptima
(senda 6ptima)

1970 1976 1982 1988 1994 2000 —O— biomasa con pesca
ANOS

Figura 2. Biomasa optima (cuando el costo por unidad de esfuerzo c= 3,000 dolares/viaje y precio y tasa de
descuento varian en el tiempo) y biomasa calculada bajo el modelo de Gompertz-Fox generalizado (ecuacion 1).
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Figura 3. Esfuerzo real ejercido en la pesqueria y esfuerzo 6ptimo E bajo el modelo de Gompertz-Fox generalizado
con r(t) y K(t).
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En la Figura 4 se muestra la estrategia de control éptimo que se construyo en el intervalo [to, T];
se considera que al inicio la biomasa del recurso es menor que la biomasa 6ptima.

x (t)a
x2MT) x*(T)
E=0
I
|
| x(t) = x,(t) |
I control singular I
x,(0) | |
* I |
* x'(t) . |
| |
| | N
0 ta tb T t

Figura 4. Estrategia de control 6ptimo para el caso X, < X, (0) . Cuando el valor inicial X, de la respuesta
es menor que X, (0) suspendemos la explotacion para permitir que la biomasa se incremente hasta alcanzar
enun tiempo t, la senda optima X (t). A partir de t, la explotacion continuara en el modo de control
singular hasta un tiempo t, , a partir del cual suspendemos nuevamente la explotacion para permitir que la
condicion final X; se satisfaga a un tiempo T .

DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

De la solucion de la ecuacion (1) se generaron las graficas para la biomasa de anchoveta, al
considerar la extraccién de biomasa por la pesca y sin considerar ésta. En la Figura (1) se observa
que las variaciones en el tiempo de la biomasa, con y sin pesca, practicamente se superponen en
gran parte del horizonte de explotacion de la pesqueria, lo cual podria indicar que las oscilaciones
en los valores de biomasa no son atribuibles al efecto de la pesca y que las variaciones podrian
deberse a efectos ambientales. Al analizar la variacion en el tiempo de la biomas 6ptima, obtenida
a partir del analisis bioeconémico, se observan valores minimos en los afios 1977, 1982, 1987,
1992 y 1997 (Figura 2). Algunos de estos valores minimos coinciden, en el tiempo, con los
valores minimos que se observan en la grafica de la biomasa del recurso calculada con la
solucion de la ecuacion (1), particularmente en los afios 1982 y 1992. Por otra parte, en la
literatura cientifica se han reportado eventos climaticos importantes para el Pacifico Este, tales
como El Nifio Oscilacion del Sur (eventos ENSO, por sus siglas en inglés), para todos estos afios.
Uno de los més intensos que se han reportado ha sido el de 1982 (Kerr, 1998; McPhaden, 1999).
Se ha reconocido a El Nifio como una fuente primaria de variabilidad interanual que tiene
grandes efectos sobre los ecosistemas marinos, particularmente para el ecosistema pelagico
(Lynn et al. 1998), asi también, se ha reportado que este evento climatico puede afectar los
parametros reproductivos de la anchoveta y las condiciones de habitat de las diferentes especies
marinas. Por lo anterior, es posible suponer que a través de los parametros, tasa intrinseca de
crecimiento y capacidad de carga del sistema como funciones del tiempo, se logra captar en el
modelo la influencia de la variabilidad ambiental sobre la biomasa del recurso, lo cual se refleja
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en las fuertes disminuciones de la biomasa del recurso en afios El Nifio, asi también en la
biomasa Optima ya que en el célculo de ésta intervienen r(t) y K(t).

Se ha aceptado que aunque la presion intensa de pesca permanece como la razon principal de que
muchas pesquerias se conviertan en improductivas e incosteables y que la pesca no es ni la Unica
ni necesariamente la fuerza primaria detras de esas grandes fluctuaciones pelagicas de las
regiones de surgencia de las corrientes de frontera Este (Schwartzlose et al., 1999), los
aparentemente inevitables colapsos poblacionales se aceleran por explotacion intensa. En los
resultados obtenidos en el estudio bioecondmico, en relacion al esfuerzo éptimo calculado, se
observa (Figura 3) que aunque éste presenta valores superiores al esfuerzo real ejercido en la
pesqueria en la mayor parte del horizonte de explotacion, en algunos afios, 1972, 1977, 1982,
1987, el esfuerzo real excede al esfuerzo dptimo, por lo que es posible suponer que en esos afios
de fuerte estrés ambiental la explotacion intensa pudo agudizar la baja en los niveles de
abundancia de anchoveta ocasionando la caida de la pesqueria en afios posteriores. Lo anterior
parece confirmarse al analizar las graficas de biomasa (Figura 2) a la luz de la estrategia de
control Optimo construida (Figura 4); se observa que para para gran parte del periodo de
explotacion, particularmente en los afios EI Nifio 1972, 1982 y 1992, la biomasa del recurso tiene
practicamente valores menores que la biomasa Optima por lo que de acuerdo a la estrategia
mencionada no debi6 haberse pescado durante esos afios. De lo anterior se puede concluir que el
estudio bioecondmico, bajo un modelo de produccion de parametros variables, permitié el
analisis retrospectivo de la optimalidad del esfuerzo pesquero ejercido en la pesqueria y su
posible influencia en el declinamiento en las capturas de anchoveta.
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Resumen

En este articulo se analiza el tiempo de corrimiento promedio y peor caso del algo-
ritmo Quicksort en paralelo. Similarmente se hace un andlisis de la mdxima aceleracion
tedrica posible en paralelo para dicho algoritmo de ordenamiento.

1. Introduccién

Segin estimaciones hechas en 1973 el 25 % del poder de cémputo en el mundo se utiliza,
para hacer algin tipo de ordenamiento [4]. Aunque este porcentaje puede haber cambiado
en la actualidad, el ordenamiento de datos no ha dejado ni dejard nunca de ser parte im-
portante en la solucién de muchos problemas cotidianos. Por ello cantidad de algoritmos de
ordenamiento han sido desarrollados buscando siempre la mayor eficiencia posible.

2.  El Quicksort

Uno de los algoritmos de ordenamiento mas rapidos e importantes es sin duda el Quicksort
desarrollado en 1962 [2].

2.1. Metodologia de Ordenamiento del Quicksort

Este algoritmo utiliza la técnica de “divide y venceras”. Como primer paso se selecciona

un elemento de la lista a ordenar y se toma a este como referencia, conocido también como
pivote. Los datos menores a este elemento pivote son colocados a su izquierda y los mayores
a su derecha. Se tienen después de este primer proceso, dos sublistas, una con elementos
menores al pivote y la otra con elementos mayores a este. Ahora en cada sublista se escoge
un pivote y se repite el proceso anterior. Asi sucesivamente hasta tener toda la lista ordena-
da.
En cada iteracién o recursién, segun sea la técnica empleada en la implementacién de este
algoritmo, se realizan ©(n) comparaciones. Teniendose una profundidad (cantidad de itera-
ciones o recursiones) de O(logn), por ello el tiempo total de corrimiento secuencial de este
algoritmo es O(nlogn).
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2.2. Metodologia de Ordenamiento del Quicksort en Paralelo

Con la suficiente cantidad de procesadores, es decir un procesador por cada elemento de
la lista a ordenar (p = n), podemos hacer-que las ©(n) comparaciones requeridas en cada
iteracién o recursiéon para colocar a los elementos a la derecha o izquierda de cierto pivote,
se efectuen en un solo paso paralelo o sea en O(1). De esta forma el tiempo total queda
dependiente solamente de la profundidad requerida para ordenar la lista que son la cantidad
de iteraciones o recursiones, y esto es ©(logn).

3. Andlisis del Peor Caso en el Quicksort

3.1. AnAlisis del Peor Caso Secuencial

La probabilidad de que el peor caso ocurra es demasiado baja. El peor caso ocurre cuando
el pivote seleccionado siempre es el de un extremo, de esta forma nunca obtendriamos dos
sublistas de elementos y la profundidad consecuentemente seria de ©(n) y considerando que
en cada iteracién o recursién se siguen realizando ©(n) comparaciones, el tiempo total para
terminar el ordenamiento seria entonces de ©(n?).

Tn)=n+Tnh-1=n+n-1)+...+41 = T(n)=06(n?

3.2. AnAlisis del Peor Caso en Paralelo

En paralelo tenemos la ventaja de que las comparaciones requeridas, con la suficiente
cantidad de procesadores (p = n), podemos efectuarlas en un solo paso o sea O(1), pero
como en el peor caso la profundidad es ©(n) como se explica en la subseccién 3.1, el tiempo
total para acabar el ordenamiento serfa también ©(n).

4.  Analisis Matematico del Tiempo Promedio

Para analizar matemdaticamente el tiempo promedio requerido por el Quicksort para or-
denar una lista de n elementos debemos considerar que cada pivote seleccionado divide a la
lista o sublista en dos partes iguales o casi iguales. De esta manera el tiempo total requerido
para ordenar los n elementos serd menor o igual a las n comparaciones requeridas en cada
iteracién o recursién mas el tiempo requerido en ordenar cada sublista, esto es:

T(n) < 2T(g) +n

Para hacer el andlisis mas detallado consideremos que cada pivote seleccionado divide a la
lista o sublista en dos partes iguales, es decir con exactamente la misma cantidad de elemen-
tos. Esto es:

Tn)=n+T@(-1)+T(n—1)
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El tiempo promedio seria entonces de:

n

To(n) =n+ % Z(Ta(i — 1)+ T,(n—1))

Considerando que T,(¢ —1) =T,(n — ) entonces tenemos:
L) =n+ 23 T - 1)
a(n) =n-+ — all —
[
Multiplicamos por n a la ecuacién anterior y le llamamos ecuacién 1.

nT,(n) =n2+QZTa(i ~1) (1)

Sustituimos (n — 1) por n y le llamamos ecuacién 2.
n—1

(n=1Tu(n—1)=(n-1°+2) T.(i—1) (2)

=1

A la ecuacién 1 le sustraemos la ecuacién 2, esto con el fin de obtener el tiempo promedio
requerido para ordenar un elemento z de la lista, dicho elemento x representa a cualquier
elemento, y el tiempo promedio de ordenacién de cualquier elemento nos representa el tiempo
promedio de ordenacién de toda la lista. Prosiguiendo tenemos:

nTy(n) — (n — D)T,(n—1) =n? — (n —1)? + ZZTa(i —1) - 2ZTQ(¢ —1)
nT,(n) —(n—D)Ty(n—1)=n* - (n* —2n+ 1) + 2T, (n — 1)
nT,(n) — (n—1DT,(n—1)=2n— 14 2T,(n — 1)

nTy(n) —(n—DT,(n—1)=2T,(n—1)+2n -1

nT,(n)=Mn+1)T,(n—1)+2n—-1
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Sumamos 1 al lado derecho de la ecuacién y tenemos:

nTy(n) < (n+ 1)T,(n—1)42n

Dividimos a la ecuacién anterior entre n(n + 1) y obtenemos la ecuacién 3:

T.(n) < To(n—1) N 2

3
n+17 n n+1 3)
Definiendo
1,
F(n)= (n)
n+1
y sustituyendo en la ecuacién 3 tenemos:
2 2
Fn)<Fn-1)+—- = Fh-1)<Fn-2)+ :
n n—
Lo cual equivale a:
2 2
F(n) < F(n-2 —
(n) < Fn )Jrn—l n
Expandiendo la recurrencia tenemos:
1 1 1
Fn)y<2l+-+-+---+—
(n) <2( totgt +n)
Esta recurrencia podemos expresarla como:
2%1 = 2/nldx:2ln(n)+c ~ O(logn)
— k 1
Si
F(n) =~ 0(logn)
y ademas
To(n)
F =
(n) n+1
entonces:
T,(n) =(n+1)F(n) = T,(n)~6(nlogn) (4)

que es el tiempo promedio de corrimiento secuencial del algoritmo de ordenamiento Quick-
sort.
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4.1. Analisis del Tiempo Promedio en Paralelo

El tiempo promedio de ordenamiento secuencial del Quicksort es ©(nlogn) como se
concluye en la ecuacién 4. En el caso del “corrimiento del Quicksort en paralelo, como se
explica brevemente en la seccién 2.2, es de ©(logn). Analizando a mas detalle se requieren
inicialmente p = n — 1 procesadores en la primer iteracién, p = n—3 en la segunda, p =n—7
en la tercera, ..., p =n— (2" — 1) en la i—ésima iteracién, hasta que todos los elementos han
quedado ordenados. 2° — 1 son la cantidad de pivotes que se tienen en la iteracién i, contra
los cuales se van comparando los demas elementos. Los pivotes no solo sirven de referencia
sino que ademds son elementos que van quedando ordenados. Como las comparaciones a
cada iteracion se resuelven en ©(1) el tiempo de terminacién en paralelo depende de la
profundidad de corrimiento de este algoritmo que en promedio es ©(logn).

5. Analisis de la Aceleracién Ideal

El tiempo paralelo para ordenar n elementos con p procesadores considerando p = n
como ya vimos en la seccién 4.1 es O(logn).
Pero cuando la cantidad de procesadores con los que contamos es menor a la cantidad de
datos a ordenar (esto es p < n) el tiempo requerido serd obviamente mayor y dependerd de
la relacién p a n [3]. Dicho tiempo paralelo estd dado por:

[logp] logn
0 1 0
Tolnn)= 3 gox + > = = 2n(l= )+ Slogn — logpl)  (5)
i=1 i=[logp|+1

La aceleracién (speedup) estd dada por la relacién del tiempo de ejecucién secuencial (es decir
con un procesador) entre el tiempo de ejecucién en paralelo (esto es con p procesadores), para
el calculo de la aceleracién ideal no se considera el tiempo requerido para la comunicacién y
transferencia de datos entre los procesadores (también conocida como “overhead” en el argot
computacional). Por lo tanto, la aceleracién ideal esta dada por:

Teq(n) ~ n-logn
Tpar(nap) Tpm'(nap)

Sideal(nip) = (6)

0. Conclusiones

En el presente trabajo se hace un andlisis matemético del corrimiento secuencial del
Quicksort en condiciones ideales, considerando que los pivotes seleccionados en cada iteracion
parten a cada subgrupo de elementos exactamente por la mitad. Esto en la practica es poco
probable que ocurra, sin embargo sirve como base para llegar a una buena aproximacion.
De manera similar para el analisis del corrimiento en paralelo y de la aceleracién ideal no se
toma en consideracién el tiempo de comunicacién entre los procesadores, el cual es variable
dependiendo de varios factores. Si bien es cierto que la aceleracién ideal en la préctica es
inalcanzable, sirve como base o pardmetro de medicion.
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Numero de procesadores

Figura 1: Tabla que muestra la aceleracién ideal del Quicksort en paralelo considerando una
n=1000000.
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Proyectos Integrados de Aprendizaje para Matematicas
Dr. José Luis Diaz Gémez y L. M. Paulina Danae Lopez Ceballos.
Universidad de Sonora
Resumen

En esta ponencia planteamos lo que denominamos Proyectos Integrados de Aprendizaje (PIA)
para las Matematicas. Estos se definen como una estrategia metodoldgica cuyo eje central es la
resolucién de problemas vinculados a la profesion elegida y que suscitan la intervencion
conjunta de otras areas. Los proyectos integrados de aprendizaje se definen como proyectos en
los que se plantean una serie de problemas para cuya resolucion es necesario dar una serie de
pasos, realizar un proceso. Los PIA ademas inciden directamente en la comprension por parte
del alumno de la necesidad de estudiar y aprender matematicas, puesto que le ven la utilidad de
manera inmediata.

l. Introduccion.

En el nuevo Marco Curricular de la Reforma Educativa de la Universidad de Sonora destaca
entre los principios de intervencion educativa, el aprendizaje integrado e interdisciplinario,
partiendo de la base que lo que motiva principalmente a los jovenes a cursar una carrera es el
aprendizaje de una profesion, entendiendo en muchas ocasiones ésta, en un sentido
reduccionista, como el aprendizaje puramente técnico-profesional.

Desde nuestro punto de vista, en un aprendizaje integrado, se propone que la intervencion de los
educadores debe facilitar que el aprendizaje de los contenidos formativos se lleve a cabo de una
forma global, integrando unos y otros, tal como se encuentran en la vida diaria y en la practica
profesional. Por lo tanto, se propone que las propuestas educativas presenten de una forma clara
la relacion entre los aprendizajes que interesan mas directamente a los estudiantes, y todos los
demads necesarios para facilitar una formacioén adecuada, asi como la relacion entre unos y otros
para llegar a conseguir los objetivos que se pretenden: la insercion laboral y participacion en la
vida activa.

Surge asi la integracion como una propuesta metodologica que da respuesta a la necesidad de
presentar los contenidos de aprendizaje de forma interrelacionada, donde la funcionalidad se
alcance necesariamente a través del trabajo sobre los diferentes aspectos formativos. Los
contenidos mas instrumentales (como la expresion matematica) cobran sentido en cuanto son
utiles para el trabajo de otros mas técnicos. Para que este enfoque integrador sea eficaz es
necesario que la tarea esté bien organizada, que las partes que la componen y las interrelaciones
entre ellas sean claras.

En esta ponencia planteamos lo que denominamos Proyectos Integrados de Aprendizaje (PIA),
estos se definen como una estrategia metodoldgica cuyo eje central es la resolucion de problemas
vinculados a la profesion elegida y que suscitan la intervencion conjunta de otras areas.

En los PIA se parte de situaciones de aprendizaje reales, definidos como proyectos en los que se
plantean una serie de problemas para cuya resolucion es necesario dar una serie de pasos, realizar
un proceso. En ese proceso serd necesario recurrir a contenidos de otras areas distintas a la
matematica (quimica, fisica, biologia, ecologia, informatica, etc.), asi como realizar acciones
para la resolucion de los problemas, por ejemplo: recoger informacion necesaria de forma oral o
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por escrito y asesorarse adecuadamente con otros profesores. Ademas tendrdn que comunicar al
resto del grupo sus ideas e informaciones y como las han obtenido, qué procedimientos han
realizado, qué materiales han utilizado, etc.

Para lograr lo anterior y optimizar los procesos de ensefianza aprendizaje serd necesario tener en
cuenta una serie de principios metodologicos que se derivan de la concepcion constructivista del
aprendizaje. Mencionamos algunos de los que conforman nuestra propuesta.

I1. Principios Metodoldgicos.

1.- El aprendizaje es un proceso individual que se produce en interaccion con el medio,
pero que no esta totalmente condicionado por éste.

El aprendizaje de conocimientos es el resultado de un proceso de construccion personal. Para que
en el entorno educativo se produzcan aprendizajes es necesario partir de las experiencias de
acontecimientos cotidianos y de los datos de la realidad a que tienen acceso los alumnos y
alumnas. Es necesario que el saber y el saber hacer estén integrados, que tengan una
intencionalidad clara, conocida y motivadora, de forma que permita a los alumnos y alumnas
implicarse en la accion, y que todo ello se produzca en situaciones de interaccion social, en las
cuales se desarrollan numerosos intercambios y comunicaciones.

2.- No todos aprendemos de la misma manera.

Las diferencias individuales a la hora de aprender son una condicién inherente al ser humano;
todos los alumnos son distintos en aspectos como su capacidad y ritmo de aprendizaje, sus
preferencias, intereses, motivaciones y expectativas ante el aprendizaje escolar, sus estilos de
aprendizaje e incluso sus ideas, experiencias y actitudes previas.

3.- Lo que el individuo puede llegar a aprender estd condicionado por sus conocimientos
previos.

Los posibles efectos de las experiencias educativas escolares sobre el desarrollo personal del
alumno estdn igualmente condicionados en gran medida por los conocimientos previos
pertinentes con los que inicia su participacion en las mismas. Estos conocimientos pueden ser a
su vez el resultado de experiencias educativas anteriores (escolares o no escolares) o de
aprendizajes espontaneos; también pueden estar mas o menos ajustados a las exigencias de las
nuevas tareas de aprendizaje y ser mas 0 menos correctos.

4.- El aprendizaje debe ser significativo, para lo que es necesario: que el material tenga una
significatividad légica, que lo presentado tenga significatividad psicol6égica y que haya una
actitud positiva por parte de los que van a realizar el aprendizaje.

Hablamos de aprendizaje significativo cuando el nuevo material de aprendizaje se relaciona de
una forma sustantiva y no arbitraria con lo que el alumno ya sabe, es decir, cuando es asimilado
en su estructura cognitiva y lo puede enlazar o encadenar a conocimientos previos; por el
contrario, cuando se establece una relacion arbitraria nos referimos al aprendizaje memoristico.
5.- El profesorado tiene una funcién mediadora en el aprendizaje.

La explicacion constructivista del aprendizaje que asumimos es una posicion distinta a las
propuestas que toman como eje la actividad mental constructivista del alumno y donde el
proceso de construccion del conocimiento se identifica como un proceso de interaccion exclusivo
entre el sujeto que aprende y el objeto de aprendizaje, como si fuera un fendmeno basicamente
individual, impermeable a la influencia del profesor.
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En la concepcidn anterior el profesor debe asumir unas ambiguas funciones de guia o facilitador,
sin interferir en el proceso de aprendizaje del alumno, que se centra en su exploracion autbnoma
del objeto de conocimiento.

I11. Proyecto Integrado de Aprendizaje.

Cuando se ensefia se acostumbra pasar directamente de los objetivos y/o contenidos a las
actividades sin que medie ninguna consideracion sobre el papel de las distintas actividades
utilizadas, los criterios que se utilizaron para seleccionarlas, las relaciones de unas actividades
con otras y la forma en que éstas permitiran la adquisicion de los conocimientos planteados.

En la practica, la aplicacion de este tipo de programacion, donde no se ha analizado ni
reflexionado sobre el porqué y el para qué se hacen las cosas, queda reducida a un activismo que
no favorece la maduracion intelectual del alumno, la comprensiéon de los conocimientos, ni la
vinculaciéon entre los conocimientos adquiridos durante la etapa educativa y la practica
profesional real. Todo ello conlleva a una desvinculacion en el proceso de aprendizaje, tanto del
alumno que pasa de una actividad a otra sin saber por qué y cémo se relacionan, como del
profesor que no encuentra un hilo conductor que le permita vincular de manera asertiva
contenidos y actividades.

Resulta muy dificil valorar la eficacia de una préctica educativa de este tipo, en la que con
frecuencia existe un gran abismo entre lo que el profesor cree estar potenciando (objetivos y
contenidos) y los resultados reales (conocimientos aislados y desvinculados).

Para potenciar los aprendizajes significativos es necesario desarrollar una practica alternativa de
ensefianza y aprendizaje donde se disponga de un método de trabajo que permita la consecucion
y vinculacion de las finalidades educativas y los objetivos de aprendizaje, proponemos para
lograrlo la metodologia de los Proyectos Integrados de Aprendizaje (PIA). La eleccion de esta
metodologia no implica que sea la unica posible, sino que desde el punto de vista de una
formacion basica, de la diversidad de aprendizajes previos de los jovenes, asi como de los
objetivos académicos que se deben cumplir, se considera que es una de las estrategias
metodoldgicas que mas posibilidades formativas ofrece.

Esta metodologia es opuesta a los tratamientos académicos clasicos del curriculo, donde la
estructuracion de los tiempos, de los espacios y de los contenidos se ven como compartimentos
fijos y aislados. Entre las caracteristicas de un proyecto integrado de aprendizaje destacan las
siguientes:

e Se parte de una motivacion ligada al entorno, a la problematica real en los campos de
trabajo o a las necesidades e intereses del alumnado

e El alumno realiza un aprendizaje activo
e La accion es constante
e El profesor es impulsor, coordinador y mediador de los aprendizajes.

Los PIA son una estrategia metodoldgica, que tienen como base la resolucion de problemas,
estos problemas estan vinculados al desarrollo personal y profesional y son los que van a generar
las intervenciones desde todas las areas. En este sentido lo que se potencia es una estructura de
trabajo con los estudiantes, de forma que a la vez que aprende diferentes técnicas, habilidades,
conceptos etc., incorpora estrategias para afrontar y resolver problemas que pueden surgir, tanto
en su vida profesional como en su vida personal.

El proceso de elaboracion de un PIA requiere desarrollar una serie de pasos de planificacion con
la perspectiva de un curso como horizonte inmediato que puedan irse adaptando y
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perfeccionando sucesivamente en la practica cotidiana del trabajo educativo en la escuela, y en
los tiempos de revision de la propuesta curricular que configuran los planes de estudio. En todo
caso éstos no son algo cerrado estatico e inmutable sino que son propuestas abiertas, hipotesis de
trabajo o formas estructuradas de organizar la practica educativa.

Esta propuesta curricular, basada en un planteamiento integrador a través de los planes de
estudio y de otras estructuras integradoras de aprendizaje, tiene como finalidad cubrir los
contenidos de una determinada area de aprendizaje (carrera), durante un periodo de tiempo
determinado, siendo necesario que est¢ de tal forma planificado que no genere lagunas
importantes en los contenidos que deben asimilar los alumnos y alumnas.

Atender a estos requisitos precisa reflexionar sobre la filosofia del proyecto, las estrategias
didacticas, las tareas que ofertar, los recursos didacticos, las modalidades de evaluacion y
experimentar las propuestas que se vayan construyendo, antes de su implementacion definitiva.

En la elaboracion de un PIA en matemadticas, se utilizan problemas reales obtenidos de una
ciencia y la matematica como herramienta para el planteamiento, analisis y resolucion de los
mismos. Una propuesta de esquema de los pasos a seguir para la elaboracién de Proyectos
Integrados de Aprendizaje para la matematica es el siguiente.

Estructuracion de aprendizajes

Evaluacion Incial |
en tormo a problemas o topicos

Finahidades v Objetivos
Formativos

Orgamzacion de aprendizajes
en tormo a los blogues de contenido

Planific acion

Diseiio Contenidos

]

Amalisis de los problemas elaborados
en funcion de los contenidos de los
o0 topicos nucleos competenciales

Seleccion de problemas

Recwrsos didacticos
Y organizativos

Para ilustrar el uso de un PIA en matemadticas veremos un ejemplo adaptado de un problema de
Sanderfur y Dance, donde s6lo se presentara la guia para el profesor, omitimos intencionalmente
la del estudiante por limitaciones del espacio.

IV. Un Ejemplo para el tema de Funciones.

Un Estudio de la Anemia Falciforme:
La anemia falciforme es una enfermedad hereditaria de los globulos rojos. Se caracteriza por episodios de dolor,
anemia (falta de globulos rojos), infecciones serias y dafio en érganos vitales.

Introduccion (Matematicas tratadas en el proyecto).

Esta investigacion de la genética de células falciforme a través de un modelo matematico utiliza:
probabilidad, propiedades de las funciones cuadraticas y el concepto de optimizacion de una
funcion.

Las propiedades de las funciones cuadraticas que surgen en esta investigacion son:
e Larelacion entre los ceros de una funcion y sus factores.

e Larelacion entre los ceros y la localizacion de su vértice.
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e La simetria de su grafica y la localizacion de sus puntos extremos.
e Y factores cuadraticos de la forma ax® + bx.

Al incluir el uso de la formula cuadratica para modelar a una poblacion con riesgo de malaria y
el efecto que tiene cambiar los coeficientes de una funcion sobre la localizacion del méaximo
valor, los estudiantes obtienen mucha experiencia en:

e Desarrollar un modelo matematico a partir de una informacioén dada.
e Utilizar las funciones.

Cuando se estudia porqué los alelos de células falciformes o normales se estabilizan en la
proporcion Optima, se explora el sistema dindmico que representa un proceso genético y los
estudiantes podran observar que el valor de equilibrio del sistema es el mismo valor n que
maximiza el nimero de personas que sobreviven a la madurez y ayudard a clarificar el proceso
biologico detras de los resultados algebraicos.

Preparacioén del proyecto.

Para realizar la simulacioén cada grupo de tres o cuatro estudiantes requieren: una taza, 7 fichas
de un color y 6 fichas de otro color, estas fichas deben de ser idénticas excepto por el color,
deben ser mas o menos cuadradas mas que redondas para que no rueden fuera de las mesas de
trabajo de los estudiantes. Si no es posible tener fichas, se podria por ejemplo utilizar monedas
de una misma denominacion, por ejemplo monedas de a un peso pintadas con un marcador. En la
simulacion suponemos que dos tercios de las células normales (N) mueren de malaria.

Organizacion.
La primera actividad para el estudiante son lecturas que se dejan como tarea antes de iniciar la

modelacion. Estas lecturas proporcionan informacién acerca del Caracter de las Células
Falciformes y sobre la Malaria.

La segunda actividad para el estudiante es una simulacion del proceso genético descrito en la
introduccion. El propoésito de la simulacion es ayudar a comprender el problema, no se intenta
ensefiar matemadticas y pareceria que puede prescindirse de ella, pero creemos que se debe hacer
porque la experiencia practica ayuda a los estudiantes a visualizar el proceso para el cual
posteriormente desarrollaran un modelo matematico. Cuando hayan completado la simulacién
asegurese de que los estudiantes saben lo siguiente:

e (Cada persona nace con dos genes, uno de cada padre, que determinan si tienen células de
hemoglobina falciformes o células de hemoglobina normal.

e FElalelo normal se etiqueta con N, y la célula falciforme se etiqueta con S.

e La probabilidad de que un alelo sea normal, N, es la fraccién de N alelos de la informacién
genética total de los padres; y la denotamos con n.

e La probabilidad de que un alelo sea “defectuoso”, S, es la fraccion de S de alelos de la
informacion genética total de los padres; y la denotamos con S

e Todos lo alelos son N, o, S, asi que, n+s=1.
e Toda persona es NN, NS, o SS. (No distinguiremos entre NS y SN).

e En nuestro ejemplo, % de los nifios NN mueren de malaria antes de tener la edad para
reproducirse. Todos los nifios SS mueren de Anemia Falciforme antes de tener edad para
reproducirse. Todos los nifios NS viven hasta una edad como para reproducirse.
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e Una Unica célula falciforme no resulta en una anemia falciforme y un unico alelo crea una
condicidon que permite la proteccion contra la malaria.

La tercera actividad, Modelacibn Matematica de la Poblacion, conduce a los estudiantes a
desarrollar funciones para el numero esperado de sobrevivientes adultos de una cierta poblacion
de nacimientos. La funcidén que desarrollan es una cuadratica, con una raiz en el origen. Los
estudiantes encuentran las raices y utilizan la simetria para encontrar el vértice.

En la cuarta actividad, Un Modelo Matematico de Células Falciformes con una Tasa de
Supervivencia Variable, los estudiantes resuelven un problema utilizando lo que han aprendido.
Desarrollan una ecuacion cuadratica sin raices y utilizan la simetria para encontrar el vértice.
Esta cuadratica puede factorizarse con facilidad, pero pueden darse variaciones en las que se
requiera utilizar la formula general para encontrar las raices.

En la quinta actividad, Una Familia de Funciones para Modelar la Tasa de Variacién de la
Malaria, los estudiantes resuelven problemas en los cuales las funciones cuadraticas incluyen
parametros. Los estudiantes explorar como afectan los parametros a la forma y posicion de la
parébola.

La ultima actividad, Porqué las Células Falciformes y las Normales se Estabilizan en la
Proporcién Optima, proporciona una oportunidad de observar la situacion desde una
perspectiva matematica diferente.

V. Conclusiones.

Este ejemplo muestra como los contenidos matematicos pueden estudiarse y aprenderse
utilizando didécticas que inciden directamente en la comprension por parte del alumno de la
necesidad de estudiar y aprender matematicas, puesto que le ven la utilidad de manera
inmediata, al resolver problemas reales con los que se pueden enfrentar en el futuro. Ademas se
favorece el gusto por el aprendizaje de las matemadticas y a su vez se desarrollan habilidades y
destrezas diversas, tanto técnicas como sociales.
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El concepto de variable en los libros de texto
Dr. José Luis Diaz Gomez y P. M. C. Lina Morales Peral.
Universidad de Sonora

Resumen.

Se han encontrado evidencias de gue estudiantes, tanto de primaria como de universidad, tienen
dificultades para resolver ciertos tipos de problemas de algebra. Los errores que manifiestan
subyacen en parte, en una tenue y mal definida concepcion de lo que son las variables y del
papel que juegan en la resolucion de problemas. Parte de esta problematica tiene que ver con el
hecho de que los libros de texto dedican muy poco espacio y tiempo a la discusion y definicion
del concepto de variable, asi como a la forma en que se define. Con el propdsito de buscar
respuestas a estas dificultades se realiz6 un analisis de libros de texto. Se examiné la forma en la
que la definicidn de variable se presenta en diferentes textos, sus caracteristicas y elementos que
se utilizan para definirla. En este articulo presentamos resultados de este analisis.

1. Introduccion.

En los cursos de Matematicas de todos los niveles educativos, los libros de texto y los materiales
escritos son los principales, y clasicos, materiales de apoyo para la ensefianza. La produccion
abundante de estos materiales, y su funcién como transmisores de contenidos socialmente
aceptados, hace que resulte interesante estudiar la contribucion que han tenido en el aprendizaje
de los conceptos matematicos.

Asi pues, podemos considerar a los textos como importantes recursos instruccionales, que
caracterizan de alguna manera la ensefianza y el aprendizaje. La forma en que los libros de texto
reflejan determinados aspectos de los conceptos puede influir en lo que los alumnos aprenden
(qué y cdmo), si admitimos que proporcionan la mayor parte del contenido matematico que los
estudiantes deben aprender.

Desde un punto de vista superficial, puede observarse el gran esfuerzo realizado por las
editoriales en actualizar el formato y la presentacion de los textos. En cambio, resulta dificil
determinar si en ellos se ha incorporado, y de qué manera, los resultados obtenidos en
investigaciones sobre la forma en que se aprenden algunas nociones matematicas, realizadas en
el campo de la Matematica Educativa.

Con el propdsito de observar hasta que punto se ha dado esta incorporacion en relacion con el
concepto de variable efectuamos una somera revision de algunos libros de algebra. Esta revision
nos muestra que algunos libros le dedican a lo mas una pagina para explicar el concepto de
variable, pero otros generalmente mucho menos, e incluso algunos no definen el concepto. Esto a
pesar del hecho de que la matematica contenida en ellos se basa en la existencia de variables, y
que estas predominan virtualmente en cada pagina de los textos, sin contar, que las definiciones
que se encuentran en ellos son distintas y utilizan diferentes formas para definirlas.

2. Problema.

Varios investigadores como Matz (1975), Kieran. (1980), Trigueros y Ursini (1999) entre otros
han encontrado evidencia convincente de que muchos estudiantes, tanto de primaria, como de
universidad tienen dificultades para resolver ciertos tipos de problemas elementales de algebra.
La evidencia muestra que los errores manifestados por los estudiantes subyacen, en parte, en una
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tenue y mal definida concepcion de lo que son las variables y qué papel juegan en la resolucién
de problemas. En particular, de acuerdo con nuestra revision preliminar, creemos que parte de
esta problematica tiene que ver con el hecho de que los libros de texto dedican muy poco espacio
y tiempo a la discusién y definicion del concepto de variable, asi como a la forma en que se
define este concepto,.

Asi pues, con el proposito de buscar respuestas a estas dificultades realizamos una revision méas
profunda de algunos libros de texto en el ambito en el que trabajamos. Creemos que aunque la
revision de la bibliografia no es exhaustiva, presenta una amplia gama de estilos de la
presentacion y del contenido.

El analisis de libros de texto se ha llevado a cabo en diferentes &mbitos de investigacion. En este
articulo se presentan los resultados de una revision de libros de texto de matematicas. Dicha
revision se centro en un aspecto del curriculo: la presentacion del concepto de variable. Pero para
hacer esta revision nos documentamos acerca de como se ha venido realizando este tipo de
trabajo, encontrando que hay varias maneras de revisar textos.

3. Diferentes formas de analizar los textos.

Centrandonos en el campo de la educacion matematica, Howson (1995) distingue entre
investigaciones realizadas sobre textos a posteriori, es decir, la forma en que se ha usado un libro
de texto, como ha contribuido al proceso de aprendizaje y qué obstaculos se han presentado; y
las realizadas a priori. Entre estas ultimas se menciona el trabajo de Chevallard (1985), en los
que aparece la nocién de transposicion didactica, es decir, la transformacién de la matematica en
el contenido escolar, que se refleja fundamentalmente en los libros de texto.

Por otro lado, se han desarrollado dos lineas de actuacion en relacién al analisis de los libros de
texto, las cuales comentaremos brevemente (Garcia y Llinares, 1995). Podemos considerar:

I. Estudios centrados en el analisis de la forma en que se reflejan en ellos los contenidos,
adoptandose dos puntos de vista:

1. Los que se han ocupado del propio instrumento de analisis que se aplica al texto. Entre ellos
mencionamos:

Van Dormolen (1986) y Otte (1986) ponen énfasis en lo que transmite el texto, las
relaciones entre el conocimiento y su representacion textual y las variaciones en las
interpretaciones. Sanz (1990) se centra en la necesidad de considerar los modos de
representacion utilizados, para realizar inferencias relativas al significado de las ideas
matematicas que los textos transmiten.

2. Los que eligen un tépico concreto y examinan la forma en que este contenido particular se
contempla en diferentes textos. Como Kiichemann (1987), que intenta ver cdmo un mismo
topico (razon y proporcion) se caracteriza en diferentes libros de texto.

I1. Estudios centrados en el uso que se hace de los textos en las situaciones de ensefianza.
Freeman y Porter (1989) describen diferentes estilos en el uso de los libros de texto de
matematicas por los profesores, en el nivel de ensefianza primaria, y examinan el
solapamiento entre el contenido ensefiado y el contenido que aparecia en los textos.

El trabajo que aqui presentamos se encuadra dentro de aquellos que eligen un topico y examinan
las diferentes formas en que éste se presenta. Examinamos la forma en la que la definicion de
variable se presenta en diferentes textos, sus caracteristicas y elementos que se utilizan para
definirla. Sin duda que el analisis pudiera ser mucho mas completo, sin embargo, para nuestro
trabajo el que realizamos es suficiente.
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4. Metodologia.

1. Se recopilaron libros de primaria, secundaria, preparatoria y universidad, ademas de algunas
enciclopedias recomendadas para diversos niveles.

2. Se analiz6 cada libro buscando la definicion de variable que presenta el libro o la péagina
donde aparece por primera vez la palabra variable.

3. Con los datos anteriores se formd una tabla de datos que contiene la informacion de la
definicion que contiene el texto y la referencia del texto.

4. Se realiz6 un anélisis de las definiciones buscando regularidades sobre el enfoque con que se
presenta y términos matematicos que intervienen en la definicion.

5. Se realiz6 un analisis de las definiciones para clasificar el uso que se le da en los textos de

acuerdo con la clasificacion siguiente: como incdgnita, como nimero general, como variable,
como relacion funcional.

A continuacion mostramos algunas definiciones representativas.

“La letra x se llama variable y el conjunto R cuyos elementos la remplazan se llama conjunto
satisfactor. Cada vez que se usa una variable, debe uno saber cual es el conjunto satisfactor™.
Lovaglia, F. M. 1972. Algebra. Harla. Pag. 8 - 9.

“Una expresion algebraica es una coleccion de letras llamadas variables y nameros reales
organizados de alguna manera utilizando sumas, restas multiplicaciones divisiones y radicales”.
Larson, R, Hostetler R. 1985. College Algebra. D.C. Hearth and Co. Pag. 30.

“Las ecuaciones 3x -5 = x + 3; x = x +1; b? = 4. Contienen una letra como variable. Si
reemplazamos la letra con un nimero, obtenemos una expresion que es falsa o verdadera”.
Thompson R. 1976. Intermediate Algebra. Prindle, Weber & Schmidt, Inc. Pag. 38.

5. Resultados

El total de libros revisados fue de 99, y la revision de las definiciones dadas en ellos nos muestra
que el concepto de variable se define con diferentes enfoques y para definirla o explicarla se
utilizan varios términos que mencionamos abajo, asi como el nimero de libros que los sustentan:

1. El conjunto de reemplazo. El conjunto de reemplazo de una variable se compone de todos

los elementos que se puedan sustituir por la variable. Este conjunto puede estar compuesto por
cosas, por un nimero o por un conjunto de numeros. En el algebra de la secundaria el
conjunto de reemplazo es casi siempre el conjunto de los nimeros reales, pero en el Algebra
Lineal el conjunto puede estar formado por vectores, en las Ecuaciones Diferenciales por
funciones y en Topologia, el conjunto de reemplazo para las variables con frecuencia son
conjuntos de conjuntos.
Sin embargo, al introducir el concepto de variable no se presenta una definicion que
comprenda todas las posibilidades del conjunto de reemplazo, sino que sélo se menciona que
la variable representa numeros, haciendo poco abstracto este concepto. Las siguientes son
algunas de las formas comunes en que se describe el conjunto de reemplazo en los textos
revisados:

a) El conjunto de reemplazo es un conjunto de cosas. Una definicion muy general es la que
da Mazani y colegas (p. 34, 1968): “Las letras tales como a, b, c,... que pueden representar
cualquier (definido, pero no especificado) elemento de un conjunto (Este conjunto puede
estar formado por cualquier tipo de objetos; personas, nimeros, funciones, etc.) se llaman
variables. 11 libros.
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b) EI conjunto de reemplazo es un conjunto de numeros. Generalmente nimeros reales,

pero este hecho se pierde en muchos estudiantes, porque de acuerdo con Kieran (1980) y
Matz (1979) los estudiantes ven las variables como etiquetas para simbolizar entidades
concretas, en vez de cosas abstractas de nimeros. La definicion de Barnet (p. 234,1960),
esta dentro de esta categoria, define: “Una variable en algebra es una letra que representa
cualquier nimero de un conjunto de nimeros bajo discusion cuando el conjunto contiene
mas de un namero”. 46 libros.

La variable se reemplaza por un Unico nimero. En este caso no hay referencia a un
conjunto y tampoco hay una referencia a la naturaleza multiple de la variable. En el libro
“Matematicas Aplicaciones y Conexiones (Glencoe, p. 12, 1999) se menciona; “Algunas
ecuaciones ademas contienen variables. La ecuacion x + 9 = 17 no es ni verdadera ni falsa
hasta que x se sustituya con un numero que la hace verdadera. Resuelves la ecuacién
cuando reemplazas la variable con un numero que la hace verdadera”. 6 libros.

d) Los que utilizan otro tipo de enfoques que no caen en a), b), ¢). En algunos textos el

autor introduce las variables y utiliza el simbolo de “guardalugar” [] para representar la
variable. En el libro Graficas y Relaciones y Funciones, de la NCTM (p. 13, 14, 1979), se
utilizan ademas del simbolo [, los simbolos A, n, x para representar la variable. 6 libros.

“¢Qué aspecto tiene en matematicas una proposicion abierta?”. He aqui algunas:

2+[=7 En estos casos, no podemos decir si las afirmaciones son verdaderas o

3xn <12 falsas hasta que hayamos reemplazado los simbolos (1, n, A'y x por
ndmeros....

6—A=2

En matematicas se les llama variables.”
X+2>5

e) Textos que no tienen una definicion explicita de variable. Como en el texto de Algebra |

del Programa Nacional de Formacion y Actualizacion de Profesores de Matematicas
(1987) que utiliza el concepto de variable hasta la pagina 77 para describir un polinomio:

“Puesto que usaremos en esta seccion y en las demas de este capitulo las expresiones
algebraicas llamadas polinomios, escribiremos P(x) en lugar de la proposicion: un
polinomio en la variable x....”

Proposicion que no se encuentra en las paginas anteriores, asi como la definicion de
variable, pero que partir de esta pagina utiliza la palabra variable.

Muchos libros de Calculo definen los conceptos de variable independiente y dependiente,
pero generalmente utilizan antes las variables sin definirlas, por ejemplo, como cuando
definen intervalos y resuelven desigualdades, es decir, dan por hecho que el estudiante
conoce el concepto de variable (Steward, 1994, Purcell, 1992, Zill, 1987). 9 libros.

2. Variacion. Las definiciones de los libros transmiten diferentes formas en las que varia la
variable. Se presentan al menos tres posibilidades:

a) Variables que no varian. Esto es lo que con frecuencia se llama la incognita. Se le

42

encuentra en los textos cuando se resuelve un problema para el cual hay una respuesta
Unica o la mayoria de las veces muchas respuestas finitas. Por ejemplo: “encuentre el lado
de un triangulo equilatero cuyo perimetro es igual a 21”. La solucion del problema es la
ecuacion 3x = 21, donde x representa el lado del triangulo. A pesar de que la variable x
tiene como conjunto de reemplazo todos los ndmeros positivos conceptualizamos un
triangulo Unico y el lado de este tridngulo no cambia. Muchos libros de texto presentan

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



EL CONCEPTO DE VARIABLE EN LOS LIBROS DE TEXTO

solamente problemas verbales que tienen una Unica respuesta numérica. En éstos el
estudiante puede deducir que el unico reemplazo apropiado para una variable es un unico
namero. Thompson, (p. 38, 1976) en su definicidn de variable escribe: “Las ecuaciones 3x
—5=x-3,x=x+1, yb?=4 contienen una letra como variable. Si reemplazamos la letra
con un numero obtenemos una expresion que es falsa o verdadera”. Y a partir de aqui
utiliza las variables. 22 libros.

b) Variables discretas. La consideracion de las variables en las relaciones funcionales difiere
de la situacion "estatica" descrita en (a). Una forma de demostrar la naturaleza discreta de
la variabilidad de una variable esta con las tablas, una técnica utilizada por varios textos,
aungue no se defina el concepto de variable como sucede con los libros de educacion
primaria. 23 libros.

Por ejemplo, en el problema de encontrar el costo C de producir x x|C
cajas de carton, donde el costo se encuentra con la expresion C = 2x, a 112
través de la tabulacion.

La variable x representa una variable discreta con un namero infinito 2|4
de valores. 306

c) Variables continuas. En general se presenta de la misma forma que en (b) excepto que se
considera que la variable cambia continuamente. Un ejemplo de una variable que varia
continuamente es la de la ecuacion s(t) = 50t donde s es la distancia y t es el tiempo (Lang,
p. 15, 1990). Sin embargo, es dificil comunicar el concepto de variacidn continua ya que el
acto de reemplazo debe de hacerse discreto. Es decir, es dificil mostrar la naturaleza
continua de la variable s asignando valores a t en la expresion s(t) = 50t. Y esto se
complica mas porque aun cuando el tiempo y la distancia son conceptualmente continuos,
cualquier medida de ellas debe de ser discreta. Debemos de cuestionarnos aqui en si el
tratar con entidades continuas discretamente simplifica el problema o si esta es una sobre
simplificacion que pierde la esencia de la continuidad. 6 libros.

3. En términos de constantes. Algunos textos hacen la distincion entre constantes y variables,
otros no. Asi como el concepto de variable tiene una multitud de definiciones, también lo
tiene el término “constante”. Algunos textos definen constante, otros como un caso especial
de una variable, y otros no la definen, como lo hace Barnett p. 3, 1984 donde dice que una
constante es un simbolo que corresponde exactamente a un objeto. 1 libro.

4. Como componente de otro concepto matematico. Una caracteristica de varios libros es que
definen variable y constante cuando definen expresion algebraica, o polinomio, o ecuacién, o
formula, o bien utilizan alguna expresion particular de algun problema algebraico, mencionamos
algunos ejemplos:

“Utilizaremos letras (llamadas variables) y numeros al formar las expresiones y proposiciones
con las que trabajaremos. Una expresion algebraica es una coleccion de variables y nimeros
reales (llamados constantes) organizados de tal manera utilizando sumas, restas,..” (Larson/
Hostetler, p. 40, 1985).

“Un termino (llamado también monomio) es una expresion que estd compuesta por una constante
0 un producto de constantes y variables elevadas a potencias positivas” (Peterson, p. 11, 1985).
21 libros.

Estas definiciones obscurecen el significado real de variable. Una variable es un simbolo que
representa una cantidad, relacién u otras estructuras matematicas, pero la esencia de una variable
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es que representa un conjunto de cantidades, relaciones o estructuras matematicas. Cuando las
variables son introducidas en el interior de una ecuacion, los estudiantes frecuentemente
desarrollan el error conceptual de que la variable representa un sélo nimero: el valor que hace
que una ecuacion tenga solucion.

5. No define variable, pero puede analizarse el enfoque en su uso (segin términos) o su
caracterizacion. 35 libros.

6. No define ni utiliza la palabra variable en el texto. 16 libros.
7. Clasificacion de acuerdo al uso.

a) Como incdgnita, 30 libros. (b) Como Numero General, 65 libros; (c) Como Relacion
Funcional, 35 libros.

6. Conclusiones.

Las experiencias que se tienen con la aritmética son importantes para la comprensién progresiva
del algebra, ya que las primeras experiencias con el razonamiento algebraico se corresponden
con la “aritmética generalizada”. El uso de variables es un indicador clave de que la actividad
matematica pasa de ser aritmética a algebraica. Sin embargo, los resultados de varias
investigaciones con estudiantes de todos los niveles nos muestran la persistencia de concepciones
erréneas y la evidencia de que el concepto de variable es una cuestion confusa para los
estudiantes.

Creemos que parte de esta problematica se debe a que el concepto de variable es en si mismo
muy dificil de definir y esto se corrobora con los resultados del anélisis de la presentacion de la
definicion de 99 textos de matematicas. Estos 99 textos contienen muchas maneras de presentar
el concepto de variable.
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Una Propuesta para el Tratamiento de la Funcion Cuadratica
Con Estudiantes de Bachillerato
Presentada por: Lorena Fernandez Sesma
Universidad de Sonora

Resumen

En este documento se presenta un proyecto de tesis para obtener el grado de Maestro en Ciencias con
Especialidad en Matematica Educativa, asi como también un reporte de los avances que se han
realizado a dicho trabajo. El proyecto esta siendo llevado a cabo en el nivel educativo correspondiente
al bachillerato. Consiste en el disefio y puesta en practica de una secuencia didactica para el manejo de
la funcién cuadrética, bajo el marco tedrico de la dialéctica herramienta-objeto de Régine Douady,
utilizando diversos sistemas de representacion para el objeto matematico. Se presentan también
algunas de las actividades de la secuencia preliminar, la cual sera evaluada mediante un pilotaje que se
realizara durante la primer quincena del mes de febrero del 2005, con la participacion de 15 alumnos
segundo semestre de preparatoria.

I. Presentacion

Este documento contiene un proyecto que ha sido presentado a la Comision Académica del
Programa de Maestria en Ciencias con Especialidad en Matematica Educativa, con el propdésito
de llevar a cabo una tesis de grado, en la modalidad de desarrollo docente, con el que se buscara
obtener el titulo de maestria.

El trabajo propuesto, se realizara en el nivel educativo correspondiente al bachillerato, y en
éste se pretende disefiar y evaluar una secuencia didactica para el estudio de la funcion
cuadrética, con base en el marco tedrico de la dialéctica herramienta-objeto de Régine Douady,
empleando como apoyo el manejo de los registros de representacion algebraico, grafico y
numerico.

2. Elementos de Justificacion

Diversos investigadores, han realizado estudios encaminados a caracterizar los procesos
cognitivos de estudiantes que aprenden matematicas. Particularmente, el estudio funcional parece
despertar especial interés en los estudiosos de esta disciplina, ya que las funciones son
consideradas como objetos fundamentales al interior de la misma con una gran variedad de
aplicaciones hacia otras areas del conocimiento. De ahi que hayan sido realizadas distintas
investigaciones para estudiar las dificultades que el aprendizaje de funciones tan elementales
como la lineal y la cuadratica puede ocasionar en los alumnos. Estos objetos matematicos
constituyen las primeras nociones ensefiadas durante el bachillerato para introducir al alumno a la
comprension del concepto de funcién, a través de su caracterizacion dentro de las
representaciones algebraica, tabular y grafica, y se constituyen en los cimientos cognitivos para la
comprension, operacion y aplicacion de los conocimientos de otras ramas de la matemética como
son el calculo diferencial e integral y la geometria, asi como el aprendizaje de otras ciencias
como la fisica, la quimica y la administracion dentro de la misma preparatoria.

Por lo anterior se piensa que una instruccion significativa del estudio funcional, ayudara
al estudiante a profundizar en la comprension del concepto de funcion, asi como en su utilidad
como herramienta en la resolucion de problemas naturales, economicos y administrativos, .
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Otro elemento de justificacion que se debe tener en cuenta, es el hecho de que desde el
punto de vista matematico el modelo cuadratico es el de més alto grado que puede ser resuelto de
forma algebraica considerando Unicamente los coeficientes de la funcion, y cuya resolucion
resulta relativamente sencilla y facil de ensefiar a estudiantes de matematicas en los niveles
medio y superior.

3. Herramientas Tedricas

Para este estudio se establece que un alumno sabe matematicas, si es capaz de utilizar sus
conocimientos de forma explicita para dar solucién a un problema. Por lo mismo se piensa que un
alumno aprende matematicas cuando es enfrentado a situaciones en las cuales encuentre un reto
cognitivo que lo motive poner en accidn sus conocimientos previos para buscar soluciones, o bien
adaptar dichos conocimientos cuando sea necesario para lograr las soluciones buscadas. Las
experiencias que un alumno vive cuando es enfrentado a dichas situaciones, son las que lo llevan
a construir su conocimiento matematico.

Para esta investigacion se ha disefiado una secuencia didactica, basada en la ensefianza del
algebra a partir de un acercamiento funcional, en el cual se enfatiza la exploracion de las
funciones en “situaciones reales adaptadas al ambiente escolar”, estudiando sus propiedades a
través de la elaboracion e interpretacién de ciertos modelos matematicos, como son las gréficas,
tablas, expresiones algebraicas, y el lenguaje natural’. Las actividades contempladas en la
propuesta han sido disefiadas con base en la dialéctica herramienta-objeto (D.H.O) de Regine
Douady, y estan encaminadas a promover situaciones didacticas mediante las cuales se induzca al
estudiante a pasar por las etapas cognitivas que establece Douady en su dialéctica.

Ademas del uso de la D.H.O, para el disefio de la secuencia didactica, el planteamiento de las
actividades de la misma contempla el estudio del objeto matematico en distintos sistemas de
representacion, con lo cual se facilita la observacion e identificacion de las diversas
caracteristicas del objeto, ademas de permitir un mayor ndmero de tratamientos y
transformaciones que pueden realizarse a dicho objeto.

5. La propuesta y sus caracteristicas

Objetivo.- Disefiar y experimentar una secuencia de actividades didacticas, basada
en la dialéctica herramienta objeto y el manejo de diferentes sistemas de representacion,
que esté dirigida hacia el tratamiento de la funcién cuadratica con estudiantes de
bachillerato.

En la secuencia, los estudiantes utilizardn primero a la funcion cuadratica como
herramienta para la solucion de problemas, de tal forma que a través de la busqueda de dichas
resoluciones y la necesidad que éstas les impongan de estudiar el objeto en sus distintas
representaciones, poco a poco el alumno identificara a la cuadratica como un objeto individual
con caracteristicas propias que es posible estudiar sin necesidad de un contexto real que le dé
significado.

Se espera que las actividades propicien que el estudiante se enfrente a la posibilidad de
utilizar, adaptar y construir su conocimiento, hasta alcanzar un determinado nivel de dominio del

! Bednardz, N. et al., ( ) Acercamientos al Algebra, Perspectivas para la investigacion y la ensefianza. Traduccion, Silvia Ibarra
Olmos y José Luis Soto Munguia.
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mismo. Este dominio sera identificado en términos del desarrollo de habilidades cognitivas, tales

como:

e Reconocimiento y tratamiento del objeto matematico en los cuatro sistemas de
representacion en los que sera ensefiado,

e Conversion del objeto de un sistema de representacion a otro,

e Uso del objeto matematico como herramienta en la resolucion de problemas reales
adaptados para su manejo en el aula.

e Capacidad de interpretacion de resultados obtenidos,

e Redisefio de estrategias y adaptacion de herramientas al momento de enfrentar
nuevas experiencias problematicas,

e Toma de decisiones con respecto al uso de dichas estrategias y herramientas.

Con el fin de presentar el objeto matematico que serd estudiado durante la secuencia
didactica por los alumnos participantes en este proyecto, se utilizan los sistemas de
representacion verbal, grafico, tabular y algebraico, de tal forma que se permita al estudiante la
posibilidad de observar al objeto matematico funcion cuadratica, en los cuatro registros de
representacion antes mencionados. Ademas se propician los tratamientos en cada uno de los
diversos registros de acuerdo con la siguiente tabla:

Registro de representacion

Tratamientos dentro de cada registro

Verbal

- Parafrasis de los problemas escritos
- Explicaciones orales y escritas de los
tratamientos realizados en cada registro.

Tabular

-Observacion de las diferencias entre datos
subsecuentes
- Razon de cambio entre dichos datos
- Observacion en la tabla del valor inicial necesario para
el contexto del problema (si se cuenta con él).

- Evitar generalizaciones invalidas no espaciando en
forma uniforme los valores de la variable independiente
- Proporcionar datos experimentales (aproximaciones),

que tienen un cierto margen de error y realizar el
tratamiento especial que requieren dichos datos

Gréafico

- Caracteristicas graficas de una funcion cuadratica
- Significado de las intersecciones con los ejes
cartesianos.
-Pendientes (creciente o decreciente)
- Identificacion de las coordenadas del Vértice
- Significado gréfico de los parametros a, b, ¢
- Visualizacion del objeto mediante el uso de paquetes
computacionales, modificando sus pardmetros

Algebraico

- Significado de los parametros a, b, ¢
-Diferentes formas de representacion algebraica
(general y canonica)

- Paso de una forma a otra.
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Se espera que la secuencia didactica induzca al estudiante a realizar transformaciones
entre distintos registros de representacion, mas alla de los tradicionalmente practicados por los
maestros en clases, quienes cominmente utilizan la via Registro verbal-tabular-grafico-
algebraico, para presentar los objetos matematicos. Las transformaciones entre registros que se
pretende potenciar a través de esta propuesta de ensefianza, consistiran en todas las vias marcadas
de acuerdo con el siguiente esquema:

| '

Verbal ¢—— Tabular <—— Graficot—— Algebraico
t 1

Como puede observarse en el esquema, se buscara no omitir ninguna de las posibles
transformaciones entre cada uno de los cuatro registros mencionados.

Para conseguir los objetivos mencionados, nos apoyaremos en el paquete computacional
“GRAFICOS”, el cual permite una mayor visualizacion del objeto matematico, asi como del
efecto de los parametros de la cuadratica al momento de graficarla.

El disefio del paquete de cobmputo, permite que se utilice en distintos niveles educativos,
ya que su manejo es muy sencillo y didactico. Mediante las funciones que utiliza GRAFICOS, es
posible establecer la expresion algebraica de una funcion y el paquete proporciona la tabla de
datos y la grafica de la misma, con lo cual se puede observar al objeto en tres sistemas de
representacion al mismo tiempo.

6. Aspectos metodoldgicos

Con la intencion de alcanzar los objetivos planteados en este trabajo, se han identificado las fases
que a continuacion se describen, incorporando en dicha descripcién la intencion de cada una de
las acciones ahi incluidas. Cabe hacer la aclaracion de que a la fecha ya se tienen avances en
algunas de ellas.

Fase 1. Revision bibliografica

Como primera etapa en este proyecto, se plane6 una fase de revision bibliogréafica en diversas
fuentes en las cuales se involucre el disefio de propuestas para la enseiianza de objetos
matematicos, dando preferencia al analisis de aquellas enfocadas a ensefiar las funciones lineal y
cuadrética.

Los propdsitos en esta etapa han sido: Ubicar el proyecto en el marco de trabajos realizados en el
entorno mas inmediato. Tener una idea global, acerca de las investigaciones mas recientes
respecto a las propuestas de ensefianza para la funcion cuadratica, y conocer el tipo de
actividades didacticas que han sido puestas a prueba por otros investigadores, asi como los
resultados que ellos han obtenido al aplicarlas en el aula. Seleccionar el soporte tedrico apropiado
para el disefio de la secuencia.

Fase 2. El disefio

La segunda etapa de este proyecto, es denominada fase de disefio, la cual a su vez tiene varias
etapas. Primero se ha llevado a cabo un disefio preliminar de la secuencia didactica y
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posteriormente se realizara con ella un estudio piloto, que consistira en la aplicacion de la
secuencia a un grupo de estudiantes de algebra de primer afio de bachillerato, la cual estara sujeta
a observacion durante el tiempo que dure el proceso de instruccion.

El proposito de esta observacion sera el de conocer si el disefio inicial de la propuesta incluye un
lenguaje sencillo y comprensible para el estudiante, ademas de observard si el nimero de
actividades permite lograr los objetivos didacticos planteados, y si dichas actividades
efectivamente conducen al estudiante a un aprendizaje significativo de la cuadrética.

A partir de las observaciones obtenidas del pilotaje, se haran los ajustes necesarios, hasta
obtener una version mas completa de la misma.

Fase 3. Puesta en escena
La version depurada de la secuencia, sera puesta en practica con alumnos de un curso de algebra
de una escuela preparatoria particular de la ciudad de Hermosillo, Sonora, en lo que se
denominara la puesta en escena del proyecto.

Para el andlisis de resultados se hara una seleccién de cinco alumnos, quienes seran
invitados a participar en una evaluacién mas personal, para lo que la responsable del proyecto
hara uso de estrategias tales como la aplicacién de un cuestionario y posteriormente una
entrevista video grabada, para detectar el estatus en el que los estudiantes tienen a la cuadratica
al finalizar su instruccion, el manejo de la misma al momento de solucionar problemas, ademas
de conocer en forma verbal las estrategias puestas en accién por parte de los alumnos para
encontrar las soluciones buscadas, asi como las dificultades a las que se enfrentaron durante le
aprendizaje y la evaluacion de la misma.

Fase 4. Conclusiones

En el anexo se muestran las dos primeras sesiones de la secuencia preliminar, la cual consta
de seis sesiones.

Referencias

e Best, J. (1982). Como investigar en educacion. Editorial Morata. Madrid. Pag. 101.
e Bednardz, N. etal., ( ) Acercamientos al Algebra, Perspectivas para la investigacion y la ensefianza.
Traduccion, Silvia Ibarra Olmos y José Luis Soto Munguia.

e De las Fuentes, M. (1998). Una Propuesta para la Construccion del Concepto de Raiz Real empleando la
Dialéctica Herramienta-Objeto y el Juego de Marcos. El caso de las Funciones Lineales y Cuadraticas. Tesis
de Grado. Universidad de Sonora. México.

e Hernandez, R. (2000). Metodologia de la Investigacion. McGraw Hill. México. Pag. 227

e Hernandez, V. (20 de Octubre de 1997). EDUCACION MATEMATICA, Grupos de Discusion [Online]
Universidad de Sonora. México. Disponible en: http://fractus.mat.uson.mx

e Martinez, M., (1998). La Investigacion Cualitativa Etnografica en Educacion. Ed. Trillas. México. Pp. 30-33

e Peralta, J.X. (2003). Dificultades para Articular los Registros Grafico, Algebraico y Tabular y la Exploracion
de algunas Actividades Didacticas Disefiadas para Superar estas Dificultades: El caso de la Funcién Lineal.
Tesis de Grado. Universidad de Sonora. México

e Valdez, C. (1999). Los Manipuladores Simbolico, Grafico y Tabular en el Aprendizaje del Algebra. Estudio
Piloto en torno a la Funcion Cuadratica. Tesis de Grado. Universidad de Sonora. México.

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas 49


http://fractus.mat.uson.mx/

50

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



Nivel Medio y Superior

El analisis consciente de los componentes de un problema y sus relaciones, un camino en
el razonamiento matematico
Mario Garcia Salazar

Universidad Autonoma de Baja California
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Resumen

Un camino para lograr la construccion de los procesos de razonamiento en los alumnos es el
ayudarlos a analizar de manera consciente todos y cada uno de los elementos de cualquier
problema o ejercicio que se les presente, la finalidad de dichos procesos y la manera de ayudar
a los estudiantes en la adquisicién de éstos a través del trabajo en equipo, del trabajo individual,
la importancia de los conocimientos previos bien cimentados y la manera de interactuar del
docente con sus estudiantes, ayudandoles ademds a revisar sus errores, es lo que se busca
exponer en este trabajo.

1. Introduccién

“Cuando usted lo explica si lo entiendo, pero ya en mi casa no sé qué hacer”. Ante
esta expresion tan frecuente de los alumnos surge la inquietud de como proveerlos de
herramientas efectivas de razonamiento, es decir, ;cuél debe ser el actuar del maestro para
que ayude a sus alumnos a ser independientes, intelectualmente hablando?

La construccion de los procesos de razonamiento tiene como finalidad la
“comprension analitica y la aplicacion de reglas formales” (Santamaria, 1995), es decir, el
analisis consciente en matematicas implica justificar o tener la justificacion apropiada para
cada uno de los procedimientos realizados en la solucion de algin problema. En otras
palabras, que el estudiante llegue a comprender cuando los componentes de algun problema
se suman, se restan, se multiplican, se dividen o tienen una relacién exponencial o radical.
Hecho esto, sera capaz de plantear las ecuaciones que le ayuden en la solucion del problema
y ademas trabajaréd las ecuaciones hasta encontrar los diferentes valores de las incégnitas,
para concluir en uno de dos sentidos de respuesta final. Uno, si se trata de la solucion de un
problema verbal, redactar la respuesta en los términos planteados por el problema y no sélo
mencionando la cantidad correspondiente de la variable en la ecuacién planteada, por
ejemplo:

Problema: ...;cual serd el costo de cada boleto para...
Respuesta final: “el costo de cada boleto es de...”

El segundo sentido para dar respuesta a un problema, es cuando éste sea un ejercicio
(problema de rutina) en el que unicamente se solicite encontrar un valor de las incognitas
involucradas, por ejemplo:

Problema: 2x + 6y = 22
X+5y=17
Respuesta final: x=2, y=3

Problema: 6x + 3 =-27
Respuesta final: x=-5
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En la inteligencia de que podra explicar por qué si “esta sumando pasa restando”, si
“esta dividiendo pasa multiplicando”, si “es positivo en esta situacion pasa negativo y en esta
otra no”, etcétera.

2. Estrategia de trabajo

La estrategia metodologica elaborada para esta investigacion adopta, de la teoria
cognitiva de Ausubel (1981: 515), la postura de que “el papel mas importante y distintivo del
profesor, en el salon de clase moderno, es el de director de las actividades de aprendizaje”,
en otras palabras, el docente es el guia del programa y como tal debe tomar en cuenta que “el
alumno es un sujeto activo procesador de informacion” (Hernandez, 1998: 134), que posee la
suficiente capacidad cognitiva “para aprender y solucionar problemas” (idem), por lo que el
docente NO efectla los razonamientos que le corresponden a los alumnos, sino que se hace a
un lado y deja que sus estudiantes efectlen la construccion y refuerzo de sus procesos de
razonamiento.

Los dicentes cimientan y consolidan sus procesos cognitivos en tres momentos de
trabajo activo:

1) Primer trabajo individual: cuando el nuevo conocimiento es presentado por el
profesor, los alumnos participan al incluir los conocimientos previos con lo que se busca
aprender. En el caso especifico de la solucion de una ecuacién, los conocimientos previos
minimos de los alumnos serian, la distincion entre constantes y variables, junto con su
manera de relacionarse y expresarse segun las diferentes operaciones, la propiedad uniforme
de la igualdad y la jerarquia de las operaciones. Con el uso de preguntas, el trabajo del
maestro consiste en ayudarlos a hacer conscientes de la finalidad del problema, los elementos
que lo constituyen y las estrategias que van a utilizar para llegar a la solucion, es decir, en una
ecuacion lineal la finalidad es encontrar el valor de la incognita y si se tiene una suma lo que
se haré es una resta para poder despejarla; una vez hecho esto comparan lo que imaginaron
con lo que hicieron.

El que sean conscientes de cual es la finalidad del problema o su dato central es de
gran ayuda para el aprendizaje significativo de los problemas, segin lo menciona Ausubel
(1981).

El que en un primer momento se relacione el conocimiento previo con el nuevo, asi
como la identificacién de los elementos y los procesos a seguir tiene su fundamento en la
“construccidn de significado para el conocimiento procesal” que propone Marzano (1992: 42)
en su libro dimensiones del aprendizaje. Entendiendo como conocimiento procesal aquel
“que incluye procedimientos que los alumnos deben de realizar o ejecutar”.

2) Trabajo en equipo: tiene como finalidad el que los alumnos confronten sus
habilidades mentales con los de sus compafieros, lo que les ayudara a corregirlas, mejorarlas
o adquirirlas de ser necesario. Cuando se hace referencia a este tipo de trabajo, se considera
que los equipos estaran formados por dos o tres alumnos.

Trabajar en equipo y propiciar que entre sus integrantes se critiquen y se corrijan con
el fin de concientizarse, forma también parte de las dimensiones del aprendizaje descritas por
Marzano (1992) en el apartado de “organizacion y practica del conocimiento procesal”.
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3) Segundo trabajo individual: para no cansar a los alumnos de la dinamica del
trabajo en equipo, se sugiere que de manera intermitente, resuelvan ejercicios de forma
individual, para confrontarlos con sus propias habilidades al darse cuenta de lo que han
logrado, tendencias que tienen al trabajar individualmente, redactar paso a paso el
procedimiento utilizado y concientizarse de sus errores.

Dicha concientizacion se fundamenta en la ‘organizacion y préactica del conocimiento
procesal’ que sugiere Marzano (1992) en su libro dimensiones del aprendizaje.

3. Conocimientos previos

Se considera que los conocimientos previos minimos que deben tener los alumnos
para trabajar en el fortalecimiento de los procesos de razonamiento son:

1. Entender las diferentes relaciones operacionales entre numeros y variables, es
3x

decir, 3 + X es una suma; X —Yy esuna resta; 3x 6 xy son multiplicaciones y N una
division. Ademas de la diferenciacion y conceptualizacion de las constantes y variables.

2. Aplicar las propiedades de la igualdad, con especial énfasis la propiedad
uniforme.

3. Tener presente la jerarquia de las operaciones.

4. ¢Como trabajar con los alumnos?

Una vez establecidos los conocimientos previos mencionados anteriormente, pero sin
olvidar que el foco central de esta propuesta es el analisis consciente de los diferentes
problemas, se propone trabajar en base a los siguientes aspectos:

4.1. Iniciar el andlisis con preguntas tales como:

0 ¢Cuales son las variables?, ;cuales son las constantes?, ¢;qué finalidad tiene el
ejercicio?, ¢qué esperariamos encontrar al final del ejercicio?, ;como se relacionan los
elementos del problema?, ;quién es mayor?, ¢;quién es menor?, ;de cual elemento depende el
valor de las incognitas?, ¢mediante qué operaciones se relacionan las constantes y las
variables?, si las variables y las constantes se relacionan de esa manera ¢;qué tendremos que
hacer para despejar la variable?

Estas preguntas remiten a procesos generalizables y no a situaciones particulares, lo
que es acorde a la teoria de Polya (1965: 26), que menciona que siendo asi las preguntas se
pueden plantear en cualquier tipo de problema, tedrico o préactico ya que “las preguntas tienen
un sentido y ayudan a esclarecer el problema”.

o0 Polya (1965) menciona, entre otras, las preguntas: “;es posible satisfacer la
condicion? Mire bien la incognita. Trate de pensar en algin problema que le sea familiar y
que tenga la misma incognita o una similar. ;Puede enunciar el problema en forma diferente?
¢Ha empleado todos los datos?; ¢ha hecho uso de toda la condicion?”

4.2. Junto con el grupo trabajar los diferentes procesos, de forma lenta y paso por paso.
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4.3. ldentificar en cada paso cada una de las reglas que se estan siguiendo.

4.4. Insistir en que los alumnos justifiquen sus procedimientos. Ya sea verbalizando sus
justificaciones o escribiéndolas.

Cuando los alumnos concluyan los ejercicios trabajados por equipos o
individualmente y presenten sus resultados al maestro, es conveniente que se les
retroalimente con el fin de revisar tanto los procesos mentales como los algoritmicos y asi
lograr una mayor significatividad en el aprendizaje que se esta construyendo, con este
objetivo se sugieren las siguientes preguntas, segun lo propuesto por Martinez et al. (1990) en
el Programa de Enriquecimiento Instrumental (PEI):

a.- Preguntas dirigidas hacia el proceso
¢Cbémo lo has hecho?
¢ Qué estrategias has usado para resolverlo?
¢ Qué dificultades has encontrado y cémo las has resuelto?

b.- Preguntas que requieren precision y exactitud
¢De qué otra manera se podia haber hecho?
¢Hay otras opciones?
¢ Estas seguro de tu afirmacion?
¢Quieres precisar mas la respuesta?

c.- Preguntas abiertas para el pensamiento divergente
¢Hay alguna otra solucion o respuesta?
¢Cbémo ha resuelto cada uno la dificultad?
¢ Qué harias tu en situaciones semejantes?
¢Por qué cada uno tiene sus respuestas distintas?

d.- Preguntas que llevan a elegir estrategias alternativas
¢Por qué has hecho eso asi y no de otra manera?
¢Puede haber respuestas igualmente validas?
¢ Quieres discutir tu respuesta con la del compafiero?
¢Alguien ha pensado en una solucion distinta?

e.- Preguntas que llevan al razonamiento
Tu respuesta esta muy bien, pero ¢por qué?
¢Por qué has escrito o dicho eso?
¢ Qué tipo de razonamiento has utilizado?
¢Es ldgico lo que afirmas?

f.- Preguntas para comprobar hipotesis o insistir en el proceso
Yo lo pensaria mejor, pruébalo.
¢Qué sucederia si en lugar de ese trato tomaras otro?
Cada uno tiene su hipétesis; vamos a comprobarlas

g.- Preguntas para estimular la reflexion y controlar la impulsividad
¢ Qué pasos te han sido necesarios para realizar la tarea?
¢A qué se ha debido tu equivocacion?
Si lo hubieras hecho de otra forma, ¢hubieras ido mas o menos rapido?
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“Un momento, déjame pensar...”
¢Quieres repetir lo que acabas de decir?
¢Podrias demostrarlo?

En sintesis de éstas, preguntar constantemente ;cémo? y ;por qué?

4.5. Es importante que se analicen los errores, proveyendo de espacios en la clase para
“que los alumnos identifiquen tendencias ineficientes o prejuicios que tienen en su propio
pensamiento” (Marzano, 1992). En otras palabras, propiciar que los alumnos se conscienticen
en cuales son sus errores al momento de resolver los diferentes ejercicios matematicos y que
los tengan presentes para posteriormente mejorar sus propias estrategias de solucion.

5. A modo de conclusion

Que el alumno logre el analisis consciente de los componentes de un problema y sus
relaciones es el objetivo de este trabajo, por lo que invito a todos los docentes a que utilicen
esta propuesta en cada una de las materias que impartan, ya que se considera que el analisis
consciente es una estrategia Util y practica en cualquier nivel de matematicas que se estudie y
posiblemente también pueda ser utilizada en el estudio de las otras ciencias.
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IMPLEI\/IENTAC,IC')N COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO HUNGARO PARA
LA ASIGNACION A PROFESOR-MATERIA UN HORARIO-AULA PARA IES.

M.C. Mario Gomez Quezada, M.1.0. Joaquin Lopez Borbdn
Universidad de Sonora

Resumen.

Este trabajo consiste en la implementacién computacional del algoritmo de asignacion hingaro
para el disefio de horarios en instituciones de educacion superior(IES), partiendo de la informacién
contenida en una base de datos. Esta informacion podra estar en varios formatos tales como Access,
SQL Server y Excel. Para el enlace con la base de datos, se utiliza la tecnologia ADO/OLEDB,
usando la propiedad DataSource para enlazar dindmicamente al origen de datos. Se implementaron
algoritmos adicionales al de asignacion con la finalidad de adecuar la informacion a sus propias
necesidades y para evitar empalmes de horario para profesores y alumnos.

Introduccion

El disefiar y mantener horarios en una institucion educativa con un numero considerable
de materias, profesores y alumnos, es todo un reto. En todas las instituciones educativas, una
de sus actividades mas desgastante en cada ciclo escolar es el disefio y mantenimiento de
horarios, y conforme el nimero de alumnos aumenta, el disefio de horarios en forma manual,
se complica.

El reto més dificil al disefiar los horarios, es el satisfacer las preferencias de horario de los
profesores, dado que algunos, sobre todo los de asignatura, cuentan con horas muy definidas
para impartir sus materias y otros, por razones muy personales, restringen demasiado su rango
de posible horario. Otro problema en el disefio de horarios es el de satisfacer los
requerimientos de espacios fisicos necesarios para impartir las materias y laboratorios, esto
debido a que el nimero de horas disponibles en espacios fisicos es normalmente demasiado
justo al nimero de horas demandadas por los grupos de cursos a impartir.

Es imposible que en el disefio de horarios en forma manual se pueda alcanzar una
solucion oOptima de asignacion, debido al gran nimero de posibilidades que existen. Por
ejemplo, un programa de licenciatura ofrece en promedio 270 horas por semana de clase o
laboratorio; si se considera un solo grupo por materia, se requiere como minimo de las
mismas horas disponibles de profesores y espacios fisicos. EI nUmero de combinaciones que
existen en la posible asignacion de profesor-materia a horario-aula es descomunal. El
problema aqui, es como encontrar esa asignacion Optima en ese numero inmenso de
posibilidades. El proposito de este trabajo es implementar el algoritmo hdngaro que de
solucion al problema planteado anteriormente, optimizando los requerimientos de horario de
la institucion tales como:

a) Horarios adecuados para cada uno de los grupos de cada materia. Debe de contemplar
horarios para turnos matutinos y vespertinos, segun convenga a la institucion.

b) Horarios adecuados para profesores. No todos los profesores tienen el mismo tiempo
disponible, por consiguiente, sus cursos se deben de programar de acuerdo a su tiempo
disponible.

c) Optimizacion de espacios fisicos. Los espacios fisicos son recursos muy valiosos en las
instituciones de educacién superior, por lo que es prioritario su utilizacion eficiente.

Por sus caracteristicas, nuestro problema cae dentro de la programacion binaria debido a

gue sélo se manejan dos posibilidades: asignar o no asignar un profesor-materia a una hora-
aula definida; esto nos ubica en los algoritmos Ilamados de asignacion ([6] Paginas 13-18).
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En este trabajo se describe la implementacion computacional del algoritmo hingaro para
el disefio automatizado de horarios.

Implementacion computacional.

Los modelos matematicos estan concebidos para dar solucion a un conjunto de problemas
de la vida real; estos problemas son modelados matematicamente en forma general, por tal
razon es necesario hacer ajustes y consideraciones para adaptarlos a un problema en
particular.

La implementacion computacional del algoritmo hungaro para el disefio de horarios no
estd ajena a esta situacion, por lo tanto no se puede aplicar en forma directa. Esto se debe
principalmente a la naturaleza de la informacion, por lo tanto es necesario tomar en cuenta
algunas consideraciones como son: implementacién de una base de datos, generacion de
nodos a partir de la base de datos, generacion de prioridades para asignacion de profesores y
espacios fisicos, adecuaciones para generar una matriz de costos la cual normalmente sera no
cuadrada, un algoritmo auxiliar para evitar empalme de profesores y alumnos,
acondicionamiento del propio algoritmo Hungaro para que cumpla con las consideraciones
anteriores, generacion de la matriz de horarios a partir del acoplamiento de nodos y
presentacion de horarios en una matriz Horas-Aula ([6] Paginas 124-130).

Los pasos anteriores, necesarios para implementar el algoritmo Hungaro en el disefio de
horarios, asi como los pasos propios del algoritmo, serdn codificados en mddulos de clase de
Visual Basic 6.0 ([11] Paginas 7-29).

Base de datos. La base de datos sera la Unica fuente de informacion para el algoritmo, la
cual contendrd informacién de materias, profesores, espacios fisicos, carga académica,
preferencias de horario para profesores, horarios, datos varios, contrato de profesores,
prioridad de profesores y prioridad de espacios fisicos. Esta base de datos podré estar en
cualquier formato. Los formatos que se reconoceran en este trabajo son: Microsoft Access,
SQL Server y Excel ([3] Paginas 411-414).

Importar datos. Es necesario importar estos datos al programa que utilizaremos para la
ejecucion del algoritmo. Para el enlace con la base de datos, utilizaremos la tecnologia
ADO/OLEDB ([3] Paginas 384-393), usando la propiedad DataSource para enlazar
dindmicamente al origen de datos. Las clases necesarias para manipular los datos son:
clsEnlaceDatos, clsCargarMatricesConRSH, clsEstructura. Ver figura 1.

ohEnlacelatos |

- ohCargarMatricesRES. i O Rl

=& AbrirTabla i C

& DatosTabla it @‘"ﬁhnﬂatriz

EH! EstadoCon § Fenal B Matriz
englones

E&! EstadoRecordset R Ren

Figura 1. Interfaz de las clases clsEnlaceDatos, clsCargarMatricesConRSH, clsEstructura.

Generar nodos a partir de la base de datos. El primer paso es identificar la informacion
gue contendran los nodos renglon y columna de la matriz de costos. De la informacion de la
base de datos podemos observar que los profesores tienen asignada la materia y grupo a
impartir y que es necesario asignarles un espacio fisico y horario para que las impartan, esta
es la labor principal del algoritmo.

La minima unidad de asignacion es la hora clase o laboratorio, debido a que cada hora de
clase o laboratorio demanda un lugar, dia y hora especificos para impartirse. Tomando en
cuenta lo anterior, la informacion se puede clasificar en dos conjuntos {Clave, Grupo,
NoEmpleado, Teoria(1)/Lab(2), Hora/Clase, Semestre} y {Edificio, Piso, EspacioFisico, Dia,
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Hora}. El primer conjunto contiene la informacion de los nodos renglén o demanda, debido a
gue demandan un lugar, dia y hora para impartir la hora clase o laboratorio y el segundo
conjunto contiene la informacion de los nodos columna u oferta, debido a que estan ofertando
lugares, dias y horas para impartir los cursos.

El total de nodos renglon (n) estard determinado por el nimero de horas clase a ofrecer; si
ofrecemos una clase de 5 horas a la semana, necesitaremos 5 nodos que representen a esas
horas. Si consideramos 9 semestres en promedio para un programa de licenciatura y que en
cada semestre se imparten 6 cursos en promedio con 4 horas por semana en promedio cada
uno, necesitaremos un total de (9)(6)(4) = 216 nodos para representar las 216 horas de clase.
A este nimero hay que sumarle las horas que generen las materias en las cuales se ofrece méas
de un grupo y las horas de laboratorio. El total de nodos columna (m) estara determinado por
las horas y dias habiles que la institucion decida utilizar para impartir sus cursos y por el
numero de espacios fisicos disponibles. Si consideramos, para las necesidades de espacios
fisicos del ejemplo anterior, 4 aulas y 2 laboratorios en un rango de 07 a 22 horas habiles (15
horas) en 5 dias a la semana, necesitaremos un total de (6)(15)(5) = 450 nodos para
representar las 450 horas de espacios fisicos disponibles.

Nodos renglon y columna (CGPTLC y EPEFDH). Para generar los nodos renglén y
columna, se utiliza la clase clsGenerarNodosH, la cual contiene dos métodos, uno para
calcular los nodos renglon GenerarNodosCGPTLC vy el otro para calcular los nodos columna
GenerarNodosEPEFDH y una serie de propiedades necesarias para recuperar informacion de
estos nodos. En al figura 2 se muestra la interfaz de la clase clsGenerarNodosH.

Generar costos. El generar costos consiste en determinar un nimero que represente la
ponderacion de un nodo renglon con un nodo columna. El costo total es calculado a partir de
las prioridades de asignacion de los profesores, prioridad del tiempo disponible de profesores,
prioridad de espacios fisicos y semestre al que pertenece la materia.

El costo es el numero que relaciona a los nodos renglon con los nodos columna
agrupandose en la matriz de costos. El primer paso para el calculo del costo total, es buscar en
la propiedad FnMatrizPP, que renglon le corresponde al profesor del nodo i; con esta
informacidn podremos acceder a su prioridad correspondiente. El segundo paso es buscar en
la propiedad FnMatrizPEF, que renglén le corresponde al edificio, piso y espacio fisico
correspondiente al nodo j; con esta informacion podemos acceder a su prioridad. Estas dos
prioridades son calculadas por los métodos ActualizarPP y ActualizarPEF de la clase
clsActualizarPrioridadH. El tercer paso calcula el costo total, reservando las unidades para el
semestre, las decenas y centenas para la prioridad de espacios fisicos, las unidades de millar
para la prioridad del tiempo disponible de profesores y las decenas de millar para la prioridad
de profesores, todo esto sumado con la finalidad de cada elemento no pierda su prioridad con
respecto a los demas. La figura 2 muestra la interfaz de la clase clsActualizarPrioridadH.

ohGenerarModosH. ohictualizarPrioridadH.
EH ColCGFTLC saiart
B ColEPEFCH =% ActualizarPP

E& FnMatrizCGPTLS

E& FniMatrizEFEFDH

=% GenerarModosCGPTLG
=% GenerarModosEPEFDH
E& RenCGPTLC

EH! RenEFEFDH

Figura 2. Interfaz de las clases clsGenerarNodosH y clsActualizarPrioridadH.

E& FnitatrizPEF
ES FnMatrizPP

Generar la matriz de costos. La matriz de costos relaciona a los nodos renglon con los
nodos columna. En la aplicacion del algoritmo hingaro para el disefio de horarios, muchas de
estas relaciones no se deben permitir; veamos estos casos:
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a) Un profesor en los nodos renglon, no puede relacionarse a un dia y hora en los nodos
columna que no esté en su rango de horario disponible.

b) El curso en los nodos renglén que se va a impartir, puede ser una materia, laboratorio
de fisica, quimica o de computo entre otros, cada uno de estos cursos requiere de un
espacio fisico definido, por lo tanto, no puede relacionarse con un nodo columna que
ofrezca un espacio fisico inadecuado para el tipo de curso que se va a impartir.

¢) Una materia en los nodos renglén, con un cierto niamero de alumnos inscritos, no
puede relacionarse con un nodo columna que ofrezca un espacio fisico con menor
capacidad que la requerida por la materia.

d) Una materia en los nodos renglon perteneciente a un semestre, se ofrecera en un turno
determinado (matutino o vespertino), y no debe relacionarse con un nodo columna que
ofrezca una hora fuera de este turno.

Con una de las cuatro condiciones anteriores que no se cumpla, no debe permitirse la
relacion entre esos nodos. En las relaciones no permitidas de nodos se ingresara un costo muy
grande comparado con los costos de las relaciones permitidas; esto no causa ningun problema
debido a que el algoritmo toma en cuenta los menores costos al minimizar la funcion objetivo.
Para generar la matriz de costos, utilizaremos la clase clsGenerarMatrizCostosH, la cual
contiene el método GenerarMatriz, encargado de generar la matriz de costos; una propiedad
de tipo funcion FnMatriz. Ver figura 3.

obGenerarMatrizCostosH.

B! Conexiones
B Fribdatriz

=B GenararMatriz

EH Ren

Figura 3. Interfaz de la clase clsGenerarMatrizCostosH

Empalme de hora para profesores y alumnos. Como se vio anteriormente, la minima
unidad de asignacion es la hora clase o laboratorio, debido a que cada hora de clase o
laboratorio demanda un lugar, dia y hora especificos para impartirse; ésta fue la base para
asignar informacién a cada nodo. Una materia se imparte varias horas a la semana y un
profesor puede impartir varias de estas materias, por lo tanto, un mismo profesor aparece en
varios nodos; este hecho permite que nodos renglon ligados al mismo profesor se relacionen
con nodos columna ligados a un mismo dia y hora. En caso que se de un acoplamiento entre
estos nodos estariamos ante una situacion de empalme en dia y hora para el profesor. Lo
mismo ocurre para alumnos, debido a que a un alumno regular se le empalmarian materias del
mismo semestre que se impartan el mismo dia y hora. Estas relaciones se pueden observar
mas claramente en la figura 4.

La solucién a este problema es impedir el acoplamiento de dos nodos con el mismo
profesor, dia y hora o materias del mismo semestre, dia y hora. La manera mas sencilla para
lograr esto, es que cuando se de un acoplamiento, se elimine la relacion de todas las parejas de
nodos que caigan en la situacion descrita anteriormente; esto genera un problema debido a
que el acoplamiento entre nodos no es definitivo, a menos que se tuviera la certeza de lograr
el acoplamiento total (que no queden nodos renglon expuestos) en el paso de acoplamiento
inicial; en la mayoria de los casos esto no ocurre por lo que es necesario recurrir al
acoplamiento méaximo. En el acoplamiento maximo se buscan trayectorias aumentantes en
arboles alternantes ([6] Paginas 43-49), esto implica que estaremos acoplando y desacoplando
parejas de nodos, por lo tanto, si en la primera vez que acoplemos un par de nodos
eliminamos todas aquellas relaciones que generan empalmes y si después ese par de nodos se
desacopla en una trayectoria aumentante, perderia sentido haber eliminado las relaciones de
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empalme, limitando la posibilidad de lograr trayectorias aumentantes existentes e impidiendo
la optimizacion del algoritmo.

Una mejor solucion es que cuando se lleve a cabo un acoplamiento se impida
temporalmente a todas las aristas un posible acoplamiento entre parejas de nodos que
relacionen a ese profesor con el mismo dia y hora o una materia del mismo semestre con el
mismo dia y hora; de igual forma, si se desacopla un par de nodos en una trayectoria
aumentante, implica que existen algunas aristas restringidas temporalmente, por lo tanto, es
necesario levantarles la restriccion debido a que desaparece la causa que la genero; de esta
manera no se impide permanentemente a estas parejas de nodos, la posibilidad de acoplarse
posteriormente en alguna otra trayectoria aumentante.

Nodos Nodos Nodos Nodos
Renglon Columna Renglon Columna

5125;1;10109;1;1;2 @ B;1;2;1;7 5125;1;10109;1;1;2 @
5125;1;10109;1;2;2 @ R
5125;1;10109;1;3;2 @\

5125;1;10109;1:4:2 @ 81247 5125;1;10100;1;4;2 @

5133;1,10109:1:1:4 @ @ D;2:4;17 5127;1;10109;1;1;2 @\
5133;1;10109;1;2:4 (Usg D:2:4:27 5127;1;10109;1;2;2 @ \‘ o2
. . \ .
: : .
- \

. _ - - U . _ - - N
5145;1;22610;1;5;8 @ @ D;1,5;5;15 5145;1;22610;1;5;8 @ @ D;1;5;5;15
(@) (b)

Figura 4. Acoplamientos con empalme para profesores y alumnos. La informacion resaltada en fondo gris,
en la figura (a), corresponde al profesor, dia y hora; en (b) corresponde a materia, semestre, dia y hora.

B;1;2;1;7

B;1;2;2;7 5125;1;10109;1;2;2 @ Vy ) B;1;2;2;7
B;1,2;3,7

B;1,2;4;7

D;2;4;3;7

oedh 8 O

Aplicacion del algoritmo Hungaro.

Todo lo visto hasta ahora, fue para acondicionar los datos a las necesidades del algoritmo
hingaro y para impedir empalme de dia hora en profesores y alumnos. Estamos listos para
aplicar este algoritmo al disefio de horarios. A continuacion se describe brevemente cada uno
de sus pasos incluyendo los algoritmos auxiliares para su implementacion computacional.

Algoritmo Hungaro. El método Hungaro tiene como proposito resolver el problema de
asignacion y las bases tedricas que lo sustentan fueron desarrolladas por los matematicos
Hungaros Koning y Egervary en 1931 ([1] Pagina 290). Consta de los siguientes tres pasos.
Paso 1. Encontrar el elemento menor en cada renglon y restarselo a cada elemento del mismo
renglon. Hacer lo mismo con cada columna.

Paso 2. Trace el nimero minimo de lineas, horizontales o verticales o ambas, que se necesitan para
cubrir todos los ceros en la matriz. Si el minimo de lineas necesarias para cubrir todos los ceros es
igual al nimero de renglones, se ha encontrado una solucién 6ptima, en caso contrario seguir con el
paso 3. Algoritmos auxiliares: Bipartita asociada, acoplamiento inicial y acoplamiento maximo.

Paso 3. Encuentre el menor elemento k en la matriz, que no estén cubiertos por las lineas
trazadas en el paso 2. Posteriormente restar k a cada elemento no cubierto y sumar k a cada
elemento cubierto por 2 lineas. Continuar con el paso 2. Algoritmo auxiliar: Cubierta.
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Matriz de costos reducidos (Paso 1). Para reducir la matriz de costos se utiliza la clase
clsMatrizReducidaH, la cual cuenta con un método para reducir la matriz de costos
ReducirMatriz y una propiedad para recuperar la matriz una vez reducida.

Bipartita asociada (Paso 2). Una grafica bipartita esta formada por dos conjuntos no
vacios, finitos y sin elementos en comun, cuyos elementos se Ilaman nodos o vértices de la
grafica y un conjunto de aristas o lados que unen nodos de un conjunto a otro, no se permite
que las aristas unan nodos del mismo conjunto, de ahi el nombre de bipartita. Para calcular la
bipartita asociada utilizaremos la clase clsBipartitaAH, la cual cuenta con un método
BipartitaAsociada y propiedades matriciales de tipo funcidn, necesarias para recuperar la
informacién. No todas las propiedades de la interfase de esta clase son utilizadas por otras
clases del algoritmo, pero es importante tener acceso a ellas para verificar en un momento
dado la veracidad de la informacidn. Para poder utilizar las clases anteriores utilizaremos los

objetos obMatrizReducidaH y obBipartitaAH, los cuales se muestran en la figura 5.
obBipartitadH.
B Aristas
=% Bipaditadsociada
= FriGradao
=5 Frlarco
obMatrizFeducidaH. & FrJarco
B e FribodoFin
=3 Reduciratriz EH FnPuntero

Figura 5. Interfaz de las clases clsMatrizReducidaH y clsBipartitaAH.

Acoplamiento inicial (Paso 2). El calculo del acoplamiento inicial estara a cargo de la
clase clsAcoplamientolH, la cual cuenta con un método Acoplalnicial y propiedades
matriciales de tipo funcion, necesarias para recuperar la informacion del arreglo
unidimensional de acoplamiento entre nodos y un arreglo de tipo booleano que nos
proporcionara informacion sobre aristas restringidas en el caso de empalme para profesores y
alumnos; ademas cuenta con una propiedad de tipo entero que nos proporciona el nimero de
nodos gque aun quedan expuestos.

Acoplamiento maximo (Paso 2). El acoplamiento maximo sera calculado a través de la
clase clsAcoplamientoMH. Su interfaz cuenta con un método AcoplaMaximo y propiedades
matriciales de tipo funcion, FnAcopla y FnAristasRestringidas, necesarias para recuperar la
informacién del arreglo unidimensional de acoplamiento entre nodos y un arreglo de tipo
booleano que nos proporcionara informacion sobre aristas restringidas en el caso de empalme
para profesor; este arreglo sera utilizado a la hora de construir arboles alternantes, evitando
que una arista restringida desacoplada forme parte del arbol alternante. Ademas cuenta con
una propiedad de tipo entero que nos proporciona el niumero de nodos que aln quedan
expuestos. Para poder utilizar las clases anteriores utilizaremos los objetos
obAcoplamientolnicialH y obAcoplamientoMaximoH, los cuales se muestran en la figura 6.

Cubierta (Paso 3). El calculo de la cubierta se realiza a través de la clase clsCubiertaH.
Su interfaz cuenta con un método Cubierta y una propiedad matricial de tipo funcion,
FnArbolExpuestos, en la cual tendremos la informacion de los nodos renglon y columna a
cubrir. Ver figura 7.

Minimo no cubierto (Paso 3). Utilizaremos la clase clsMinimoNoCubiertoH para el

calculo del elemento minimo de la matriz reducida que no esté cubierto, esto se realiza a
través del método Kminimo y el resultado lo obtendremos en la propiedad de tipo entero
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Kmin, valor que se utilizara en la clase siguiente para restarlo a cada renglén y columna no
cubiertos. Ver figura 7.

obhcoplamientoIH. obhcoplamientoMH.
=@idcoplalnicial =@iAcoplaMaximo
E& FnAcopla E& FnAcopla
& FnAristasRestringidas ES FnAristasRestringidas
& ModosEsxp & ModosExp

Figura 6. Interfaz de las clases clsAcoplamientolH y clsAcoplamientoMH.

Suma a elementos doblemente cubiertos y resta a elementos no cubiertos (Paso 3). Este
paso se lleva a cabo a través de la clase clsSumResElemCubNoCubH con el método
NuevaReducirMatriz encargado de la suma y resta a elementos de la matriz reducida, y una
propiedad matricial de tipo funcién FnNuevaMatriz necesaria para recuperar la nueva matriz
reducida. Para poder utilizar las clases anteriores utilizaremos los objetos
obMinimoNoCubiertoH y obSumResElemCubNoCubH , los cuales se muestran en la figura 7.

ochCubiertsH. obMinimoMNoCubiertoH.
=Cubierta G
E& FnArbolExpuestos = [minimoa

ohS3umBesE lemCubNoCuhH.

5 iFnMuevahlatriz
=& MuevaReducirMatriz

Figura 7. Interfaz de las clases clsCubiertaH, clsMinimoNoCubiertoH y clsSumResElemCubNoCubH .

Conclusion del algoritmo. La conclusion del algoritmo ocurre cuando se acoplan todos
los nodos renglon. Como esto no ocurre normalmente en el primer ciclo, es necesario repetir
el paso 2 y 3 del algoritmo hasta lograr acoplar todos los nodos renglon. Lo anterior se logra
ejecutando un bucle hasta que NodosExp de la clase clsAcoplamientoMH sea igual a cero
(ésta es la salida del algoritmo); dentro de este bucle se repiten los métodos Cubierta,
Kminimo, NuevaReducirMatriz, BipartitaAsociada, Acoplalnicial y AcoplaMaximo. Recuerde
que antes de llegar a este bucle es necesario haber calculado la matriz de costos, reducir la
matriz de costos, bipartita asociada, acoplamiento inicial y méaximo. Si corremos todos los
métodos que hemos estado analizando, en la secuencia descrita anteriormente, obtendremos el
resultado mostrado en la figura 8.

w. Matiiz de Incidencia N =] 3]

Asignaciones Optimas

32\33\34\35\3s|37|3u|35|w|41|42\43\u\45\45ﬂ
1000000 1000000 1000000 1000000 252013 | 251013 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000
1000000 1000000 1000000 1000000 252013 | 251013 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 100001
1000000 1000000 1000000 1000000 252013 | 251013 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 1000000, 252013 | 251013 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 201011 | 203011 | 204011 | 202011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 10000001 1000000 1000000 100001
1000000 1000000 1000000 201011 | 203011 | 204011 | 202011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 201011 | 203011 | 204011 | 202011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 100001
1000000 1000000 1000000 201011 | 203011 | 204011 | 202011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 20011 203011 | 204011 | 202011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 211014 | 212014 | 213014 214014 1000000 1000000 100001
1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 211014 | 212014 | 213014 214014 1000000 1000000 10000t
1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 211014 | 212014 | 213014 214014 1000000 1000000 100001

-
a

-
=

-
()

792 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000/ 1000000 1000000 1000000 211014 | 212014 | 213014 | 214014 1000000 1000000 10000(
714 [ 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000/ 211014 212014 | 213014 | 214014 1000000 1000000 10000(
15 1000000 1000000 1000000 1000000 182011 | 183011 181011 | 184011 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000
16 | 1000000 1000000 1000000 1000000 182017 | 183011 | 181011 | 124017 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000(
17 | 1000000 1000000 1000000 1000000 182011 | 163011 181011 184011 | 1000008 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000(
98 | 1000000 1000000 1000000 1000000 182017 | 183011 | 181011 | 184017 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000(
719 | 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000/ 1000000 | 1000008 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 10000(
_IZIJ 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000, 1000000/ 1000000 111012 | 112012 113012 1000000 1000000 1000000 TDDTF
4 >

alor Minimo de Asignacian ‘

17331107

Figura 8. Valores minimos de asignacion en la matriz de costos para horarios.
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Resultados.

A este punto se ha logrado el acoplamiento de todos los nodos renglon del algoritmo
hangaro para el disefio de horarios, logrando con ello conocer la relacion de menor costo entre
todos los nodos. La informacion de interés para conformar los horarios, se da a través de la
propiedad FnAcopla de la clase clsAcoplamientoMH; en esta propiedad tenemos la
informacion de cémo quedaron en definitiva acoplados los nodos. A continuacion veremos
que a traveés de la informacion del acoplamiento entre nodos podemos conformar los horarios,
esto se logra a través de la clase clsHorarios, la cual se encarga de convertir la informacion
del acoplamiento en una tabla de horarios, dando la opcion de guardarla en la base de datos.
La informacién que contiene la tabla de horarios no es facil interpretar y mucho menos tener
un panorama completo del disefio. Para resolver este problema se plasmara la informacién en
una matriz hora-aula, la cual nos presenta la informacién de una forma mas visual.

Generar y actualizar la tabla de horarios. EI generar los horarios a través del
acoplamiento entre nodos, es una labor relativamente sencilla, esto debido a que solo se
requiere unir la informacién asociada a los nodos acoplados (i , j) en un matriz que pasara a
ser posteriormente la tabla de horarios. La informacion asociada a los nodos se encuentra en
los objetos stCGPTLC y stEPEFDH por lo tanto es necesario rescatar esa informacion de
cada pareja de nodos acoplados. Esta responsabilidad esta a cargo del método GenerarMatriz
de la clase clsHorarios; y la responsabilidad de actualizar la tabla Horarios en la base de
datos esta a cargo del método ActualizarTablaBD de esta misma clase, ver figura 9.

Matriz Horas-Aula. Es importante presentar la informacion de una manera mas visual y
por consiguiente, facil de interpretar; para lograr esto, omitiremos claves para profesores,
maestros, dias de la semana y hora. Se colocara la informacion relacionada por hora y espacio
fisico, conteniendo en cada relacion los cinco dias de la semana y en cada dia y hora,
colocaremos el nombre del profesor, la materia e informacion util, tal como clave de la
materia, grupo, semestre y carrera. Esto se logra a través del método CargarMatrizHoraAula
de la clase clsMatrizHoraAula. Para poder utilizar las clases anteriores utilizaremos los
objetos obHorarios y obMatrizHorasAula, los cuales se muestran en la figura 9.

ohHorarios.

=@iActualizarTablaBD obMatrizHorasiula.

e Col =BCargarilatrizHorasula
E& Frnibtatriz & Col

=B GenerarMatriz & FriblatrizHA

B Ren & Ren

Figura 9. Interfaz de las clases clsHorarios y clsMatrizHoraAula.

Después de correr los métodos GenerarMatriz y CargarMatrizHoraAula, podremos
disponer de la informacion contenida en la propiedad FnMatrizHA. En este documento se ha
elegido su presentacién en un objeto MSFlexGrid debido a la facilidad de uso, ya que solo se
requiere vaciar la informacion contenida en la propiedad FnMatrizHA. EIl formato del objeto
MSFlexGrid se deja a criterio y gusto del lector. En la figura 10 se presenta una opcion.

Como resultado del disefio de horarios, una materia puede quedar programada en aulas
diferentes, esto se debe basicamente a que los distintos planes de estudio contienen materias
que se imparten desde una hasta cinco horas por semana y el algoritmo esta concebido para
optimizar el uso de espacios fisicos, por lo tanto, siempre esta tratando de llenar los huecos
que dejan las materias con horas menores a cinco por semana.
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RI=IE
Edificio=B: Piso=1; Aula=1 Edificio=B: Piso=1: Aula=2 Eﬂ
Profesor| Guilermo Méndez S ainz Profesor| Baman Arturo Vega Robles Profegor
LUN |Materia |Fisical LUN [Materia | Probabilidad y E stadistica LUN | Materia
Claves |Clave 5120; Grupo 1: Sem: 1; Car. 115 Claves |Clave 3040; Grupo 1; Sem: 3: Car. 15 Claves
Profesor| Guilermo Méndez 5 ainz Profesor| Famon Artuio Yega Robles Profesor
MAR | Materia |Fisical MAR [Materia | Probahilidad y E stadistica MAR | Materia
Claves |Clave 5120; Grupo1; Semn: 1; Car. 115 Claves | Clave 3040; Grupo 1; Sem: 3; Car. 15 Claves
Profesor| Guilermo Méndez 5 ainz Profesor| Ramdn Arturo Vega Robles Profesor
07 - 08 [MIE |Materia |Fisical MIE |Materia | Probabilidad y Estadistica MIE | Matenia
Claves |Clave 5120; Grupo 1; Sem: 1; Car. 115 Claves |Clave 3040; Grupo 1; Sem: 3; Car. 15 Claves
Profesor| Guilermo Méndez Sainz Profesor| Ramdn Arturo Vega Robles Profesor
JUE | Materia |Fisical JUE |Materia | Probabilidad v E stadistica JUE | Materia
Claves |Clave 5120: Grupo 1: S5em: 1: Carr. 115 Claves |Clave 3040; Grupo 1: Sem: 3: Carr 115 Claves
Profesor| Guilermo Méndez 5 ainz Profesor| Faman Arturo Vega Robles Profesor
VIE |Materia |Fisical VIE |Materia | Probabilidad v E stadistica VIE |Materia
Claves |Clave 5120; Grupo 1; Semn: 1 Car. 115 Claves | Clave 3040; Grupo 1; Sem: 3; Car. 15 Claves
Profesor| Mario Gémez Quezada Profesor| Leticia Ledn Godinez Profesor| G
LUN | Materia | Fisicalll LUN | Materia | Matemnaticas | LUN | Materia [Fi
Claves |Clave 5129 ; Grupo 1; Sem: 3; Car. IS Claves |Clave 4200 ; Grupo 1; Sem: 1; Car. IS Claves |Cl
Profesor| Maiio Gdmez Quezada Profesor| Leticia Ledn Godinez Profesor| Gt
MAR | Materia | Fisicalll MAR |Materia | Matematicas | MAR | Materia [Fi
Claves |Clave 5129 Grupo 1; Sem: 3: Car. IS Claves |Clave 4200 ; Grupa1; Sem: 1; Car. IS Claves |Cl
Profesor| Maio Gomez Quszada Profesor| Leticia Ledn Godinez Profesor
08 - 09 |MIE |Materia |Fisicalll MIE | Materia | Matematicas | MIE | Materia
Claves |Clave 51239 ; Grupo 1; Ser 3; Cam. 1S Claves |Clave 4200 ; Grupo 1; Ser: 1; Car. 15 Claves
Profesor| Maio Gomez Quezada Profesor| Leticia Ledn Godinez Profesor
JUE |Materia |Fisicalll JUE |Materia | Matematicas | JUE | Materia
Claves |Clave5129; Grupo 1; Sem: 3; Cam. IS Claves |Clave 4200 ; Grupo 1; Sem: 1; Car. IS Claves
Profesor| Mario Gémez Quezada Profesor| Leticia Ledn Godinez Profesor| «
T ‘e

Figura 10. Horarios en la presentacion Horas-Aula.

Otra razon por la que puede ocurrir lo anterior, es que el algoritmo va asignando horario a

cada hora de materia en forma individual, dependiendo de la prioridad que tenga el profesor
que imparte la materia y la prioridad del espacio fisico; por consiguiente, esta situacion
dependera del numero de materias con horas menores a cinco por semana, de la prioridad de
profesores, de la prioridad de espacios fisicos y de las restricciones que impongan los
profesores de su tiempo disponible.

oakrkwnPE
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Resumen.
En este trabajo se presentan algunos de los cambios propuestos por diversos investigadores,
en cuanto a los contenidos y metodologia de ensefianza para un curso introductorio de
estadistica. Con fundamento en la revisién realizada se expone una propuesta de los
contenidos disciplinarios que debiera contemplar este curso y se realizan una serie de
recomendaciones metodoldgicas de ensefianza que se pueden implementar para estimular la
comprension adecuada de los conceptos estadisticos basicos.

Antecedentes

Parte de los conocimientos estadisticos que por lo general tiene un profesional, son los que
recibe a través de un curso introductorio de estadistica durante su estancia en alguna universidad.
Infortunadamente, en muchos de los casos, este acercamiento escolarizado con la estadistica les
deja una impresion negativa, en el sentido de que es dificil recolectar, manejar e interpretar datos
y por lo tanto es algo que hay que tratar de evitar. Algunos profesionistas lo ven incluso como
uno de los cursos mas complejos que hayan tomado y muchos maestros sienten que sus esfuerzos
por ensefiar un buen curso, no son recompensados con el aprendizaje mostrado por los
estudiantes en las evaluaciones efectuadas.

La mayor preocupacion de aquellos que ensefian estadistica es asegurarse de que el estudiante
entienda las ideas estadisticas y esté preparado para aplicarlas en situaciones del mundo real.
Muchos afirman que se debe ensefiar el razonamiento estadistico, antes que los métodos
estadisticos. Pero, ¢como razonan los estudiantes? Esto es dificil de responder y lo que algunos
investigadores concluyen es que, se necesita valorar eficazmente la manera en que los nuevos
cursos de estadistica estdn preparando a los estudiantes para pensar, razonar y comunicar
diversas situaciones, usando la estadistica (Garfield 1995, 2002). Estas evaluaciones deben
permitir estimar como diferentes actividades y materiales pueden ayudar a los estudiantes a
desarrollar un razonamiento estadistico.

Debido a esta problematica, la ensefianza de la estadistica se ha venido reformando en los
altimos afios y han surgido distintas propuestas sobre diversos métodos de ensefianza y
reformulacion de los contenidos de esta materia. La experiencia ha demostrado que el contenido
de los cursos y los métodos de ensefianza utilizados no deben ser manejados por separado, pues
cambios en los métodos ensefianza se realizan en funcién de lo que se espera que los estudiantes
comprendan y esto ultimo conduce a reformar los contenidos de los cursos. En este trabajo se
mencionan los cambios en contenidos y algunos recursos pedagdgicos que muchos
investigadores en el &rea han sugerido para un curso introductorio de estadistica.
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Contenidos Sugeridos en un Curso Introductorio de Estadistica

La Asociaciéon Americana de Estadistica (ASA') y la Asociacion Matematica de América,
(MAA?) promovieron la formacién de un comité que discutiera el contenido de los cursos
introductorios de estadistica. Las recomendaciones de éste se manifestaron en el sentido de que
un curso introductorio de estadistica debe estar enfocado principalmente en las ideas estadisticas,
dando énfasis a la comprension de los conceptos y el anélisis de datos, esto a expensas de cubrir
menos teoria y formulas que muchas veces aparecen como “recetas magicas”. Se recomendo que
en la medida de lo posible, se debe automatizar el desarrollo de calculos y graficas, reconociendo
que la tecnologia en computadoras ha cambiado radicalmente la practica de la estadistica.

Garfield (1995) establece que, si se recapitula sobre lo que un estudiante de estadistica debe
saber al final de un curso, se brinda la pauta para conocer lo que debe perseguirse en el estudio
de esta disciplina. Se desea que el estudiante comprenda:

1. Laidea de variabilidad de los datos y la interpretacidn de resimenes estadisticos.

2. Que la distribucion normal es un modelo util, pero es raro que se ajuste perfectamente a
un conjunto de datos.

3. Lautilidad de las caracteristicas muestrales, y como estas medidas dependen criticamente
de la manera en que se recolectaron los datos.

4. Que exista una correlacion entre dos variables no implica que exista una relacion de
causa y efecto entre las mismas.

5. Que los estadisticos pueden probar muy poco en forma concluyente, aunque pueden
sugerir resultados y por lo tanto las conclusiones estadisticas no deben ser aceptadas
ciegamente.

Moore (1992), manifiesta que “El objetivo principal en la ensefianza estadistica es construir la
habilidad en los estudiantes para manejar inteligentemente la variacién y los datos”. De esa
manera resume los elementos basicos del pensamiento estadistico en:

La omnipresencia de la variacion en los procesos.

La necesidad de datos acerca de estos procesos.

El disefio en la produccion de datos, teniendo en mente la variacion.
La cuantificacion de la variacion.

La explicacion de la variacion.

Ballman (1997) coincide en la importancia de enfatizar sobre esta variacion aleatoria y su rol en
estadistica. Moore (1992) finaliza exponiendo que: “La estadistica es una ciencia matematica,
pero no es una rama de las matematicas. Es una disciplina metodolégica y no una coleccion de
métodos accesorios o dependientes de economia, sicologia o ingenieria de la calidad”. Asimismo
dice “La estadistica es una disciplina, por propio derecho, con modos caracteristicos de
pensamiento que son mas fundamentales que un método especifico o una teoria matematica”.

! American Statistical Association
2 Mathematical Association of America
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Las diferentes manifestaciones en cuanto a los contenidos de un curso introductorio de
estadistica coinciden que la l6gica de éste debe ser tal, que facilite la conexion entre el andlisis de
datos, la probabilidad y la inferencia. Moore (1992,1995) propone el siguiente orden:

e Analisis de Datos. Esto involucra organizar, describir y resumir datos. Se recomienda:
0 Moverse de lo simple a lo complejo; o sea examinar una sola variable, después
variables relacionadas y luego analizar varias variables.
o0 Al examinar los datos, tratar de observar un patrén general y después fijarse en
desviaciones marcadas de ese patron.
0 Moverse de formas graficas a medidas numéricas y viceversa, y relacionarlas con
diferentes aspectos de los datos.

e Produccion de Datos. Se debe enfatizar el aspecto de la produccién de datos. Los
modelos matematicos estandares ignoran la produccion de datos y no se puede ensefiar
estadistica estableciendo “Suponga que X,,...,X, son observaciones independientes e

idénticamente distribuidas”.

El ensefiar diferentes técnicas de disefio para la produccion de datos, se ajusta de manera natural
en los topicos previos a la inferencia estadistica. Se necesita cubrir esta tematica pero sin
extralimitarse, simplemente para que el estudiante comprenda que para disefiar un experimento o
recolectar datos para una encuesta, no basta con cuidar simplemente el proceso de aleatorizacion.
Algunos aspectos importantes, por ejemplo procedimientos para desarrollar y probar preguntas
en una encuesta, entrenamiento y supervision de los encuestadores o bien aspectos importantes
en el disefio de un experimento, tal como el especificar claramente los objetivos de éste,
determinar la caracteristica a medir, identificar los factores que pueden influir en la respuesta,
calcular el ndmero de repeticiones necesarias, etcétera, se deben explicar al estudiante,
enfatizando que son cuestiones realmente importantes y que pueden afectar en gran manera los
resultados de los datos a analizar, ya que las conclusiones de un estudio dependen
completamente de la manera en que los datos fueron producidos.

e Probabilidad. La dosis considerable que generalmente se ensefia en un curso de
estadistica debiera ser reducida y limitarse solamente a cubrir aquellos aspectos que son
esenciales para la inferencia estadistica que se va a cubrir.

e Inferencia. La nocion de distribucion muestral es central para el razonamiento de la
inferencia clasica. Usualmente los estudiantes tienen dificultad en comprenderla por lo
que es necesaria una explicacion detallada y utilizar simulacion para facilitar su
comprension. No es muy recomendable manejar inferencia Bayesiana en un curso
introductorio, pues ella requiere que los estudiantes distingan entre la distribucion
condicional de un estadistico dado un parametro, y la distribucion condicional del
pardmetro dado un valor observado en el estadistico.

Moore (1990, 1992) sugiere que éste es el orden l6gico en que los temas debieran aparecer en la

curricula, aunque los tres altimos puntos pueden surgir informalmente desde el inicio del analisis
de datos, ya que al analizar un conjunto de datos no se puede dejar de mencionar la manera en
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que éstos pueden ser producidos, la aleatoriedad de los resultados observados y las conclusiones
informales que puede sugerir un analisis exploratorio de datos.

Se recomienda igualmente trabajar con ejemplos, de preferencia reales y de diversas disciplinas,
que puedan convencer a los estudiantes que en realidad estan aprendiendo herramientas que
pueden aplicar en su vida diaria y en cualquier carrera; asi se conecta el proceso de aprendizaje a
la realidad. Por eso es recomendable que trabajen generando sus propios datos, desarrollen
proyectos que les permitan recolectar datos ya sea por experimentos 0 por encuestas, que estén
conscientes de las diversas fuentes de error que pueden tener y finalmente que analicen, resuman
e interpreten la informacion obtenida.

Cambios Sugeridos en los Métodos de Ensefianza de un Curso de Estadistica

Hay muchas sugerencias sobre lo que hay que hacer para que los estudiantes puedan
comprender conceptos estadisticos de una mejor manera y diferente a la ensefianza tradicional.
Se debe para ello, tomar en cuenta las diferentes formas de pensar y los distintos estilos de
aprendizaje. También hay que motivar al estudiante para que comprenda la estadistica y valore
su utilidad; las personas no pueden valorar lo que no entienden.

En cada grupo de personas estan presentes diferentes estilos de aprendizaje y procesan la
informacion de manera distinta. Por ello mismo se deben efectuar cambios en la ensefianza de la
estadistica, de tal forma que ésta incluya una variedad de métodos de aprendizaje. Hay quienes
responden mejor cuando cuantifican, analizan y teorizan, algunos cuando organizan cosas Yy
practican, otros cuando exploran ideas, descubren y conceptualizan por ellos mismos qué esta
pasando; varios aprenden mejor cuando la actividad es personalizada. Snee (1993) afirma que:
“Todo curso debiera tener un componente experimental de aprendizaje. El proverbio chino “Lo
escucho, lo olvido; Lo veo, lo recuerdo; Lo hago, lo entiendo”, muestra la importancia que tiene
el aprender “haciendo las cosas”. Algunas técnicas de aprendizaje experimental incluyen
actividades y proyectos individuales o por grupo. Garfield (1993) muestra las ventajas de trabajar
en grupos utilizando aprendizaje colaborativo.

Considerando lo anteriormente expuesto, delMas(1999), Cobb (1993), Ledolter (1995), Chance
(1997) y otros, han propuesto algunos cambios en la ensefianza de la estadistica, como los que se
mencionan a continuacion:

e Disefiar cursos basados en actividades que conduzcan al estudiante a los conceptos, en
lugar de brindarle éstos como una receta. Algunas de estas actividades le deben permitir
aclarar malas concepciones previas, éstas se pueden lograr al incitarlo o proponerle
actividades en las que deba dar una respuesta sin efectuar ningun calculo y regresar
nuevamente a ellas después de efectuado éste, con el fin de determinar si lo manifestado
previamente tiene algun sentido. Cuando a los estudiantes se les propone este tipo de
actividad se logra un mayor interés en comparar los resultados actuales con sus
propuestas previas.

e Utilizar software que permita a los estudiantes visualizar e interactuar con los datos, eso
les permite incrementar su comprension sobre los fendmenos aleatorios y sobre el manejo
de datos. Una instruccion con ayuda de computo permite al estudiante desplegar la
informacidn de diversas maneras y en forma muy rapida. Esto le facilita cambiar de una
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tabla de frecuencias a un histograma o un diagrama de caja y conjugar toda la
informacion que éstos le brindan para emitir una conclusion.

e Incluir proyectos en los cursos introductorios de estadistica, tales que, después de
seleccionar el problema a estudiar, permitan al estudiante generar sus propios datos,
analizarlos con la ayuda de software y comunicar sus resultados en un reporte final. Este
ultimo es importante, pues ademés de indicar coémo el estudiante abordd el problema,
permite que mejoren sus técnicas de escritura.

Sobre los puntos detallados anteriormente se pueden agregar algunos comentarios como los
siguientes:
Respecto al Disefio de Actividades.

Al disefiar actividades para un curso de estadistica se desea que el estudiante pueda
asimilar diferentes conocimientos de una manera natural y que a la vez le permitan abandonar
conceptos erroneos que puede traer previamente e incrementen la comprension y uso de las ideas
estadisticas. Se plantea facil, pero ello implica muchas reformas; dado que se deben disefiar
actividades de forma efectiva para que el estudiante comprenda que los datos que estd manejando
no son simplemente nameros o cualidades, sino que hay un contexto que les otorga significado.
Estas deben contemplar précticas donde el estudiante construya su propio conocimiento en lugar
de recibirlo y asi reestructure la nueva informacion presentada con su propio conocimiento
previo. Para poder disefiar estas actividades, el maestro debe tener claro lo que quiere que el
alumno comprenda y verificar si la actividad logra el objetivo planteado.

¢Qué considerar para elaborar estas actividades? Se debe tomar en cuenta que cada actividad
debe disefiarse de manera que el estudiante la siga facilmente y motive su participacion en este
proceso de ensefianza aprendizaje. La actividad debe tener notas para el instructor, que le
permitan comprenderla, modificarla o adecuarla y en ocasiones mejorarla. Se debe especificar,
en caso necesario, los conocimientos previos que debe tener el estudiante para poder realizarla,
una estimacién del tiempo necesario para su desarrollo y una estrategia de trabajo. Para las
actividades que ya se han probado con los alumnos, se sugiere agregar observaciones sobre el
desarrollo de la misma y los resultados obtenidos. Las actividades pueden ser disefiadas para
trabajarlas tanto en el salon de clases como en un laboratorio de computo, puedan ser realizadas
grupal o individualmente y algunas pueden servir para dejarlas como tareas extraclase.

Los maestros que realizan o han realizado este tipo de actividades en sus cursos, comprueban
que éstas son atractivas al estudiante, pues al mismo tiempo que aprende conceptos nuevos,
interactla con sus compafieros y maestro. Garfield (1993) sugiere que se trabaje habitualmente
de manera colaborativa, en grupos pequefios de tres o cuatro estudiantes, para que discutan,
analicen y resuelvan el problema, pero segun el tipo de actividad el maestro puede utilizar
diferentes maneras para llevarla a cabo.

En relacion al uso de software

Los estudiantes deben saber como organizar los datos a través del uso de software. No es
posible analizar los grandes conjuntos de datos que se manejan en la practica diaria con tan solo
lapiz y papel. No se recomienda, de ninguna manera, que el estudiante utilice este software de
manera mecanica. EI maestro debe cuidar que el estudiante conozca cémo interpretar las gréaficas
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o calculos realizados y, en la medida de lo posible, que haya realizado esos calculos o graficas
manualmente, por lo menos una vez.

Es indudable que los cambios tecnolégicos han modificado la ensefianza de muchas materias,
entre ellas la estadistica, pero no se puede negar que los recursos tecnoldgicos con que se cuenta
hoy en dia, en muchas universidades del pais, no son suficientes para ir a la par con estos
cambios. Por otra parte, algunos maestros son renuentes a incluir el uso de software en sus
clases, pues no se sienten preparados para ello. Estos problemas deben resolverse con prontitud
pues se debe garantizar que el egresado obtenga los conocimientos y habilidades requeridas en la
practica profesional actual, a la que se enfrentara rapidamente.

Referente a los Proyectos de Clase

Ledolter (1995) afirma que los cursos introductorios de estadistica debieran contemplar
proyectos con datos reales, donde el estudiante aplique las técnicas que se cubrieron en el curso.
El estudiante debe ser responsable de la formulacién del proyecto, la recoleccién de datos, los
analisis realizados y los resultados expresados en el reporte; el maestro solo servird de guia
durante el desarrollo del mismo. Los estudiantes estaran involucrados en todas las etapas del
desarrollo del proyecto para que comprendan y valoren la dificultad de obtener datos relevantes
al estudio planteado. Ademas, estos proyectos le permiten comprender al estudiante que la
estadistica es mucho mas que resumir datos.

Conclusiones

El implementar los cambios anteriormente sugeridos pretende lograr un curso
significativamente diferente al tradicional, pues se otorga un mayor énfasis al dominio de
conceptos, el uso de nuevas tecnologias, la utilizacion de datos reales y la interpretacion de
resultados. Es recomendable que, aunado a la implementacion de estos cambios, se considere
alguna manera de medir como los estudiantes estan respondiendo a ellos, esto permitird una
retroalimentacion que conlleve a mejorar el curso continuamente.
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RESUMEN

Dentro de la historia de la probabilidad y la estadistica el primero en utilizar lo que hoy es
conocido como la aproximacion normal a la distribucion binomial fue Abraham De Moivre.
En su primer intento al respecto este matematico propone una formula de cuadratura
numérica para aproximar una suma de términos, sin explicaciones adicionales sobre como
obtuvo dicha férmula. Esta propuesta constituye asi un misterio sin resolver y en este
trabajo se presenta una plausible explicacion de la génesis de dicha cuadratura. La
explicacion se da en un contexto geométrico apoyada tanto en el estado del arte de las
cuadraturas, en la correspondiente época histérica, como en interpretaciones geométricas
de la cuadratura de De Moivre y de las cuadraturas al uso en ese periodo.

1. INTRODUCCION

Abraham De Moivre (1667-1754) alcanzo la inmortalidad matematica gracias a sus trabajos
sobre el azar, plasmados principalmente en tres libros que cubren diferentes aspectos
matematicos del tema: Doctrine of Chances (1717, 1738, 1756), Annuities upon Lives
(1725, y varias ediciones posteriores) y Miscelanea Analytica de Seriebus et Quadraturis
(1730). Siendo este ultimo el que nos interesa aqui, en particular por la presentacion que en
el hace De Moivre de su logro parcial sobre lo que hoy es conocido como la aproximacion
normal a la distribucion binomial. Este logro lo completd en tres afios y lo publico, en
1733, en una nota corta en latin, que fue traducida al inglés e incorporada, cada vez mas
ampliada, en ediciones posteriores de su Doctrine.

El problema que estaba abordando De Moivre era el primeramente planteado por
James Bernoulli de especificar el nimero N de experimentos necesarios para obtener la tasa
real de casos, dentro de una aproximacion dada. Con su personal tratamiento matematico ¢l
siguid un enfoque distinto, mas en el tenor de Nicolds Bernoulli: dado N, encontrar la
probabilidad,. Para ello comenzé considerando el comportamiento aproximado de la
distribucion binomial simétrica (1+1)". Dentro de esta fase logro dos resultados, entre otros,
importantes: el primero, dar una férmula para un valor aproximado de la razén del término
maximo, M, de la serie binomial, a la suma total de términos de la serie, 2"; el segundo, dar
una formula que le permitia calcular aproximadamente la razon del término méaximo, M, y
otro término, O, a una distancia p del maximo. Y en su obra de 1730 muestra cémo con
estas dos formulas, y una tabla de logaritmos, calcular My Q.

Esto era solo un primer paso, pero el paso importante para superar lo logrado por
Bernoulli en este asunto, y los afios en que lo dio De Moivre, lo sefiala claramente Stephen
Stigler (1986):

Si €l iba a mejorar el resultado de Bernoulli (y ¢l deberia mejorar el resultado

si iba a ser de uso practico), entonces el necesitaba una manera de sumar los
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términos de la binomial cerca del término maximo. Esto es, necesitaba una
manera practica y exacta de sumar Q para.. (p) cerca de cero, o
equivalentemente sumar Q/2" ... En 1730 casi cumplié esta meta, y en 1733
finalmente tuvo éxito.

2. INTENTO DE 1730
Una descripcion del quid del intento de 1730 de De Moivre, junto con plausibles
explicaciones y presunciones sobre el, y el estatus de la cuestion bajo estudio, es presentada
inmejorablemente en la obra ya citada de Stigler, por lo que le cedemos la palabra:
Habiendo mostrado la factibilidad de calcular M/2" y Q/2", quedaba la tarea

de sumar estos términos, digamos, desde p = \"2\n a p = +%\n. En su

primer intento para tratar con esto en 1730, De Moivre se ha contentado con
declarar una formula de cuadratura, sin dar algunos ejemplos numéricos. El
habia mostrado que la curva binomial tiene puntos de inflexién en p = +%%Vn.
Por lo tanto, entre estos puntos la curva podia ser esperado estar
razonablemente bien aproximada por una funcion cuadratica de p, y el area
bajo la curva (o la suma de términos) podia ser encontrada por una féormula
de cuadratura de tres puntos apropiada a funciones cuadraticas.

Hacer lo anterior deberia haber sido “pan comido” para De Moivre ya que para esa época
las formulas de cuadraturas eran bastantes conocidas, en particular, en la Escuela Inglesa a
la que ¢l pertenecia: Isaac Newton y la comunidad matematica de la isla. Ya en 1687, en
sus Principia, Newton deduce un corolario donde afirma que dar un valor cercano del area
bajo una curva conociendo un cierto nimero de sus ordenadas se resuelve encontrando el
area bajo lo que hoy llamamos polinomio de interpolacion para dichas ordenadas, mismo
polinomio que Newton y sus “seguidores” llamaban parabola. Newton concluye dicho
corolario, segun cita aparecida en Jean-Luc Chabert et al. (1999), diciendo “el area de esta
parabola serd cercanamente la misma con el area de la figura curvilinea propuesta para ser
cuadrada: pero la pardbola puede ser siempre cuadrada geométricamente por métodos
generalmente conocidos.”

Mas atn, en la publicacion pdéstuma de Roger Cotes, De Methodo Differentiali
Newtoniana, de 1722, se listan féormulas, sin explicacion, para las areas bajo las curvas en
los casos donde se conocen desde 3 a 11 ordenadas equidistantes, mismas que hoy se
conocen como formulas de Newton-Cotes. Mas aun, en 1730 James Stirling publicé su
Treatise on Summation and Interpolation of Infinite Series, donde sin darle reconocimiento
a Cotes, aparecen dichas férmulas junto con una nueva, para entonces, Tabla de
Correcciones, dada sin justificacion. Estas mismas férmulas también son dadas por Stirling
en su publicacion de 1749, The Differential Method: Or, a Treatise concerning Summation
and Interpolacion of Infinite Series by James Stirling. Entre esta lista la primera de ellas,
para tres ordenadas, es hoy conocida como formula de Simpson 1/3:

ccp=2p 25 0
(Es esta la cuadratura que decide usar De Moivre? La respuesta es negativa ya que en
cambio, propone otra formula de cuadratura; ;cudl es su propuesta y cudndo la hace?
Stigler nos sefiala que,
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En 1730, en un breve corolario presentado sin prueba, De Moivre declara tal
formula (De Moivre, 1730, p. 110). Si 4, B y C son tres coeficientes
binomiales equidistantes, A estando a una distancia p de B y B una distancia
p de C, entonces la suma de los términos desde A hasta C es
aproximadamente

M, = @[( p+1)(A+C)+(4p-2)B]. (I
p

Esta formula suscita varias interrogantes. Para empezar, habiendo una formula, (I),
para el caso de tres ordenadas, que podia ser considerada del “dominio publico”
matematico en la Escuela Inglesa, ;porque no la utiliz6 De Moivre? Ademas, Newton, en
su corolario ya mencionado antes, habia dado un camino a seguir para obtener cuadraturas:
cuadrar polinomios de interpolacién de las curvas a cuadrar, mismo camino que muy
posiblemente sigui6d Cotes; ;siguio este camino De Moivre u algin otro? Posponiendo para
mas adelante una plausible explicaciéon de la heuristica de De Moivre, seguimos con la
narracion de Stigler de las condiciones bajo las que us6 su cuadratura y qué paso:

Presumiblemente De Moivre tenia en mente aplicar esta formula con el

término maximo M/2" como By (en el caso simétrico) O/2" como A=C, con p

<Y\n y My O encontrados desde... (las formulas previamente encontradas

por €l)... Pero €l no presenta ningun calculo; y en 1730 no va mas alla de

simplemente declarar la formula.

(Porqué De Moivre no present6 calculos con esta cuadratura?

Si esta carencia de persistencia fue debida a una incertidumbre pesimista

acerca de la calidad de esta aproximacion para p < %\n, o al conocimiento

de que no se podria extender para p grandes (de aqui limitando la

aplicabilidad a azares por debajo de “certeza moral’’), no es conocido.

Por supuesto que lo anteriormente narrado tenia consecuencias para el estatus de la
cuestion en estudio, /pero cudl era este?, Stigler nos lo dice,

El intento de 1730 ha ido solamente al borde de la factibilidad, no ha causa

de que las expresiones... (para calcular M/2" y M/Q ) dejaran cualquier cosa a

ser deseada como aproximaciones a términos individuales de una binomial,

sino a causa de la carencia de una forma analitica compacta para ... (calcular

M/Q ) excluyendo cualquier otro excepto los intentos mas toscos en

cuadraturas. Una aproximacion exitosa a los términos individuales de la

binomial ha sido encontrada, pero no en una forma que permitia la suma facil

de grandes nimeros de términos. Por lo tanto las cuestiones que Bernoulli se

ha planteado antes de 1705 eran todavia frustrantemente incontestables. Con

el simple paso tomado por De Moivre en 1733, esto cambio.
Este paso consistio en que para dar la suma pretendida de términos de la binomial dejar de
lado el usar cuadraturas y, en cambio, usar un procedimiento que descansd en ultima
instancia en integrar término a término una serie, Por estar fuera de los alcances de este
trabajo no abundamos mas en este éxito y seguimos con una especulacion que nos
proporciona una posible explicacion para la génesis de la cuadratura de De Moivre.
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3. UNA POSIBLE EXPLICACION DE LA GENESIS DE LA CUADRATURA
En este apartado ofrecemos una plausible explicaciéon que supone que la fuente
matematica a la que recurri6 De Moivre fue la de las ideas geométricas subyacentes en el
concepto de cuadratura, ideas heredadas del viejo problema de la Cuadratura del Circulo.
En apartado mas abajo damos argumentaciones mas detalladas para considerar plausible y
razonable esta suposicion, aqui damos solamente el esquema general de la génesis.
Empezamos la presentacion notando que si multiplicamos por (p/p) la formula (I) para
CC, , esta puede ser escrita como
CCp= 2p{[A+C]p—i-4pB}’
6p
que interpretada geométricamente es el area de un rectangulo de base 2p, y altura el factor
de la derecha encerrado en “{...}” Ademas, esta altura es un promedio ponderado de los
términos 4, B'y C, donde la suma de los pesos es 6p.

Nos parece razonable y plausible, por razones que se presentaran en apartado
posterior, que De Moivre para proponer otra cuadratura, haya partido del principio de dar
una formula de cuadratura que produjera al menos el mismo resultado que la de Simpson
1/3, es decir, que CCp < CM,,. En el entorno geométrico esto conlleva que la formula que
se vaya a desarrollar debe ser interpretada como el drea de un rectangulo, CM,,= ARM ; un
rectangulo que por la unicidad del rectangulo asociado a Simpson no puede tener ni su
misma base ni su misma altura. En este contexto, a reserva de desarrollar mas abajo una
justificacion, tenemos que para el rectangulo asociado a la cuadratura de De Moivre,
tomamos la base b = 2p+1, con una altura 4 por determinar, por lo que ARM=2p+1)h.
Para la altura se propone que esta sea un promedio ponderado, es decir,

h= {T,[A+C]+T,B
2T+ 1T,
con 27; + T, = 6p. E imponemos que los pesos tengan la forma: ' =p +c1y T> =4p + c».
Obtenemos con ello que el area del rectangulo asociado a la cuadratura sea
ARM = (2p+1) {(p+c)ld+ §]+(4p +¢,)Bj}
P

Ahora de la condicién 27, + T, = 6p, con un breve desarrollo algebraico:

6p =21 +1»,=

=2ptc)t(@ptc)=

= (2p +4p) + (2¢1 + ¢2)

es decir, 6p = (2p +4p) + (2¢) + ¢2)

y 2p+4p=6p

por lo tanto, 2¢; + ¢, =0,

obtenemos la relacion: ¢, ="\ 2c¢;. Una relacion lineal entre ¢; y ¢;, para c;#0, ¢; #0.

Con esta relacion rescribimos la formula ARM para el area como
P

(111

Habiendo obtenido como area ARM del rectangulo la expresion anterior, para
desprender de ella la formula especifica (II) para CM, , establecida por De Moivre, basta
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con el requerimiento de que en el caso p = 1 se debe obtener la suma correcta de términos
de la binomial

A+ B+ C=(3/6){(1+ c))[A+C]+(4 \2¢c1)B},
que implica
A+ B+ C=(1/2){(1+ c))[A+C]+(4 \2¢1)B}

Comparando los términos correspondientes a ambos lados, lo anterior implica que se
cumplan dos ecuaciones lineales,

(1/2)(1+ e =1 v (1/2)( (4 2¢)) =1

que tienen la solucién comin ¢; = 1. 'Y con la relacion obtenida antes para ¢; y ¢, ¢z =N\ 2.

Con estos dos valores y recordando el postulado inicial CM, = ARM, llegamos a la
cuadratura propuesta por De Moivre,

cur, = Co+D

[(p+D(A+C)+(@4p-2)B].

Vemos con todo lo anterior que desde el ambito geométrico es posible dar una
explicacion de la génesis de la formula de De Moivre.

4. JUSTIFICACION PARA EL FACTOR 2p+1

(Por qué el factor 2p+1 en la cuadratura CM, propuesta por De Moivre? Desde
nuestro punto de vista moderno, con una perspectiva probabilista, se puede dar una
justificacion si recordamos la costumbre de tomar los términos de la distribucion binomial
como areas de rectangulos de base 1 y altura el término de la binomial. En esta perspectiva,
tener las ordenadas 4 y C a distancia p de B, es considerar dichas ordenadas como alturas
situadas en el centro de la correspondiente base 1 del correspondiente rectdngulo (Ver
figura 1), por lo que otra alternativa es situarlas en el extremo de la base mas alejado de la
ordenada B. Haciendo esto se lleva las ordenadas 4 y C a la distancia p +%2 de B. Lo que
plantea que la suma para tres ordenadas 4, B y C sea, ahora, con esta nueva equidistancia;
y que se plantee por consiguiente una cuadratura para tres ordenadas con la equidistancia p
+/. Si se aplica la cuadratura de Simpson, entonces, se obtiene:

plA+Cl+4pB
}.
6p
Formula que corresponde al area de un rectangulo RC, ., de base 2p+1 y altura el factor
entre “{...}”.

CCpiv= (2p + 1)}
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Figura 1

Consideramos que entonces no parece descabellado introducir el factor 2p+1 en la
cuadratura CM,, a desarrollar, pues este corresponderia, asi, a la base del rectingulo RM
cuya area seria igual a la cuadratura. Nuestra consideracion se ve reforzada mas aun, si
notamos que la altura del rectangulo RC, v, es el mismo promedio ponderado que aparece
en la formula CC,, propiciando con ello que se vuelva atractivo proponer para altura del
rectangulo RM un promedio ponderado, tal como hicimos en el apartado correspondiente
mas arriba.

Todavia mas, se tenia que proponer un nuevo promedio ponderado como altura,
porque resulta obvio que con la cuadratura CC,+1, obtenemos un area mayor que la dada
por CC,; de hecho,

[4+C]+4B

CCpsn N\, CCp= :

av)

Por lo anterior, no se puede proponer directamente CC, + 1, para llevar a cabo la suma de
términos de la binomial. En sintesis, y a nivel especulativo, la situacion para De Moivre
era la siguiente: si no iba a usar la formula conocida CC, y la CC, +:, daba un valor mayor,
la cuadratura CM,, que €l propusiera debia dar entonces un valor intermedio:

CC,< CM, < CCps 1,

Noétese que proponerse esto es plausible pues en el tema de las Cuadraturas en esos
tiempos ya se estaban mejorando las formulas de cuadraturas de Newton-Cotes
anadiéndoles correcciones. Mas precisamente, en el trabajo de 1730 de James Stirling ya
mencionado, sin darle reconocimiento a Cotes, aparecen las formulas junto con una nueva,
para entonces, Tabla de Correcciones, dada sin justificacion. Para el caso de tres ordenadas
la correccion de Sirling requeria usar dos ordenadas mas, una por cada lado, con la misma
equidistancia que la que habia entre las tres iniciales. Asi, podemos pensar que De Moivre
intentd dar una férmula mejorada de cuadratura para tres ordenadas que no requeria
ordenadas adicionales equidistantes, sino que usaba las tres iniciales y la “correccion”, en
términos de afiadir 4rea a la cuadratura conocida, se lograba con el traslado de % unidad a
ambos lados para 4 y C. Esto parece factible si recordamos que sus ordenadas eran
probabilidades y si consideramos que su formula estaba pensada no para cualesquiera tres
ordenadas, sino para este tipo de probabilidades. En resumen, consideramos que la
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cuadratura de De Moivre es una formula corregida para el caso de tres probabilidades
binomiales: un uso de una técnica mas general en el campo de la probabilidad pero un uso
adaptado y acondicionado a dicho campo.

5. ALGUNAS FORMULAS UTILES

Lo dicho en la parte final del apartado anterior se vera mas soportado cuando demos
una interpretacion geométrica de la cuadratura propuesta por De Moivre, pero para ello
necesitamos antes, analizar geométricamente la diferencia entre las cuadraturas de Simpson,
CC, y CC, + v Recordemos que CC, corresponde al area bajo el arco de paradbola
determinado por las tres ordenadas, y encerrado por las ordenadas 4 y C, y el segmento del
eje X entre dichas ordenadas extremas, donde dicho segmento mide 2p. Andlogamente para
CC, + v, pero en este caso el segmento entre las ordenadas extremas mide 2p + 1. Si en una
misma figura dibujamos ambas éreas,

A
v
A
v

nos damos cuenta que CC, + 1, se puede obtener de CC, de la siguiente manera: al 4rea
CC, le sumamos el area del rectangulo R/, a la izquierda de base 2 y altura 4, le sumamos
el area del rectangulo RD, a la derecha de base '2 y altura C, y el area sombreada, AEP,
entre los arcos de parabola de CC,+, y CC,. Es decir,

CC,+vy = CCp+ Vs (A+C) + AEP. V)

Con esto y usando (IV) obtenemos una formula para el area sombreada entre los arcos de
paréabola,

AEP=CC, .y, N\, CC, \, ¥ (A+C)
AEP= (2B, [4+C]) /3. (VD)

Formula que nos sera util en el siguiente apartado.

6. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA CUADRATURA
Desde la formula propuesta por De Moivre

M, = (2p+1)
6p

[(p+1)(4+C)+(4p—-2)B],
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un desarrollo algebraico algo extenso, pero sencillo, que omitimos por cuestiones de
extension, nos lleva a:

CM,=CC,+ % (A+C) + ( 1/6p )([A+C] "\, 2B),
que, recordando la presuncion de Stigler, B> A, B> C, escribimos como,
CM,=CC,+ %2 (A+C) "\, ( 1/6p )( 2B\, [4+C]). (VII)

Interpretando geométricamente esta formula vemos que De Moivre a la cuadratura de
Simpson, CC,, le estd sumando las é4reas de los rectangulos mencionados arriba: el
rectangulo, R/, a la izquierda y el de la derecha, RD, y esta restando un término, 7M, donde

TM=(1/6p )(2B N\, [4+C]). (VIID)

Asi, notemos entonces que la correccion hecha por De Moivre a la formula
conocida por sus contempordneos consistio en sumar areas de dos rectangulos y restar otro
término. De aqui confirmamos, por un lado, de (VII), que al sumar, se buscaba el
cumplimiento de la desigualdad CC, < CM, ; y por otro lado, comparando (V) y (VII), que
al restar, se buscaba CM, < CC, . .. Mas facil de observar que se cumplen ambas
desigualdades si comparamos la siguiente figura con la presentada inmediatamente antes
para CM,y CC,+v:

C Cp \ ...........
RI B RD
A C
Y, T ey Y,
< P > < P >

Donde la altura del rectangulo gris es 7M/2p y la base 2p, por lo que su area es 7M. El area
de este rectangulo es la que se esta restando en la féormula propuesta por De Moivre.

De (VIII) ya tenemos una férmula para el area restada 7M pero ;qué relacion guarda
ella con las cuadraturas de Simpson? Comparando (VI) y (VIII) es obvio que

TM = AEP | 2p.

Es decir, jel area restada TM es una proporcion del area AEP entre los arcos de parabola!

XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



REESCRIBIENDO LA HISTORIA: DE MOIVRE Y SU CUADRATURA

7. CONCLUSION

Esperamos que los argumentos aqui expuestos sean apoyo mas que suficiente para
la aproximacion geométrica a la génesis de la cuadratura De Moivre. Esta explicacion
adquiere verosimilitud si recordamos que los matematicos del periodo historico de los
personajes mencionados en este texto denominaban con el término “cuadraturas” las
formulas que hoy, para nosotros, son de integracion numérica, y que este tema matematico
surgid del entorno geométrico, en particular del antiguo problema de la Cuadratura de
Circulo y la Cuadratura de la Pardbola, especificamente de arco de parabola, que derivaron
en la busqueda de cuadraturas de curvas, entendiéndose por ello el dar un rectdngulo cuya
area fuera igual a la del area bajo la curva. Siendo estos estudios de prosapia matematica
parece verosimil que De Moivre haya recurrido al bagaje geométrico en el tema de las
cuadraturas para afrontar el reto de dar su propia formula. Por supuesto que la plausible
explicacion presentada aqui no pasa de ser una especulacion: la historia de la génesis de la
cuadratura de De Moivre todavia aguarda su descubrimiento y narracion.

Ademas, el considerar que De Moivre pretendia dar una formula que diera al menos
el mismo resultado que daba la conocida cuafratura de Simpson 1/3, conlleva, de cara al
fin Ultimo del trabajo de De Moivre, que, para efectos practicos, el intentar aproximar la

suma de términos de la binomial por cuadraturas numéricas llevaba a un callejon sin salida.

Muestra de la brillantez e intuicién matematicas de De Moivre fue abandonar entonces esta
ruta e intentar una via alterna que lo condujo al logro plasmado en su texto de 1733.
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INTERACCIONES DEBILES: ONDAS COMPUESTAS
EN UN FLUIDO DE DOS CAPAS

Inna Shingareva Carlos Lizarraga Celaya

Departamentos de Matematicas y Fisica, Universidad de Sonora

Resumen

Este trabajo es una introduccion a problemas de interacciones de ondas no lineales
en fluidos. Se considera un problema de interacciones débiles de dos modos de ondas
estacionarias en un fluido de dos capas. Se describen las interacciones débiles en las que
pueden aparecer ondas compuestas. Con ayuda de métodos de dlgebra computacional,
se desarrolla un método asintotico para obtener las soluciones asintoticas de ondas
compuestas en variables Lagrangianas.

1 Introduccion

Es conocido que las ecuaciones de evolucién no lineales se pueden dividir en dos grupos: las
ecuaciones integrables (para las cuales se conocen soluciones exactas o se pueden deducir
propiedades finas de las soluciones) y las ecuaciones no integrables. Sin embargo, en la
literatura cientifica se conoce un nimero pequeno de resultados para describir propiedades
finas de las soluciones, como se ha hecho en el caso integrable. En este trabajo se desarrolla
un método para la descripcién de la evolucién e interaccion de ondas para un sistema de
ecuaciones diferenciales no integrables.

Consideramos un ejemplo importante de un sistema no integrable: las ecuaciones para la
dinamica de fluidos que describan interacciones débiles de ondas estacionarias compuestas en
un fluido de dos capas. Restringiendonos a este sistema particular, desarrollamos métodos
cuya estructura general nos permitira investigar sistemas hiperbdicos cuasilineales generales
y sistemas con dispersion o viscosidad pequena.

Desde nuestro punto de vista, el problema abierto méas interesante tiene que ver con la
descripciéon de la interaccién de ondas rapidamente oscilantes para el problema de frontera
libre en fluidos de dos capas.

Desde el punto de vista aplicado, los resultados del trabajo se pueden utilizar en oceano-
logia y varias aplicaciones técnicas, por ejemplo, en la generacion de algunos tipos de ondas
en las zonas costeras y mar adentro, en el fenmeno de mezclado y rompimiento de olas en el
oceano, en la dinamica de cohetes de combustible, para el transporte en fluidos no uniformes,
en el proceso de extraccion de petréleo, y otros.

En este trabajo se considera el problema de interacciones de dos modos de ondas estacio-
narias no lineales para un fluido de dos capas infinitas en un dominio rectangular. Suponemos
que el fluido es ideal (incompresible e irrotacional) inviscido. Las ondas bidimensionales, y
los efectos de tension superficial en la frontera libre son despreciables.
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Con ayuda de métodos de algebra computacional, se desarrolla un método asintético para
construir la solucién analitica aproximada. El sistema de ecuaciones diferenciales parciales
y las condiciones de frontera se describen en variables Lagrangianas. Escogemos la solucion
de la aproximacion lineal en la forma de una onda estacionaria de dos modos.

El método asintético se basa en la teoria de perturbaciones y es una generalizacion del
método para obtener las soluciones que describen el movimiento de ondas estacionarias en
un fluido de una y dos capas en variables Lagrangianas, ver, por ejemplo, [?], [?], [?], [?].

En general, es conocido que se pueden realizar dos tipos diferentes de interacciones de
modos de ondas: las interacciones débiles y las interacciones fuertes. En este trabajo se
estudian las interacciones débiles en las que pueden aparecer ondas compuestas. El término
de ondas compuestas fué introducido por Yakov Ivanovich Sekerzh-Zenkovich en 1951 [?].
Las ondas compuestas representan una combinaciéon de dos modos, componentes que se
preservan en el tiempo. Hacemos notar que las interacciones fuertes en las que pueden
aparecer ondas compuestas, las transferencias de la energia de un modo a otro, y fenomenos
méas complicados, es un tema para investigaciones futuras.

Construimos procedimientos apropiados de dlgebra computacional (con ayuda del sistema
Maple) para auxiliarnos en la construccién de soluciones asintéticas (en este trabajo no se
presentan los procedimientos).

2 Planteamiento del Problema

Consideramos un problema de interacciones de dos modos de ondas estacionarias no lineales
en un fluido incompresible, irrotacional e inviscido, de dos capas en un dominio rectangular

D={0< M < L,n(z,t) < y < oo} U{0 < t? <L —00<y? < n(z,t)}.

Se estudia una version estable del problema de superficie libre y consideramos que la capa
superior es mas ligera que la capa inferior, i.e. la razon de densidades

B p(l)

v=—7 <1
PR

Se considera el movimiento en dos dimensiones de ondas de gravedad no lineales estacionarias
en el dominio D. Fijamos el sistema de coordenadas cartesiano 0y en la interfaz entre los
dos fluidos de tal forma que el eje x describe los flujos horizontales de fluido en las dos capas
(™ (m = 1,2), el eje y vertical, de tal forma que la superficie libre sin perturbar tiene
coordenadas y™ = 0y 2™ ¢ [0, L], donde L es la distancia entre las dos paredes verticales.

Introducimos, como en [?], las variables Lagrangianas (a™,b): en t = 0 la frontera libre
es {x(™(a™ 0,0), y™(a™,0,0)}; la frontera libre es {z(™(a(™0,t),y™ (a™ 0,t)} en
cualquier instante de tiempo; en las fronteras sélidas vertical y horizontal (de arriba y abajo)
del dominio a(™ =0, '™ = L y b = +00 las velocidades horizontales asgm) =0;ent=0y
B(zm), ym)

=1.
d(a™ b)

en cualquier instante de tiempo, los Jacobianos J =
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Escribimos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales y las condiciones de frontera
para un fluido de dos capas de la siguiente forma:

(m)
+ )yt =0,

e

(m)

Ty $z(zm)+(3/( e

(m),.( (m)

Tt mbm)+<ytt —f—g)y(m)—l—p(m) =0,
a(aj(m)’ y(m)) )
d(a™, b) ’
2™ (0, b, t)=0, (L,b,t)=L (1)
y™ (0™ (1) oo, t)=(—1)"""oo,
D@, 0,¢) — 2 (0™ 0, 1) =

donde (™ (a™ b, t) y 4™ (a'™ b, t) son las coordenadas de las particulas individuales en
movimiento, p(m (a(m) b,t) es la presién en las capas de fluidos (la superior e inferior, re-
spectlvamente), y p™ son las densidades de fluidos. Consideramos el problema sin permitir
efectos de tension superficial en la frontera libre del fluido.

Introducimos las siguientes escalas:

w(‘I) — n(Q) w(q)t, I{A(q) = €B(q) (q = ]-7 2)7
a™ =ak, B=1br, (m=12),
ra™M=aM4ec™ gy =F+en™,

,i2p(m):_(Kp(m)g)ﬁy(m)+8p(m) ()a(m)’
1—~ p m
2 _ _ _ _
W(o)—g)\f<¢7 /\—mv 7_ﬁ /ﬁ—z,

donde @, w@ B@ p@ (¢ = 1,2) son, respectivamente, las fases, las frecuencias no
lineales, las amplitudes, y los ntimeros de los modos de la onda, a(™, 3, (m = 1,2) son las
variables Lagrangianas, £, n(™ (™ son las funciones desconocidas, y w(o) s la frecuencia
lineal.

Denotemos por £ (i = 1,...,4) los operadores lineales
LNX,2Z) = LYX) + Z ),
LAY, Z)=LNY) + Zg,
L3X,Y) = X, m + Y,
54(X = n(l)X¢(1)w(1) + n(z)X¢(2>w(z) + 2V n(l)n@) X¢(1)¢(2).

y reescribimos el problema de valor a la frontera (?7) en términos de los operadores lineales
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y la forma adimensional:

£HE™, 0t) = —e{ L4 (€M), + L1 (™ )nn b

™o >—4ﬁ@ wm+ﬁ( ™)},

Es(f(m 1 m)) = —E{fa(m Ur; b 55 a(m}a 2)
(0, 8,0 )=0, €™ (x, B,9\9)=0,

U(m)( (m), (_1)m 100’¢(q)):0> q = 1727

ol — 04(2) — _5{5(1) D 0,9@) — @ (a (2)707¢(Q))}7

(a0, —

14 2) (142K —

donde

IC1:7
Ky =

(a

(oW

0,99 —

( (2)0¢Q))_0

(1=K} =0

n<<”ow>
7w(q)_ ( 7w(q )7

En la primera aproximacién de (??) obtenemos el problema lineal:

0,
0, n'

3(5 m) (m ) — 0’
<<m< 1)™ oo, ¢0)=0,
n? (a@) ¢(Q)) 0,

q=1,2,

£1(£ m) _(m ) _0, £2( (m))

¢m) (0 ) (7r B, w )

o) — ( ) =0, 77(1)( ),0,9) —
21+ 9) {1+ 1K = (1 = 7)Ks} =

Para el problema de interacciones débiles de ondas estacionarias no lineales, escogemos la
solucién del problema lineal en la forma que describe la superposicion de dos modos lineales

con las amplitudes

BW y B® las fases ™M)

y 1® y los nimeros de modos n(!) y n(?:

F ) = (=1)" ' BW exp[(=1)"nV ] sen(an®) cos(vV) +
(—1)" ' B® exp[(~1)"n'® §] sen(a!™n) cos(v?),
FOMIGE) = B0 o170 cosa ) cos(t) +
B® exp[(—1)™n® g] cos(a™n@) cos(4p@),
Fulgmy - — (1) BW exp[(—1)"nY 5] cos(a™nM) cos (1)) +
(=1)"B® exp[(—1)"n® 3] cos(a™n?) cos(1)?),

donde las amplitudes y las fases satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

dBW
=0
dt ’
dB®)
dt 0,

88

= Vn w
= Vn®

dt
dyp®
dt
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3 Método Asintético

En la construccion de la solucién asintética generalizamos el método [?] aplicado al estudio
de un modo del fluido de dos capas.
Definimos la serie de potencias en el parametro de amplitud e

N
) — L omy Zgi—lu(m)(z’) +O@EY), u=¢n,o0, (3)

=2

donde £M@  pm)@) 56 son funciones desconocidas, 2r-periddicas en ¥y, 1y v o™ de
las variables o™, 3, 11, 5. Suponemos que £ 7™ y ¢(™) se pueden expander en este
tipo de series.

Considerando ondas estacionarias débilmente no lineales, podemos suponer que las fre-
cuencias de los modos de la onda no lineal w; y w9 estén cerca de las frecuencias de los modos
de la onda lineal w):

dyp(@) iy ;

donde w((f)) son nuevas correcciones desconocidas a la frecuencia de la onda no lineal.

Hacemos notar que la obtencién en cada aproximacion de las condiciones de frontera en
la frontera libre es un procedimiento especial y similar al procedimiento cuya descripcion y
listado del programa se presentan en [?]. Aqui indicamos sélo la idea del procedimiento: con
la nueva variable « para la descripcion de la frontera libre las variables Lagrangianas en las
capas superior e inferior o™ son

N
o™ = a4 (=1)™ Z gAY L O(eN).

=2

Si aplicamos las tres condiciones en la frontera libre y expandemos las expresiones analiticas
en serie de Taylor, obtenemos en cada aproximacién los valores del nuevo parametro A®
(1=1,2,...,N) y las condiciones de frontera en la frontera libre.

Buscamos una solucién 27-periédica en @ y o™ (¢, m = 1,2) al sistema de ecuaciones
de movimiento y condiciones de frontera (?7) en la forma:

om0 = T Y@ EmR )y~ g V= EH, T,
4,k,1=0

donde =M@ F @5 53 (m)E)TkL §; w((iq)), gom=1,2,i=2,..., N, son constantes descono-
cidas.

Si sustituimos estas series en el sistema lineal no homogéneo de ecuaciones diferenciales
parciales, condiciones de frontera sélidas y las condiciones de frontera libres, y aplicamos las
condiciones de ortogonalidad para soluciones periddicas, obtenemos una familia de sistemas
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de ecuaciones algebraicas lineales con respecto a los coeficientes desconocidos, =@kl
Hm @kl )@k hara cada aproximacion.

Al encontrar en la solucién aproximada todos los coeficientes en w((f)), g =12 i =
1,...,N — 1, escribimos las relaciones de frecuencia-amplitud para el problema de interac-
ciones de ondas en un fluido de dos capas utilizando las ecuaciones diferenciales ordinarias
(??) para las fases (V) y 9(®) de los modos de la onda:

(1) 1
_fl) —1— 52—8(1 e (B2 W (1 +42) + 40D (n@ — nW)(B@)2y| 4.
n W(O) i |
i i (5)
& =1- 52; (B0 (1 442 + 4nM (n® — oWy (BW)2y | 4+
Vn@ w 8(1 4 )2 o
(0) L i

4 Comparacién de Resultados

Ahora comparamos los resultados analiticos para las relaciones de frecuencia-amplitud (?7?)
con los resultados conocidos en la literatura cientifica.

Al considerar que los niimeros de los modos de la onda son iguales, n(® = n(!), obtenemos
las expresiones analiticas para el problema de ondas estacionarias de un modo en un fluido
de dos capas [?], la formula (27):

1+~2
8(14)?

g2
w(0)

+O(£9). (6)

4| 159164945497~ 647423
256(11)"

Si ponemos p(l) =0yn® =nM ie. el caso limite asintético de no poseer capa superior,
tenemos v — 0, obtenemos la relacion de frecuencia-amplitud para el problema de ondas
estacionarias superficiales de un modo [?], la formula (11):

w 1 23

L4+ 0(e%). 7
w0 55~ a5ec T OE) (7)

Esto significa que se recuperan los resultados de Rayleigh [?], Penney y Price [?], Aoki [7]
en variables de Euler y los resultados previos de los presentes autores [?], [?] en variables
Lagrangianas.

Si hacemos p(¥ = 0, obtenemos el caso particular del problema de interacciones de
modos de ondas, i.e. consideramos el problema de ondas estacionarias superficiales de dos
modos. Para este caso ponemos v — 0 y obtenemos las relaciones de frecuencia-amplitud
de dos modos de la onda las cuales son iguales a (7?). Esto significa que los coeficientes que
describen las interacciones de ondas son ceros, i.e. las ondas superficiales no interactuan en
el problema considerado.
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ACOPLAMIENTO MAXIMO Y CUBIERTA MINIMA EN GRAFICAS
BIPARTITAS Y PROBLEMA DE ASIGNACION.

M.1.0. Joaquin Lopez Borbon, M.C. Mario Gomez Quezada

En esta platica se plantearan tres problemas clasicos de optimizacion combinatoria, se
desarrollaran algoritmos para su solucién y se presentara su implementacion computacional.

Este es un ejemplo de un problema de acoplamiento maximo.

Nivel Medio Superior y Superior

Universidad de Sonora

Resumen

Introduccion

Con el fin de ilustrar los problemas de optimizacion combinatoria por desarrollar,
consideremos los siguientes problemas:

Problema 1.- El departamento de idiomas cuenta con 6 profesores, para cubrir 6 trabajos de
traduccion. En la siguiente tabla se determina si un profesor u; tiene o no habilidades para
realizar cada uno de los trabajos v;. El problema es determinar el nimero maximo de trabajos que
se pueden realizar, de tal manera que cada profesor no debe de asignarse a mas de un trabajo.

Vi

V,

Vs

V,

Vs

Vs

u, | Si | Si [ No| Si | No| No
U, | Si [ No| No| No | No | Si
Uus fNo| Si | Si | No| Si | No
U, | Si | No| No| No| No | Si
Us | No | No | No| Si | No| Si
Us | No| Si | No| No| No | Si

Problema 2.- Una empresa necesita realizar 6 tareas y a escogido a 6 de sus empleados que
las han llevado a cabo con anterioridad. Las unidades de tiempo de cada empleado para ejecutar
cada tarea se presentan en la siguiente matriz, donde los renglones representan a los empleados

y las columnas a las tareas.

El problema de la empresa es el de decidir como “asignar” cada empleado a una tarea y cada
tarea a un empleado, de tal forma que la suma de los tiempos de ejecucion de las 6 tareas,
Ilamado valor de la asignacidn, sea minimo. Este problema es un ejemplo de problema de

asignacion. T
1

-

N}

~

3

m m m m mm
w
N © w o g b~

=

Problema de acoplamiento maximo.

T,

P o w ks~ O©N

T,

A O © o1 01 O

T,

O N N 0 oo N

Ts

© b A b O ©

T

PN RN WD

E, —— Empleados
T; —— Tareas

Una grafica bipartita esta formada por dos conjuntos no vacios, finitos y sin elementos en
comun, cuyos elementos se llaman vértices o nodos de la grafica y un conjunto de aristas o lados
que unen vértices de un conjunto a otro, no se permite que las aristas unan vértices del mismo
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conjunto, de ahi el nombre de bipartita. El problema 1 puede modelarse mediante una gréafica
bipartita donde un conjunto de vértices representan a los profesores, el otro conjunto de veértices

Figura 1 Figura 2

a los trabajos y si el profesor u; tiene habilidades para desarrollar el trabajo v; se representa
mediante la arista de u; a vj, La figura 1 es la grafica bipartita que modela al problema 1.

Un acoplamiento en una grafica es un subconjunto de sus aristas que no tienen vértices en
comun. En las graficas anteriores, las aristas remarcadas con lineas gruesas son ejemplos de
acoplamientos; acoplamiento de 4 aristas en la figura 1 y acoplamiento de 5 aristas en la figura 2,
ambos de la misma grafica.

Como el nimero de aristas en una grafica es finito, se plantea el problema de encontrar el
acoplamiento que tenga el mayor nimero de aristas de la grafica, a esto se le Ilama problema de
acoplamiento méximo. Por lo tanto el problema 1 es un problema de acoplamiento méximo. En
el acoplamiento de la figura 2, se vera después que es un acoplamiento maximo, es decir, en
dicha grafica es imposible encontrar otro acoplamiento con mas de 5 aristas, que en problema 1
significa que 5 es el maximo numero de trabajos que se pueden realizar.

Una sucesion de vértices es una trayectoria si en la grafica existen aristas que unen los
vértices consecutivos, ademas se dice que la trayectoria es aumentante con respecto a un
acoplamiento si comienza con una arista que no esté en el acoplamiento, la que sigue esta en el
acoplamiento y la que sigue no esta, y continda asi alternadamente hasta terminar con una arista
que no esta en dicho acoplamiento. Por ejemplo en la figura 1 u,,v,,u,,v,,U;,V, €S una

trayectoria aumentante en el sentido de que si metemos al acoplamiento las aristas de la
trayectoria que no estaban en el acoplamiento y sacamos del acoplamiento las aristas de la
trayectoria que si estaban, dejando igual todas las aristas de la grafica que no estan en la
trayectoria, se obtiene un nuevo acoplamiento, con una arista mas que el acoplamiento anterior,
el nuevo acoplamiento obtenido se ilustra en la gréfica de la figura 2.

De lo anterior se deduce que para encontrar un acoplamiento maximo en una grafica, se
requiere comenzar con un acoplamiento inicial, luego encontrar una trayectoria aumentante para
obtener un nuevo acoplamiento con una arista mas, repetir lo anterior hasta que ya no se pueda
obtener trayectoria aumentante, lo cual significa que el acoplamiento actual es maximo. Este
algoritmo fue deducido por Berge [9]. Como se puede observar el acoplamiento, en la gréfica de
la figura 2, es maximo, debido a que no existe ninguna otra trayectoria aumentante.
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Problema de cobertura minima.
Una cubierta de una grafica es un subconjunto de sus nodos tales que toda arista de la
gréafica tiene al menos uno de sus extremos en dicho subconjunto de vértices. Por ejemplo en la
figura 2, u,,u,,u,;,u,, U, U, €s una cubierta con 6 vértices. Otra cubierta de la misma gréfica no

tan evidente es u,,v,,Vv,,Vv,,V, la cual tiene 5 véertices. Como el nimero de vértices en la grafica

es finito, tiene que haber una cubierta que tenga el menor numero de vértices, encontrar esta
cubierta se le conoce con el nombre de problema de cobertura minima. Por lo tanto en una
gréfica, cualquier cubierta K contiene al menos un vértice extremo de toda arista de cualquier

acoplamiento M, es decir [M| <|K| para cualquier acoplamiento M y cualquier cubierta K (| |

denota cardinalidad).
En caso de que M| =|K| se garantiza que M es maximo y K es minima. Como ejemplo, la

cubierta u,,v;,V,,Vv, Vs s minima ya que el acoplamiento maximo (figura 2) tiene también 5

aristas. De lo anterior se deduce que un método para encontrar la cubierta minima es encontrar
un acoplamiento maximo, luego, si se encuentra una cubierta (si es que existe) con el mismo
numero de elementos del acoplamiento maximo, esta cubierta tiene que ser minima. Hall en 1937
[2] demuestra un teorema que lleva su nombre, del cual se deduce que en una gréafica bipartita
siempre se puede encontrar una cubierta minima con el mismo numero de elementos que un
acoplamiento maximo, de dicha demostracion se deduce un algoritmo para encontrar dicha
cobertura minima.

En el siguiente contexto se dice que dos vértices de una grafica son adyacentes, si existe una
arista que los une, y al conjunto de vertices adyacentes a un vertice dado se le llama vecinos de
dicho vértice. Ademas, si una arista pertenece a un acoplamiento se dira que sus Vvértices
extremos estan acoplados en caso contrario se dira que es un vértice expuesto.

Para encontrar una cubierta minima en una gréafica bipartita supdngase que ya se tiene un
acoplamiento méximo, entonces ocurren dos casos: todos los vértices a la izquierda estan
acoplados 6 existe al menos uno de ellos expuesto. En caso de que todos estén acoplados,
entonces se escoge la cubierta formada por dichos vértices; esta cubierta es minima ya que por
cada vértice rengldn existe una arista del acoplamiento.

Si existen vértices expuestos, incluirlos en un conjunto S, us es expuesto en el acoplamiento
de la figura 2 entonces S = {ug}. Luego encontrar todos sus vecinos, en este caso son Vv, y Vs €
incluirlos en un conjunto V(S) entonces V (S) = {VZ,V6}, estos vecinos no deben ser expuestos ya

que por ser un acoplamiento maximo no existe trayectoria aumentante, es decir, por cada vértice
vecino existe una arista en el acoplamiento y ademas V (S) = {v2 ,ve} cubre a todas las aristas que

salen de S = {us}.

Enseguida, de cada vértice de V(S) regresarse por la arista en el acoplamiento e incluir en S
los vértices acoplados, en este caso son u; y Up, es decir el nuevo S = {us, Ui, U.}. Repitiendo
como al principio, encontrar todos los vecinos de los vértices incluidos en S, es decir de u; y uy,
e incluirlos en V(S) (los que no estaban), estos son, vi Yy Vg, €l nuevo V(S) = {vz,ve,vl,v4} puede

observarse también que v, y V4 cubren todas las aristas que salen de u; y up, pero ademas vy y vq
estan acoplados (por que de lo contrario existiria una trayectoria aumentante) de ahi que por cada
vértice incluido en V(S) existe una arista acoplada no considerada anteriormente. Hasta ahora se
puede afirmar que V(S) cubre todos los vértices de S y por cada elemento de V(S) existe una
arista diferente del acoplamiento. Igual como se hizo anteriormente, regresar de v; y v4 por la
arista en el acoplamiento e incluir en S los vértices acoplados estos son ug y Us, €l nuevo S = {us,
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U, Uz, Us Y Us}. Al repetir el algoritmo, es decir, incluir en V(S) los nuevos vecinos de us Y Us, N0S
damos cuenta que ya estan incluidos, lo cual tenia que suceder dado que existe un nimero finito
de vértices a la derecha. De esta manera se construye que V(S) cubre todas las aristas que salen
de S, y ademas por cada elemento de V(S) existe una arista diferente en el acoplamiento. En caso
de que S no contenga a todos los vértices de la izquierda, llamemos a este conjunto complemento
de S denotado por S°, es un hecho, que cada uno de estos vértices esta acoplado, porque de otra
manera estaria en S desde el principio del algoritmo, ademas V(S) seguramente no cubre a todas
las aristas que salen de S°, al menos no cubre las aristas en el acoplamiento que sale de S,
porque recuerde que el algoritmo se regresa por la arista acoplada e incluye en S el vértice
renglon acoplado. Lo anterior indica que S© cubre el resto de las aristas no cubiertas por V(S) y
ademas como cada vértice renglon de S° estd acoplado entonces existe también, (al igual que
para V(S)) una arista distinta en el acoplamiento. En conclusion, la union de los vértices de V(S)
y S° son una cobertura con el minimo nimero de elementos que el del acoplamiento méaximo, por
lo tanto esta cobertura es minima. Para la grafica anterior S° = {us} y V(S) = {vz,ve,vl,v4} los

cuales forman la cubierta minima.

Problema de asignacion.

El problema 2 es un ejemplo de problema de asignacién; a la matriz dada se le llama matriz
de asignacion o matriz de costo 0 peso, y sus entradas pueden representar tiempos, habilidad,
distancia, beneficios, prioridad o cualquier otra.

Una asignacion consiste en escoger un elemento que en cada rengldn y en distinta columna.
Por ejemplo una asignacion es: empleado 1 a tarea 1, empleado 2 a tarea 2, empleado 3 a tarea 3,
empleado 4 a tarea 4, empleado 5 a tarea 5 y empleado 6 a tarea 6, con valor de asignacion 30,
como se ilustra en la matriz figura 3 remarcando las entradas

4 2 6 2 8 4 4 2 6 2 8 4
59 5 6 8 3 5 95 6 8 3
9 45 8 4 7 Co 9 45 8 47
33917 41 3397 41
9 6 6 2 4 2 9 6 6 2 4 2
7 1 45 9 1] 71 45 9 1]
Figura 3. Valor de asignacién = 30. Figura 4. Valor de asignacién = 17

Otro ejemplo de asignacion con valor de asignacion 17, es remarcada en las entradas de la
matriz de la figura 4.

Problema de asignacion en términos de programacion binaria.
Considerando que C = {c;; } es la matriz de asignacion, el problema de asignacion en
términos de programacion binaria, queda formulado como:

min(Z) :Zn:zn:cijxij (1)
S. a.zn:xijzl; i=123---,n 2

96 XV Semana Regional de Investigacion y Docencia en Matematicas



ACOPLAMIENTO MAXIMO Y CUBIERTA MINIMA

%=L j=123,n (3)
i=1

x; =01 paratodai,j=123,-n 4
Si el ij-esimo elemento de la matriz de asignacion se a escogido en la asignacion x; =1, en
caso contrariox; =0. Las restricciones (2), (3) y (4), exigen que se elija exactamente un

elemento en distinto renglon y en distinta columna. Ademas la funcion objetivo (1) exige que el
valor de esta asignacion sea de valor minimo. De esta manera el problema de asignacion queda
formulado como un caso particular de programacion binaria.

Meétodos de solucion.

Uno de métodos mas burdos para resolver el problema de asignacién es encontrar todas las
asignaciones, calcular su valor y decidir cual es el valor minimo. Para una matriz n x n hay n!
asignaciones, por lo cual este método es improcedente para n grandes. También resulta
improcedente utilizar los métodos de programacion binaria debido a que tienen orden de
convergencia no polinomial. Por otra parte, la matriz de las restricciones (no la de asignacion) es
totalmente unimodular [1] lo cual garantiza que si se considera a las variables como continuas
0<x; <1, el valor optimo de la funcion objetivo se obtendra con x;=01. Sin embargo los
método de programacién lineal continua, producen soluciones degeneradas.

De los algoritmos especializados que por aprovechar la estructura del problema son més
eficientes que los de proposito general, se pueden citar el algoritmo de la subasta [3] y el
algoritmo Hungaro; este ltimo es el mas conocido y utilizado por su facil implementacion y
justificacion teorica, por tal motivo, se empleara para obtener la solucion del problema 2.

Algoritmo hungaro.

Las bases tedricas que sustentan al algoritmo fueron desarrolladas por los matematicos
Hungaros Koéning y Egervary en 1931 [1]. Este método es relativamente facil, ya que mediante
suma o resta de constantes a los renglones 6 columnas se van obteniendo matrices que tienen la
misma asignacion optima que la matriz original, solo que con menor valor de asignacién. El
método termina cuando se ha obtenido una matriz con valor de asignacion cero, es decir cuando
se ha obtenido un cero en cada renglon y en distinta columna.

Paso 1 Encontrar el elemento menor en cada renglon y restarselo a cada elemento del mismo
renglon. Hacer lo mismo con cada columna.

Paso 2 Trace el nimero minimo de lineas, horizontales o verticales 0 ambas, que se necesitan
para cubrir todos los ceros en la matriz. Si el minimo de lineas necesarias para cubrir
todos los ceros es igual al nimero de renglones, se ha encontrado una solucién éptima,
en caso contrario seguir con el paso 3.

Paso 3 Encuentre el menor elemento k en la matriz, que no estén cubiertos por las lineas
trazadas en el paso 2. Posteriormente restar k a cada elemento no cubierto y sumar k a
cada elemento cubierto por 2 lineas. Continuar con el paso 2.

Para la realizacion del paso 2, es necesario resolver un problema de acoplamiento maximo,
de donde se deducirad cuales son el maximo nimero de ceros que se pueden escoger en cada
renglon y en distinta columna y ademas de la solucion de este problema también se deduce cual
es la cubierta minima de ceros. Note que en el paso 3 restar k a cada elemento no cubierto y
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sumar k a cada elemento cubierto por 2 lineas es equivalente a restar k a los elementos de cada
renglon no cubierto y sumar k a los elementos de cada columna cubierta.

Aplicando el algoritmo al problema 2.
Paso 1. Obtener el minimo en cada renglén (figura 5) y restarselo a los elementos de dicho
renglon (figura 6). Luego, restar el minimo de cada columna (mostrados debajo de la figura 6) a
los elementos de dicha columna quedando la matriz de la figura 7.

4 2 6 2 8 4]—=2 20 4 0 6 2 0 0 3 0 6 2
59 5 6 8 3|=3 26 2 3 50 06 1 3 50
9 4 5 8 4 7|—=4 50 14 0 3 200 4 0 3
3229 7 4 1]=1 2 2 8 6 3 0 02 7 6 30
9 6 6 2 4 2|=z2 74 4 0 20 54 30 20
7 14 5 9% 1|=1 & 0 3 4 8 0 4 0 2 4 80
Figura 5. VLl Figura 7.
20 1000
Figura 6.

Este paso logra que exista al menos un cero en cada renglén y en cada columna, pero quizas
no en diferente columna, esto lo verifica el paso2.

Paso 2. Los ceros de la figura 7 se representan en una grafica bipartita donde un conjunto de
vértices representa a los renglones y el otro a las columnas y una arista une un vertice renglon
con un vértice columna solo si en dicho renglén y columna hay un cero. Por ejemplo la gréafica
bipartita asociada a la matriz de la figura 7 es la figura 1.Observe que un acoplamiento equivale
a escoger un cero en distinto renglon y distinta columna; por ejemplo el acoplamiento mostrado
en la figura 1 equivale a los ceros remarcados en figura 8 y el acoplamiento (el cual es maximo)
de la misma grafica figura 2 corresponde a los ceros remarcados de la figura 9 que son el
maximo numero de ceros que se pueden escogerse en distinto renglén y distinta columna. Por
otra parte, se obtuvo que la cubierta minima de la grafica figura 2 es u,,v,,v,,v,,Vs que

corresponde a la menor cobertura de todos los ceros en la matriz (renglones y columnas rayadas
en figura 9).

Paso 3. Encontrar el menor elemento k en la matriz de la figura 9, que no estén cubiertos por
las lineas, en este caso k=1. Posteriormente se resta 1 a los elementos no cubiertos y se suma 1 a
los doblemente cubiertos, quedando la nueva matriz de asignacion (figura 10).

0 03 06 2 D 0 3 P 6 P
0 61 35100 D 6 1 B 5D
300 4 0 3 B——0—4—0—7F
C, = CR: R
R10 2 76 30 D P 7 6 3 D
5 4 30 2 0 b 4 3 0 2 D
_4 0 2 4 8 O_ _1 ) 2 4 8 )_
Figura 8. Figura 9.
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Continuar con el paso 2. La nueva matriz (figura 10) tiene asociada la grafica bipartita de la
figura 11 donde se han remarcado las aristas de su acoplamiento maximo que corresponde a los 6
ceros remarcados en la figura 10, que en términos de cobertura significa que se necesita tachar
los 6 renglones para cubrir todos los ceros de la matriz. El algoritmo termina con asignacion
optima del problema original remarcada en la matriz de costos de la figura 12 con valor éptimo
= 4+5+4+1+2+1=17.

-——2—6—5o—o- 4 2 6 2 8 4
0—6—06—3—4—5F 5 95 6 8 3
4—4—0—5——0—4 9 4 5 8 4 7
CR: C:
0—2—6—6—2——F 3 3 9 7 41
5—4—2—6—1++°6 9 6 6 2 4 2
A +—4—+—61 71 4 5 9 1]
Figura 10. Figura 12.

Figura 11.

Justificacion del paso 1y 3 del algoritmo hungaro.
Sea Z la funcion objetivo del problema de asignacion original y Z” la funcion objetivo que
resulta de sumar o restar una constante o; a todos los elementos del renglon i y sumar o restar ;
a todos los elementos de la columna j, esto lo podemos expresar de la siguiente manera.

n n

Z :;Z(Cij ta;+ f >(ij
i=1l j=
Z =ZZC”X” iZZaixij iZZﬂjxij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1l j=1
Z = anzn:cij X; izn:aizn:xu J_rzn:ﬂj n X; (por las restricciones 2 y 3)
i=l j=1 =1 j=l i=1 j=1
Z =22 0%t a*d B
i=l j=1 i=1 i=1
Z =Z+Cte.

Queda demostrado que si a un renglon o columna de una matriz de asignacion se le suma
una constante, la matriz resultante tiene la misma asignacion Optima que la original y solo
cambia el valor objetivo.

Conclusiones
Como se puede observar las bases tedricas que sustentan los algoritmos de estos problemas
son sumamente elementales, por lo que se deducen algoritmos muy eficientes. El algoritmo para

acoplamiento méaximo es de orden O(min(V1, V2)|A) donde V1y V2 son los conjuntos de
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vértices de la gréafica bipartita y A el conjunto de aristas. El algoritmo hdngaro tiene orden O(n?)
para una matriz de asignacion n x n.

Estos problemas se han utilizado en calendarizacion de vuelos, asignacion de locomotoras a

trenes y pueden extenderse a graficas en general, lo cual aumenta la gama de sus aplicaciones.
En el documento de esta memoria titulado “Implementacién computacional del algoritmo
hingaro para la asignacion a profesor-materia un horario-aula para IES”, se desarrolla una
aplicacion y se describen la implementacién computacional de estos algoritmos.

Eall A o

©®

10.
11.
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CRITERIOS PARA DETERMINAR SI UN POLINOMIO ES HURWITZ

Carlos Loredo Baltazar Aguirre
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Unidad Iztapalapa

Resumen

La estabilidad de un sistema lineal & = Ax se determina estudiando las raices de su
polinomio caracteristico pa(t). Si todas sus raices tienen parte real negativa entonces
todas las soluciones de & = Ax convergen al origen cuando t — oo. Un polinomio f(t)
con la propiedad de que todas sus raices estan en C~ se llama polinomio Hurwitz. En
este trabajo presentamos varios criterios para determinar si un polinomio dado es o no
Hurwitz.

1 Criterio de Routh-Hurwitz

Al final del siglo XIX el ingeniero austriaco A. Stodola, el descubridor de la teoria del vapor
y las turbinas de gas, sin conocer los trabajos de Routh, propuso el problema de encontrar
condiciones bajo las cuales todas las raices de una ecuacién algebraica tuvieran parte real
negativa. En 1895, en [3], A. Hurwitz en base a los trabajos de Hermite dio una solucién al
problema (independiente de la dada por Routh). Todas las demostraciones de los teoremas
presentados pueden consultarse en [5].

Definicién 1.1 (Matriz de Hurwitz). Dado el polinomio
f(z) = apx™ + arz" ' + ... +a,

denotamos por H(f) a la matriz de Hurwitz de f, la cual queda definida como

a; az as --- 0
apg QA ag --- 0O
H(f): 0 ap ag --- 0
0 0 0 - a,

Teorema 1.2 (Criterio de Routh-Hurwitz). Sea
f(z) = apx" + arz" ' + ... +a,

con ag > 0, f(x) es Hurwitz si y solo si Ay >0, Ay >0, ..., A, >0, donde Ay, Ny, ..., A,
son los menores principales diagonales de H(f). (ver [2], [3], [4], [5] ¥ [6] para una prueba).
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Ejemplo 1.3. Verifiquemos si el polinomio f(t) = t° + 7t* + 19> + 25t* + 16t + 4 es Hurwitz.
Solucion. Hacemos ag = 1, a1 = 7, as = 19, a3 = 25, a4 = 16, a5 = 4 y construimos la
matriz de Hurwitz de f

725 4 0 O
1 19 16 0 0
H(f)y=| 0 7 25 4 0
0 1 19 16 0O
0 0 7 25 4
Puede verificarse que Aq,..., A5 > 0. Por el Teorema 1.2, f es Hurwitz.

Corolario 1.4. Sea f(z) = apz™ + a;z" ' + ... + a, un polinomio real. f(z) es Hurwitz si
y solo st
ap A, >0, n impar

a0A1>0,A2>0;a0A3>07“'{ A, >0, n par

Aplicacion 1.1. Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales © = Az, donde

0 1 0 e 0

0 0 1 o0

A= 0 0 0 0
—@p —Qp-1 —Ap-2 -0 O

puede demostrarse que el polinomio caracteristico de A, pa(t), esta dado por pa(t) = t" +
ait" ' 4+ axt™? + ...+ a,. Si pa(t) es Hurwitz entonces el origen es un punto de equilibrio
asintoticamente estable. Y el hecho de que p4(t) sea o no sea Hurwitz podemos determinarlo
utilizando el Criterio de Routh-Hurwitz. Debido a esto a los polinomios Hurwitz también se
les conoce como polinomios estables.

2  El Teorema de Hermite-Biehler y el Teorema de Leonhard-Mihailov

Definicién 2.1. Dado el polinomio real p(t) considerar p(iw), w € R; p(iw) = a(w) +if(w)
determina una curva en el plano complejo. Al argumento de p(iw), arg p(iw), lo llamamos
la fase de p(iw).

A continuacion presentamos el Teorema de Leonhard-Mihailov y el Teorema de Hermite-
Biehler. Las demostraciones de estos teoremas pueden verse en [1] y [5].

Teorema 2.2 (Leonhard-Mihailov). Sea P(t) un polinomio de grado n. P(t) es Hurwitz si
y solo si arg[P(iw)]| es una funcion continua y estrictamente creciente en w € (—00,4+00) ¥y
el cambio neto cumple arg[P(+ico)] — arg[P(—ioc0)| = n.

Ejemplo 2.3. Determinaremos si es Hurwitz el polinomio p(t) = 3 + 3t% + 3.
Solucién. Calculamos p(iw)

pliw) = (iw)® + 3(iw)? + (iw) + 3 = 3 — 3w? + iw(l — w?)
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N (i) . w(l —w?) . w(l —w?) can
arg p(iw) = arctan —————> = arctan ————> = arctan —
&b 3 3w? 31— w?) 3
luego
I (iw) = i fan = = — I (iw) = i tan - = —~
im argp(iw) = lim arctan — = — im argp(iw) = lim arctan — = ——
w——+00 gp w——+00 3 2 y w——00 gp w——00 3 2

por lo tanto

arg[p(+ioo)] — arg[p(—ioco)] = m # 37

Ast, p(t) no es Hurwitz.

Definicién 2.4. Considerar el polinomio real p(t) = ag + a1t + ast® + ... + a,t". Podemos
escribir a p(t) de la siguiente forma

p(t) = (ag + ast® + agt* +...) + t(ar + ast® + ast + ..)

= piw) = (ap — aw® + agw® — ...) +iw(a; — azw® + asw* — . ..)
Definimos
pi(w) = ag — agw? + agw* — ... ; p°(w) = a1 — asw? + asw* — . ..
PP(t) = ag + agt? + agtt + ... ; PP (t) = ait + ast® + ast® + . ..

Definicién 2.5. El polinomio p(t) = ag + ait + ast® + ... + a,t" satisface la propiedad de
la alternancia si y solo si

a) los coeficientes principales de pP"(t) y p™™P(t) tienen el mismo signo;

b) todas las raices de p®(w) y p°(w) son reales y las raices positivas de p®(w) y p°(w) se
van alternando, es decir

0 <Wet < Wo1 <Wep < W < ...

Teorema 2.6 (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(t) es Hurwitz si y sdlo si satisface la
propiedad de la alternancia.

El Teorema de Leonhard-Mihailov y el Teorema de Hermite Biehler tienen el mismo
significado. Podemos decir que el Teorema de Leonhard-Mihailov es la versién geométrica
mientras que el Teorema de Hermite-Biehler la version algebraica.
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3  Test de estabilidad de polinomios

Este procedimiento consiste en determinar si un polinomio es Hurwitz, verificando si un
polinomio de grado menor lo es.

Definicién 3.1. Dado el polinomio P(t) = a,t" + a, 11" ' + ... + a1t + ag, si a,_1 # 0,

definimos

Qn n— n— G n—
Q) = an_1t" '+ <an_2 — an_3> "2 4, st" T+ (an_4 - an_5> (1)

n—1 n—1

Teorema 3.2. Si P(t) tiene todos sus coeficientes positivos, P(t) es Hurwitz si y sdlo si
Q(t) es Hurwitz. (Puede consultarse una demostracion en [1] y [5]).

El teorema anterior muestra como verificar si un polinomio P(t) es Hurwitz por medio de
la reduccién sucesiva de su grado. Este resultado nos permite dar un algoritmo para verificar
si un polinomio es o no Hurwitz.

Algoritmo 3.1.
1. Hacer PO(t) = P(t).
2. Verificar que todos los coeficientes de P (t) son positivos.

3. Construir PO+ (¢) = Q(t) usando la ecuacién 1.

4. Regresar a 2). Si el polinomio no satisface 2) detener el proceso y entonces P(t) no es
Hurwitz. En otro caso seguir el proceso hasta llegar a P2 (el cual es de grado 2) y
entonces P(t) es Hurwitz.

Ejemplo 3.3. Verifiquemos si el polinomio ¢(z) = 2°+52%+ 1023 +1022 4+ 52+ 1 es Hurwitz.
Solucién. Hacemos

PO(z) = 2° 4 52* 4 102° + 102% + bz + 1

Luego construimos P (z):
@ 4 1 3 2 1 4 3 o, 24
PY(z) = 52t + 10_510 x° + 10x” + 5—51 z4+1=>5z+82%+ 102 +€x+1

Los coeficientes de PM(z) son todos positivos cumpliéndose asiel paso 2) del algoritmo,
entonces construimos P (z):

5 (24 24 5 24
PO (z) = 82 + (10‘5 (E))‘””E“ (1‘50) =8 4T Fo ]

Vemos que P(z)(a:) cumple el paso 2) del algoritmo, entonces construimos a continuacién
PO)(x):
24 8 128
PO (z) =722+ [ = — =(1 =72+ —z+1
(x) =Ta" + 3 7() x+ $+75x+
Como P®) (x) es de grado 2 y todos sus coeficientes son positivos entonces, por el paso 4)

del algoritmo, podemos concluir que ¢(x) es Hurwitz.
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4 Criterio de Routh

En 1875 Edward J. Routh, usando el Teorema de Sturm y la teoria de indices de Cauchy,
elabora un algoritmo para determinar el nimero k de raices con parte real positiva de
un polinomio real. En el caso particular cuando £ = 0 este algoritmo provee un criterio
de estabilidad. Una demostracién de este criterio es desarrollada en [2]. Consideremos el
polinomio real

F(2) = apz" +bo2" P+ a2V 2+ 012" P 4. (ap #0)
= f(iw) = ag(iw)™ + by (iw)™ " + a1 (iw)" 2 4+ by (iw)" ™3 + ...
Tomemos
filw) = apw” —aw" 4, fo(w) = bt = b 4
y construimos una sucesién generalizada de Sturm fi(w), fo(w), f3(w), ..., fm(w) por medio

del algoritmo de Euclides (m =n +1).

= Ja(w) = ?wfg(w) — filw) = cow"? — "t w0 —
0

donde
aob boay — agby
o = a— —b=———
0 e bo )
Qo b[)(lg — a0b2
C1 5] b 2 by ) ( )
aob bgag - a0b3
co = a3— —bg=—-—-—""
2 3 b() 3 b(] )
b — n— n—
= filw) = C—wa3(w) — fo(w) = dow™™® — dyw" P + dpw™ T — ...
0
dy = bl_@q:M7
Co Co
b by — b
dy = by— ¢y = u7 (3)
Co Co
b bs — b
dy = by — Dpy = 003700
Co Co
Los coeficientes de los polinomios restantesfs(w), ..., fny1(w) son similarmente determina-

dos. Con dichos coeficientes formamos el esquema de Routh:

\
g, a1, as,

b07 bla b37
€y, C1, C3y ... (4)

dOa dla d37
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Las férmulas (2) y (3) muestran como obtener cada fila de este esquema.

Teorema 4.1 (Routh). El nidmero de raices de un polinomio real f(z) en el semiplano
derecho (Rez > 0) es igual al nimero de variaciones de signo de la primera columna del
esquema de Routh.

Corolario 4.2 (Criterio de Routh). Todas las raices del polinomio real f(z) tienen parte
real negativa si y solo si al realizar el algoritmo de Routh todos los elementos de la primera
columna del esquema de Routh son diferentes de cero y del mismo signo

Ejemplo 4.3. Verifiquemos si p(t) = t* + 3 + 7t* + 2t + 3 es Hurwitz, construyendo el
Esquema de Routh.
Solucién. Evaluamos p(t) en iw

pliw) = w* — Tw? +3 +i(w® — 2w)
en este caso tenemos que ag =1, a1 =7, as = 3, by = 1, by = 2. Ahora formamos el esquema
de Routh haciendo uso de (2) y de (3)

o — boa1 - a061 - 1(7) - 1(2) - o — boCLQ - U,ng - 1(3) - 1(2)
0 — - - 1 = -
bo 1

bo 1
aob—boer 5(2) —1(1) _der—cody _ (9/5)(1)=5(0) _

do=— == 5 - do 9/5

=1

o] © ot

€0

€ 1
Como los elementos de la primera columna del esquema de Routh son del mismo signo
entonces todas las raices de p(t) tienen parte real negativa, i.e., p(t) es Hurwitz.
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Niveles: Basico, Medio Basico y Medio Superior

ALGEBRA Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO:
Un binomio conceptual presente en el curriculum matematico actual.

L.M. Rosalinda Mena Chavarriay MC. Martha Cristina Villalba Gtz.
UNIVERSIDAD DE SONORA

Resumen

En esta ponencia se expone una parte de los resultados de una investigacion
documental acerca de los conceptos “Algebra” y ““Pensamiento Algebraico”
con el objetivo de clarificar la vision que los educadores e investigadores de la
educacion matematica tienen alrededor de ensefiar algebra en la escuela. La
importancia de esta clarificacion se sustenta en que dichos conceptos estan
intimamente relacionados en las modernas propuestas curriculares para la
ensefianza del Algebra elemental.

El Algebra desde su estatus disciplinar, al ser llevada al aula, ha cobrado historicamente
distintos significados de acuerdo a lo institucionalmente aceptado como “saber algebraico”
segun el nivel escolar correspondiente. Por otra parte, encontramos que los paradigmas
actuales en las propuestas curriculares para la ensefianza del algebra enfatizan la
importancia que juega el estudiante en el aprendizaje de la misma, por ello, los procesos
cognitivos implicados en una actividad de aprendizaje algebraico estan, por su naturaleza,
imbricados con las formas de pensar que tiene el estudiante: en su forma de pensar
algebraicamente .

Consideramos que es de suma importancia para los profesores tener conciencia de lo que es,
para cada uno, el algebra escolar y lo que significa aprenderla y ensefiarla, pues de dichas
concepciones se desprende la practica real de su tarea cotidiana en el aula. Asi pues, a
continuacién exponemos algunas ideas extraidas de diversos documentos que reportan
investigaciones recientes, tanto nacionales como internacionales, y que estan presentes en
los foros de discusion, para tratar de aclarar los puntos de vista acerca del modelo algebraico
que se corresponde con las bases y principios subyacentes a los curriculums actuales, y que
nos permitiran relacionar los conceptos de Algebra y Pensamiento Algebraico.

El investigador Louis Charbonneau, (Kieran 1996) hace referencia a varias formas de
considerar lo que es el algebra:

e Algebra es una extension de la aritmética. En la escuela se ensefia algebra diciendo
que los simbolos, w, a, b, e, etc. son como numeros, 0 sea, Se comportan como
numeros. El enfatizar en nimeros escondidos en letras, fomenta la idea de que los
simbolos algebraicos se comportan, no por el modo para el cual fueron creados,
sino como otro objeto matematico. Pero la historia nos muestra que debemos tener
cuidado al definir el &lgebra como una extension de la aritmética, ya que del siglo
XIV hacia la mitad del siglo XVI, el punto de vista del algebra era en términos
numéricos. En esta referencia vemos que el algebra se encontro en los libros de los
mercaderes: los algebristas eran practicantes de una aritmética comercial. Se
inventaron nuevas reglas, pero no se tenia un algebra con un dominio matematico
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determinado. Ademas, el algebra durante este periodo, fundamentalmente no
progresd, mas bien se tuvo gran dificultad al tratar de determinar las reglas del
razonamiento algebraico.

e Algebra es simbolismo. El simbolismo es central en el &lgebra. El simbolismo
reduce el volumen de la presentacion de un argumento, por lo que se podria decir
que el simbolismo es un lenguaje. Un obstaculo muy general, al considerar al
algebra sélo como un lenguaje que emplea simbolos en lugar de muchas palabras y
operaciones que los estudiantes ya han usado en aritmética, puede ser el creer que
las palabras comunes y corrientes y los simbolos tienen exactamente el mismo
significado que ellos les dan en aritmética. EI simbolismo nos permite ponerle un
nombre a algo que no lo tenia, lo cual es muy importante en la forma analitica de
maniobrar un problema. Pero en algebra, no todo es simbolismo. El simbolismo es
un medio para resolver problemas, es un medio que acompafa al andlisis de un
problema. Los simbolos son herramientas del razonamiento.

El investigador Alan Bell (Kieran 1996) afirma que: “Histéricamente, algebra ha sido
formar y resolver ecuaciones con el fin de dar solucion al planteamiento de problemas”.
Para establecer que hoy, esta misma concepcion de lo que es algebra se amplia
agregandole la generalizacion, el trabajo con funciones y formulas como caracteristicas
dominantes en toda actividad algebraica. Aun esta presente en la actualidad la forma de una
algebra histéricamente tradicional, la cual inicia con la solucién de problemas relativamente
complejos concernientes a cantidades (nimeros) y a las cuatro operaciones fundamentales.
Histéricamente el modo inicial de representar la solucién era verbal, pero se fue
desarrollando a través de simbolismos semi-verbales hasta llegar al lenguaje algebraico
actual. Ademas, hoy en dia, el sentido amplio del algebra esta basado en la exploracion de
problemas en forma abierta, extendiéndolos y desarrollandolos en la bdsqueda de mas
resultados y mas generalizaciones, lo cual constituye la actividad algebraica esencial.

Para el investigador James J. Kaput (1995): Histoéricamente el contenido del algebra ha
consistido en hileras e hileras de letras y numeros guiados por leyes operativas o
formalismos sintacticos, donde los escasos problemas que se plantean son presentados
como aplicaciones al final de cada tema. Pero presentar el algebra asi, es restringirla al
estudio de una sola cosa sin relaciones a otros procesos mentales, es tener una vision de
un algebra no relacionada, fuera del contexto de la nueva propuesta de ensefianza.

Maés adelante, en el mismo documento, Kaput sefiala que: “La esencia del algebra en el
nivel secundaria es dinamica y transformacional. El &lgebra elemental implica accién:
colectar términos semejantes, factorizar, hacer desarrollos, solucionar ecuaciones,
simplificar expresiones, sumar sucesiones, graficar, etc. El algebra elemental parece ser una
extraordinaria coleccion de procesos transformacionales. Todo lo algebraico parece fluido y
variable, pero la experiencia nos dice que el valor de la potencia del &lgebra se ha sobre-
simplificado, su fluidez se contiene con tan so6lo no hablar de las propiedades de
las estructuras que emergen de la naturaleza de los objetos algebraicos con los que el
algebra manipula ....y de la auto-evaluacién en retrospectiva del proceso de desarrollo de
la estrategia de solucién.”
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Vance (Kieran 1996): Algunas veces el algebra se define como la aritmética generalizada o
como un lenguaje para generalizar la aritmética, como sea, lo algebraico es mas que un
conjunto de reglas para manipular simbolos: es una forma de pensar.

Dentro de los estdndares de la NCTM de1989 (Hitt, 2000) algebra es: entender el concepto
de variable, expresion y ecuacidn; representar situaciones y patrones numéricos con tablas,
gréficas, reglas verbales y ecuaciones y explorar las interrelaciones de estas
representaciones; analizar tablas y graficas para identificar propiedades y relaciones;
desarrollar confianza en resolver ecuaciones lineales usando métodos concretos, formales e
informales; investigar desigualdades y ecuaciones lineales y no lineales; aplicar métodos
algebraicos para resolver una variedad de problemas del mundo real y problemas
matematicos.

Al hacer énfasis en patrones y funciones la NCTM considera que algebra es: describir,
extender, analizar y crear una amplia variedad de patrones; describir y representar
relaciones entre graficas, tablas, reglas; analizar relaciones funcionales para explicar cémo
un cambio en una cantidad provoca cambio en otra, usar patrones y funciones para
representar y resolver problemas.

Segun los Programas de la SEP (1993) el algebra de hoy es: un algebra que nos ensefia a
expresar los fendmenos cotidianos para poder plantearlos como problemas en nuestro
propio contexto y resolverlos. Aprender algebra hoy implica que se nos ensefie a razonar; a
cuestionar y argumentar. Es una ensefianza del algebra que debe promover que el alumno
forje su propio aprendizaje, que ponga a funcionar su intelecto para que aprenda y asi pueda
construir un razonamiento cada dia méas evolucionado. Porque en la nueva reforma
algebraica lo que deben saber de algebra los estudiantes, se encuentra interiorizado en las
caracteristicas del pensamiento algebraico, promoviéndose el aprendizaje de un algebra
contextualizada cuyo aprendizaje depende de desarrollar el pensamiento algebraico a través
de procesos como la resolucion de problemas, que permiten desarrollar habilidades de
comunicacion, de razonamiento, relacionales y de uso de representaciones

En un intento de sintesis de lo expuesto anteriormente, si se quiere detectar de qué manera
estan inmersas habilidades del pensamiento algebraico en la forma de pensar del alumno,
se debiera observar si tiene actitud reflexiva, es decir, si actla tratando de ejecutar la
actividad reflexivamente; pregunta, escucha, analiza, discute con los demas v:

Sabe usar el lenguaje algebraico para expresar relaciones

Sabe usar y trabajar con representaciones y simbolos

Sabe preguntarse a si mismo

Sabe extraer informacion del problema

Sabe representar una situacion en palabras, diagramas, tablas, graficas y ecuaciones
Sabe reconocer métodos generales similares en diferentes tipos de problemas
Muestra capacidad de reflexionar al hablar sobre los procedimientos generales que
se efectlian sobre numeros y simbolos

8. Puede validar conjeturas, pero también hacerlas e investigarlas

NogakrownE
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9. Identifica relaciones funcionales

10. Sabe construir el significado de los simbolos y de las operaciones en el algebra

11. Sabe manipular u operar expresiones simbolicas

12. Tiene capacidad de operar con una cantidad desconocida como si fuera conocida

13. Tiene la capacidad de trabajar con variables como si fueran nimeros

14. Tiene la capacidad de manipular formulas

15. Sabe escribir y usar la notacion correctamente y con significado

16. Sabe trabajar métodos paso a paso en los problemas

17. Sabe generalizar modelos

18. Tiene la capacidad de reconocer patrones

19. Tiene la capacidad de organizar datos

20. Tiene la capacidad para reconocer que al introducir las incognitas en una tabla se
convierten en variables

21. Tiene la capacidad para discernir entre lo que se mantiene constante y lo que varia

22. Tiene la capacidad para utilizar multiples representaciones, diagramas, tablas,
graficas, ecuaciones, series , identidades, relaciones funcionales, etc. , al resolver
un problema

23. Tiene la capacidad para darle sentido y significado a los elementos que conforman
una ecuacion o relacion funcional dentro del contexto

24. Sabe encontrar y comprobar las generalizaciones

25. Sabe reconocer y usar propiedades generales de sistemas numéricos y sus
operaciones

26. Tiene capacidad para articular tanto el razonamiento algebraico como geométrico

27. Muestra capacidad para desarrollar y evaluar argumentos matematicos: queé
significa preguntarse ¢por qué esto funciona ?

28. Puede interactuar entre la conceptualizacion que tienes sobre la variacion y la
variable

29. Puede pensar en como “funcionan” las funciones

30. Tiene la capacidad de entender todo el proceso de resolucion que se requiere en el
problema con el fin de llegar a la meta propuesta

31. Sabe reflexionar sobre el procedimiento expresdndolo verbalmente y por escrito

32. Sabe hacer transformaciones sintacticas y luego verificar si desde la solucién se
puede llegar a la situacion original (proceso de reversibilidad)

33. Sabe interpretar las soluciones de incognitas

34. Hace transformaciones sintacticas y luego puede percibir globalmente el problema

35. Muestra capacidad para usar materiales concretos, calculadoras o computadoras en
relacion a las expresiones simbolicas asociadas.

36. Reconoce el impacto de las estructuras numéricas sobre los calculos con simbolos
algebraicos

Considerando las propuestas hechas en las reformas curriculares antes citadas,
podriamos decir que en las visiones subyacentes, la particularidad en la caracterizacion
del algebra es que el foco de atencidn parece que no puede desligarse de los procesos
mentales de quien la aborda, ya sea para ensefiarla o para aprenderla, de aqui que se
establezca como prioritario poner atencion a las habilidades que se desarrollan cuando
se fomentan los procesos mentales mediante situaciones didacticas apropiadas. Parece
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pues, que para ser congruentes con esta vision, en el discurso didactico va tomando
lugar el “fomentar el pensamiento algebraico” en vez de “ensefiar algebra”.
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Nivel Superior

MODULO WEB PARA EL APRENDIZAJE DE LA MODELACION MATEMATICA EN
INGENIERIA QUIMICA
Marco Antonio NUfez Esquer
Departamento de Ingenieria Quimica y Metalurgia, Universidad de Sonora

Resumen

En este trabajo se describe un modulo web disefiado como apoyo didactico al curso ““Analisis
Matematico de Procesos™ ofrecido en la carrera de ingeniero quimico de la Universidad de Sonora, el
cual trata sobre la formulacion y solucion de modelos matematicos. Como ejemplo de aplicacion para
el desarrollo del modulo web, se selecciond la técnica Recuperacion de Fluorescencia Después de
Fotoblanqueamiento (RFDF), en la cual ocurre un proceso de difusién de masa cuya descripcion
matematica es el objeto de estudio. Este mddulo web tiene una aplicabilidad amplia, ya que puede ser
utilizado no s6lo en cursos relacionados con ingenieria quimica sino en general en materias de
ciencias e ingenieria a nivel licenciatura o posgrado, en programas presenciales o a distancia, que
tengan relacion con modelos matematicos o solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

1. Introduccién

El Internet ha representado un nuevo medio de comunicacién entre profesores y
estudiantes, asi como una oportunidad de incorporar nuevas técnicas de ensefianza alternativas al
salon de clases. Una de las ventajas de los sistemas de aprendizaje basados en Internet consiste en
que pueden utilizarse métodos multiples de presentacion como texto, graficas, audio, video,
animacion y simulacion. Dado que el material se encuentra disponible 24 horas al dia, siete dias a
la semana, este tipo de herramienta también permite un aprendizaje mas flexible, ya que el
alumno (dentro de los limites de fechas de entrega de tareas o proyectos) puede decidir el
momento en que se produce, y la velocidad a la cual practicar los temas revisados.

En el trabajo reportado aqui se desarroll6 un médulo web o médulo para Internet con el
fin de utilizarlo como apoyo didactico para el curso “Analisis Matematico de Procesos” de la
carrera de ingeniero quimico de la Universidad de Sonora. Este curso trata sobre modelos
matematicos de aplicacion en ingenieria quimica: su clasificacion, formulacion, solucion y
analisis. Dado que el estudiante que toma este curso ya ha llevado al menos una materia sobre
solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, la orientacion del programa es hacia modelos
matematicos que dan como resultado ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s). Dentro de este
Ccurso se revisan técnicas basicas de solucion de EDP’s, como Separacion de Variables,
Transformada de Laplace y Combinacion de Variables.

En este mdédulo web se estudia mateméaticamente un proceso de difusion de masa que
ocurre durante la aplicacion de la técnica RFDF (Recuperacion de Fluorescencia Después de
Fotoblanqueamiento) la cual se emplea para cuantificar el movimiento de moléculas en medios
especificos. EI modelo matematico resultante es adimensionalizado y posteriormente resuelto
utilizando el método de Separacién de Variables.

2. Descripcion del Médulo Web
El mddulo web puede accesarse en la siguiente direccion:

http://geocities.com/modulorfdf/index.html

La pagina principal del mddulo corresponde a una pagina de Presentacion, en la cual se
describen las ventajas del uso de internet en el proceso de ensefianza-aprendizaje y las
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caracteristicas principales del médulo web. En la seccion izquierda de la pagina aparece un menu
de opciones que el usuario puede elegir haciendo clic con su mouse y que lo lleva directamente a
la pagina seleccionada.

Las paginas que pueden accesarse a través del menu son:

e Introduccion

e Modelo Matematico

e Adimensionalizacion del Modelo
e Solucion del Modelo Matematico
e Ejercicios

e Glosario

¢ Referencias

e Apéndices

En la pagina “Introduccion” se describe la tecnica RFDF (Recuperacion de Fluorescencia
Después de Fotoblanqueamiento) en la cual se basa el modelo matematico objeto del presente
modulo web. Para la descripcion de la técnica se hace uso no sélo de texto sino tambien de
imagenes y video, que le permiten al usuario una mejor comprension de como funciona esta
técnica (Figura 1).
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B ntrvdwsiin 2) Introduccion

7) Glasarie Uno de loz modelos mis aceptados para explicar Ia exomenra de una membrana celular es el
Madiela die Mosatee Flside, segim el coal la membrana consta de una doble capa de molecolas Damalas
Referencias | fogfolipidas en la que exrin mmersas omas moléolas, como por ejemplo profeinas, colesterad, etc. ¥ que
achia como una barrera enfre la célula ¥ el ambiente externo (ver Figura 2.1)
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Figura 1. Pagina “Introduccién”.

La pagina “Modelo Matematico” se ocupa de formular el modelo cuya solucién describe
la variacion de concentracion de moléculas de interés en el dominio considerado, tanto en espacio
como en tiempo. EI modelo matematico se deduce a partir de la simplificacion del balance de
masa para el soluto utilizando consideraciones especificas para la técnica RFDF. La ecuacion
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diferencial parcial obtenida de esta simplificacion se complementa con las condiciones
inicial/limite apropiadas para el caso de estudio (Figura 2).

] (2] D e 5 et @ mameds ) L B -
sl ~ B~
soluta i da en coordenadas polares) de acuerdo alas condiciones particulares del -~

fendmeno que se desen modelar. En la Figura 3.1 inferior se presents un exquems del sizrema

—,
~. EasRCecl
A wrR ™ -

B rell, C=W alor Farale

A0, C=C0
\‘-‘

-

Figura 1.1, Esquema dol disco fotoblangueado por ol rayo ldser
sobre la suparficle caular.

3.1) Sunplificacion de la Ecuacion de Balance de Blasa

La ecuacién de balance de maea para 1 sohite A con densidad () v coeficients do difnsion
(D4R} constantes, en coordenadas polares, esti expresada de la sigmiente forma (Bad, 2002):

ac ac 14C 18 acy 18@'c

a + U, aiuarw=DAH[ra[r ﬁ']‘rz 60{|'RA (1]

&] Lt

+4 Inicio = Discn putrabis (£:) A Modelacdn Mateméti... ol Documentnl - Mecres...

Figura 2. P4gina “Modelo Matematico”.

En “Adimensionalizacion del Modelo Matematico” se aplica una metodologia establecida
para expresar el modelo de forma adimensional con el fin de simplificarlo y generalizar los
resultados que de €l se obtengan. Las variables caracteristicas utilizadas para llevar a cabo la
adimensionalizacidn se definen tomando en cuenta las dimensiones del sistema que se esta
modelando (Figura 3). El modelo adimensionalizado es el que se resuelve en la siguiente seccion.

2 Modelacidn Matemdtica de la Técnica RFDF Médulo Web preparada por Marco Antanio Niifiez Esquer De - Microsoft Internet Explorer
Artivo Edeidn Yer  Favortos  Heramientss  Ayads

Qus - O :‘Iﬁ;‘__{mmm-\.-mme‘nm{hwﬁ- J
et | 8] Wt gt comfimoxd st fRudememsconslizocon e i v Br podss
~
4.5) Res del Madelo B
&t 1| e .act
—_— == (4.24)
as ot ar
eon
Cor*0)= 1 parat® =0 4.25)
a—‘(ﬂ.t):ﬂ paart=0 4.26)
a’
C*=0 parar*=1 27
Anterier | Siguients
-

&) Listen =i

74 Inicio = Dtsco extrabin (E:) ) Mdelaciin Matemdt A Documental - Meoros...

Figura 3. Pagina “Adimensionalizacion del Modelo Matematico”.
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La pagina de “Solucion del Modelo Matematico” describe como resolver la ecuacion

diferencial parcial y condiciones limite/inicial adimensionalizadas utilizando el método de
Separacién de Variables. En esta pagina se va presentando paso a paso el procedimiento utilizado
para obtener la solucion completa del problema, de forma que finalmente se obtenga una
expresion para la concentracion del soluto como funcion de la posicion y el tiempo transcurrido
desde el inicio de la aplicacion de la técnica RFDF (Figura 4).

Archivo  Edicién  Ver Favoritos  Herramientas  ayuda i

Qmés -Q ﬂ \EL‘ ) Bisqueds ¢ Favortes @ mumeda 7)o -
5.

html + | Eyr Vinculos

1
o, (5.30)

ol ki J "
c (r it ): ZEeXp[— Iy ) ;f(?;:)JaJl(u“) (5.31)
do, se obtiene final Ia solucin deseada
C'(r*,t*):ziiexp[— aﬁt')m (532)

n=1 Oy 3 lo,)

La solucion (5.32) permite determinar la concentracion adimensional de moléculas
fluorescentes en cualquier posicion radial en el nterior del disco fotoblanqueado sobre la

supenficie celular y a enalquier tiempo.

Amterior | Siguiente

) Listo B @ Internet
- Micrcs.

14 Inicio | = Disco extrable (£:)

Figura 4. Pagina “Solucion del Modelo Matematico”.

“Ejercicios” es una pagina que presenta una serie de problemas propuestos relacionados

con la formulacion y solucion de modelos matematicos, que en algunos casos incluyen variantes
de la aplicacion de la técnica RFDF. Estos ejercicios han sido disefiados para que se practiquen
los conceptos presentados a lo largo del médulo web y pueden ser asignados como tareas dentro
del curso en el cual se utilice este modulo para internet (Figura 5).
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A Modelacion Matematica de la Técnica RFDF Mddula Web preparado par Marca Anlonio Nifies Fsquer De - Microsall Inlernel Explorer [= =]
Archive  Edciédn Ver  Fawekns  Meramientas  Ayuda o

Qus- Q- (9@ & ) wtpdn. 52 Fotos @ mitneds 7)1 =
Dinmccicn: | @] il ol B e

Fiercicio i 13

Como se menciond en la seceion 2 de este modulo web, el drea fotoblangaeada por el rays
Liger al nrads: La superficie celular en i no ex de forma civenlar. Para fines de

idere que L region bangueada tiene forna coadvada, con lado ignal 2

wste Fjercicio i 13,

2L {L = Un valor ronstante).

a) Formule el modelo maremitico dimensional cuva solueién describivia la varincisn de
concentracion respecto a la posicion y ol tiempo en este mevo sistema. Se sngiere ubicar el
#je coordenado pusro en el centro del enadrs.

b Ade ionalice el modelo atico i tomal obrenido en (a), definiendo laz
variables adimensianales apropiadas.

) Resnehva ol madela tico adimensional obtenido en (b) utilizands s téenica que

congiders apropiada.

Ejercicio = 14

Como 3% menciond enla seccion 2 de este modulo web, ¢l area fotoblanguends por el rayo
liser al ivadiarse la superficie celular en ocasiones no es de forma civenlar. Pava fines de
idove que la region blangueada tiee forma de n rectingulo eys

ancho es ignal a 2L (L = Un valor constante) ¥ su longitud es "y grande” comparada con

o que sala existen gradientes de concentracion vn la

wste Fjercicio i 14,

dirveccion del ancho del rectingulo.

a) Fonmule el modelo matematico dimensional cuya solucion describiria la variacion de
concentracion respecto a la posicion y ol tiempo en este mevo sistema. Se sngiere ubicar el
eje coordenado justo en la parve media del ancho del rectimgulo. R

B D Internet

Figura 5. Pagina “Ejercicios”.

El vocabulario requerido para comprender la forma en que funciona la técnica RFDF
generalmente no es del dominio del estudiante tipico de ciencias e ingenieria, por lo que en la
pagina “Glosario” se incluyen definiciones de términos caracteristicos de la técnica RFDF para
una mejor comprension del modulo web (Figura 6).

2} Modelacion Matematica de la Técnica REDF Mddulo Web preparado por Marco Antonio Niifiez Esquer De - Microsoft Internet Explorer

Archivo  Edidién  Ver Favorkos  Herramientas  Ayuda
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Modelacion Matem:itica de Ia Técnica RFDF
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UtrertEKiakiea e vernaaa da oy,
1) Presentacion
2) Introduerién 7) Glosario
3) Modelo
Matemitico
Anticuerpo.
) Adimensio- = ) . . . . - I
e Proteina que interachia con un sitio particular de un antigeno y facilita la desaparicion de ese
antigeno a traves de diversos mecanismos.
5) Solucion del
Modelo
© Eerelvios Figenvalores.
N Valores caracteristicos del pardmetro 5. para los cuales existen soluciones no triviales en un
) Glosario ) s
problema de Sturm-Louiville.
Referencias
éndice 4
Fluorescencia.
éndice B Propiedad que tienen ciertas substancias de transformar la energia que reciben en
radiaciones de mayor longitud de onda.
Apéndice C )

] Listn B ® Internet

Figura 6. Pagina “Glosario”.
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En la pagina “Referencias” se presenta un listado de la bibliografia consultada para la
elaboracion del presente modulo y puede servir de punto de partida al estudiante para la solucién
de los problemas asignados en la pagina de “Ejercicios”. Finalmente, en la pagina de
“Apendices” se describen de forma detallada tablas o demostraciones requeridas durante el
desarrollo de la solucion del modelo matematico (Figura 7).

drchive  Edicdn  Wer  Favnitos  Heramientas  Ayuds w

@mﬁ: -9 - [« A ; ) pisaqundn 5 Fanertos e &) -
£] . o hndes. bl v B »
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Bk Wi P e
Marca Antonla Mifier Faquer
nupm-nn’anpwn':'mymnqh
1) Enssentacién
2) Introducebin Apendlce D
:L‘f'_'::‘:- Ortogonalidad de Funciones Bessel.
) Adime s
5) Enluclin del Unz de Iag ecnaciones que tiene gran importancia en matemsiticas
Madele
aplicadas es Ia Ecuacion Diferencial de Bessel (Krevsig, 1933):
B) Ejericioy
) Glagaria r))‘”' xy' (x} "'1}3’ =0 D.1)
Rabiascta donde
Apendice 4
N v = Pardmeiro real ¥ no-negative.,
Apéndice B
iz € -
) st B P ket

o - ; _—
4 Inicio = Disco extrable (£5) T Modsbaciin Matemndli... | 2 [DOCUMENROL = Mcros...

Figura 7. Pagina “Apéndices”.

3. Conclusiones

En este reporte se ha descrito un médulo web de apoyo al curso “Analisis Matematico de
Procesos” que se ofrece en la carrera de ingenieria quimica de la Universidad de Sonora.
Utilizando este modulo para internet, los estudiantes pueden practicar conceptos presentados en
el mismo mddulo o revisados en las sesiones de clase. Se incluye una pagina de Ejercicios
propuestos que pueden servir de base para tareas o proyectos a realizar por los alumnos.

Este mddulo puede ser empleado tanto en cursos presenciales como a distancia que tengan
relacion con la modelacién matematica en ciencias e ingenieria, o con la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales.
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PRESENTACION DE UNA HERRAMIENTA DIDACTICA VISUAL PARA EL
ESTUDIO DEL COEFICIENTE DE FRICCION

Juan De Dios Ocampo Diaz, Jests Eduardo Mora Ramirez,
Juan De Dios Ocampo Pefia
Facultad de Ingenieria, Universidad Autonoma de Baja California
Instituto Salvatierra, Preparatoria

Resumen

El presente trabajo presenta el desarrollo de una herramienta didactica visual para apoyar el
estudio del factor de friccion en un plano inclinado, donde se involucran las variables: angulo de
inclinacion, peso y distancia recorrida por el cuerpo de peso W, coeficiente de friccidn, asi mismo se
presentan los resultados en forma grafica que pueden obtenerse de empleo de dicha herramienta,
misma que fue evaluada principalmente en el estudio del factor de friccién por estudiantes de nivel
medio superior y superior especificamente de carreras de ingenieria. El desarrollo de este tipo de
herramientas visuales para el andlisis y solucion de problemas de mecanica clasica que se imparte
tanto en las instituciones de nivel medio superior y superior, se considera que permiten al alumno un
mejor entendimiento tanto de las variables involucradas como del peso que tiene cada una de ellas en
el problema analizado. La Facultad de Ingenieria de la Universidad Auténoma de Baja California
tiene contemplado iniciar con el desarrollo de este tipo de herramientas didacticas para fortalecer la
ensefianza de este tipo de temas.

Introduccion

En la vida cotidiana la friccion se presenta en situaciones tan comunes como el frenar un
automovil, calentarse las manos frotandolas una contra la otra, o la tipica broma de secundaria
que consistia en frotar el extremo metélico de un lapiz sobre el pupitre y asi poder quemar el
brazo (en el mejor de los casos) de un compariero. Si el rozamiento o la friccion desaparecieran
repentinamente, muchos de los fendmenos ordinarios, se desarrollarian en forma completamente
distinta. La friccion es en realidad un fendmeno muy complejo que no puede ser representado
mediante un modelo simple. Las fuerzas de friccion, por su propia naturaleza, estan presentes en
practicamente todos los fendmenos mecanicos oponiéndose al deslizamiento de un objeto sobre
otro. La friccion ocurre en todas las partes, entre dos medios que se hallan en contacto como
pudiera ser el caso de: sélido con solido, solido y liquido, sélido y gas, etc. Los primeros
investigadores modernos pensaban que la friccion se debia a la trabazon mecénica de
irregularidades superficiales llamadas “asperezas”. Sin embargo, las investigaciones modernas,
sugieren que la mayor parte de la friccion generada entre las superficies de contacto de los
solidos ordinarios (particularmente los metales), se debe a la adhesion local entre las superficies.
Cuando dos superficies son presionadas una contra la otra, en las asperezas que estan en
contacto, se forman puntos de alta presion, debido a que el area de contacto es muy pequefia,
provocando fusidn o cohesion locales entre las superficies. Si se requiere deslizar una superficie
sobre otra, estos puntos de fusion (llamados: “soldado en frio”), deberan ser rotos. Algunos
estudios realizados han demostrado que este tipo de union contribuye en mayor grado a la
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resistencia friccional, en porcentajes hasta del orden del 80 %, para el caso de superficies
metalicas.

La civilizacién egipcia entendia en cierta forma en fendmeno de rozamiento, ya que en un
mural encontrado en una ruta egipcia fechado en 1900 A.C., se ve una gran estatua de piedra que
se va deslizando en una rastra mientras un hombre, enfrente de la rastra, va echando aceite
lubricante en su camino (Pérez Montiel, 2004).

Las leyes de rozamiento fueron descubiertas experimentalmente por Leonardo da Vinci
(1452-1519) y redescubiertas en 1699, por el ingeniero francés G. Amontons (Pérez Montiel,
2004). El enunciado de Leonardo da Vinci relativo a las dos leyes fue un hecho notable, sobre
todo porque esto se realizé dos siglos antes de que Isaac Newton desarrollara por completo el
concepto de fuerza. Leonardo da Vinci formulo estas leyes de la manera siguiente:

a) EIl rozamiento producido por el mismo peso serd de igual resistencia al principio del
movimiento, aun cuando el contacto sea de diferentes anchos y largos.
b) El rozamiento produce un esfuerzo de valor doble si el peso se duplica.

El sabio francés Charles A. Coulomb (1736-1806) realiz6 muchos experimentos sobre
rozamiento y sefialo la diferencia entre rozamiento estatico y rozamiento dinamico.

Fuerza de friccion

Para su estudio, las fuerzas de friccion se clasifican en fuerzas de friccién secas y
viscosas. Las viscosas se relacionan en la mayoria de las situaciones con el movimiento de los
fluidos. Las fuerzas de friccion secas, a su vez, se dividen en fuerzas de friccion estatica,
dindmica y de rodamiento.

a) Fuerzas de friccion estatica: Este tipo de fuerzas evita el movimiento entre sélidos en
contacto, que se encuentran secas y limpias (sin lubricacién). Para deslizar cualquier
objeto sobre una superficie, antes debe vencerse la friccidn estéatica.

b) Fuerza de friccion dinamica o cinética: Esta fuerza aparece una vez que se ha vencido a
la friccion estatica y se ha iniciado el movimiento. En general es menor que a friccion
estatica, debido a esto se requiere menor esfuerzo para seguir deslizando un soélido sobre
otro, que para empezar el movimiento entre estos.

Desarrollo y prueba del software

El software fue desarrollado sobre a aplicacion de Macromedia Flash, programa disefiado
principalmente para crear animaciones o sitios interactivos en Internet. Esto hace que el software
se pueda utilizar sin necesidad de una instalacién complicada y ademas permite la generacion de
ejecutables del software que no dependen de la plataforma que se este utilizando, es decir, lo
mismo se podra utilizar en un sistema operativo como Windows, Macintosh, Linux, etc. Otra
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ventaja es que este software puede incorporarse a una pagina de Internet, para usarlo alli o
permitir su descarga por cualquier usuario.

El disefio del software esta aun en su primera etapa, ya que actualmente solo puede
calcular los coeficientes de friccion estatica y dindmica, pero en una segunda etapa se contempla
agregar el célculo de velocidades y aceleraciones lineales, asi como el manejo de energias
cinéticas y potenciales, todo esto involucrando desde luego fuerzas de friccién. El software ha
estado probandose con estudiantes de nivel medio y nivel superior especialmente de las carreras
de ingenieria de la Universidad Autonoma de Baja California, tratando de que estos estén
cursando materias de las asignaturas como estatica o dindmica, particularmente en temas
relacionados a la friccidn, teniéndose hasta a fecha buena aceptacion y comentarios por parte del
alumnado, quien especificamente sefiala que el software es una herramienta didactica visual que
les permite entender mas claramente el concepto de fuerza de friccion y lo relacionado a la
misma.

La figura 1, presenta la caratula principal de programa para calcular el coeficiente de
friccion, dando la opcion al usuario de elegir ya sea el calculo de la friccion estatica o la friccion
dinamica.

Los datos de entrada que pide el software, y los correspondientes a la salida, son los que
se muestran en la tabla no. 1, esto depende de lo que se desee calcular:

Datos de Entrada para el Calculo Datos de Salida

Masa (Kg.) Fuerza de Friccion (N)
Coeficiente de Friccion (p) Angulo de la componente (&)
Peso del bloque (N) La fuerza Normal (N)

Angulo de la componente normal (@) Coeficiente de friccion ()
Aceleracion de la gravedad (m/s?)

Tabla 1. Datos de entrada y salida del software de calculo

La figura 2, muestra la pantalla correspondiente a la seleccion del parametro a calcular, y
una vez que este es seleccionado solicita los datos correspondientes, tal como se sefialaron en la
tabla 1.
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Figura 2. Pantalla correspondiente a la seleccion de la opcidn de calculo
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El software desarrollado incluye una opcién de ayuda, la cual incluye entre otras cosas
los siguientes aspectos:

% Archivo de definiciones, como fuerza, masa, fuerza de friccion, fuerza normal,
coeficiente de friccion, etc.

« Archivo de bibliografia de cientificos e investigadores relacionados al estudio del
fendmeno de la friccion, tal como lo fueron por ejemplo: Leonardo da Vinci, Isaac
Newton, etc.

¢+ Archivo de problemas que se pueden resolver con el software.

La figura 3, muestra la pantalla de salida de un célculo realizado por el software,
correspondiente al factor de friccion.

Figura 3. Pantalla correspondiente los datos de salida

Como se puede observar en las tres pantallas presentadas (Figs. 1 a 3), el software esta
desarrollado de tal forma que permita sentir confianza al usuario, asimismo se incluye una
opcion de generacion de gréaficas, presentandose en la figura no. 4 un ejemplo del tipo de gréafica
que puede obtenerse mediante la resolucion de cierto tipo de problemas de friccion.
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Figura 4. Gréfica de fuerza de friccion Vs fuerza aplicada al cuerpo

Conclusiones

En la actualidad el desarrollo de herramientas visuales modernas para la ensefianza de temas de
matematicas y fisica en las escuelas de nivel medio y medio superior se considera de vital
importancia y apoyo didactico, ya que le permiten al alumno interactuar de manera facil e
interesante con la computadora, resolviendo problemas que le permiten fortalecer su aprendizaje.

En la Facultad de Ingenieria de la Universidad Autdnoma de Baja California, se estd dando
impulso a los académicos para el desarrollo de este tipo de herramientas didacticas, que seran
utilizadas por los alumnos tanto en las clases de teoria como en los laboratorios. Se esta
proyectando futuras actualizaciones del software donde se puedan resolver problemas cada vez
mas complejos, ademas de tener mayor facilidad de manejar la informacion que el programa
arroja agregando modulos de exportacion de datos. Otra adicién importante es poder conectar un
equipo que pueda realizar la medicién directa de las variables involucradas en el problema, para
asi poder tener una experiencia mas enriquecedora y clara de lo que concierne al fenémeno de
friccion.
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“BENEFICIOS DE UNA EDUCACION MATEMATICA EN CONTEXTO”
M. en C. Carlos Daniel Prado Pérez

Institucion
Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey, Campus Estado de México

Resumen

Se presenta en este articulo el esquema educativo que sobre matematica en contexto se ha
implantado en la divisién de ingenieria del ITESM Campus Estado de México. Se sefialan las
experiencias obtenidas bajo la lente de los beneficios y retos generados por este enfoque
educativo, en particular, se sefialan los logros que en torno a la baja eficiencia terminal, la poca
vinculacion de la teoria con la préactica y la disminuida motivacién de los estudiantes hacia el
estudio se han generado. El paradigma que sobre educacion superior en matematicas se propone
en este trabajo comprende cuatro aspectos basicos:
4+ matematicas en contexto, enfoque que se sustenta en la integracion curricular,
+ cambio del paradigma de la didactica tradicional de las matematicas, por medio de la

incorporacion de técnicas didacticas alternativas,
4+ incorporacion de la tecnologia como soporte pedagdgico y cientifico, y
4+ capacitacion docente continua.

Introduccion
Los retos de las actuales sociedades imponen cambios vertiginosos en la educacion, y de
manera particular en la educacion superior. Desde hace varios afios, se detecto a nivel
institucional (ver [3]) que uno de los problemas hoy dia al que deben enfrentarse las
universidades, es que su poca movilidad esta en clara discrepancia con el complejoy
constante movimiento que existe en el actual mundo globalizado de los estudiantes, y mas adn
de sus egresados. Asi, es notorio que la educacion superior no ha logrado todavia afrontar
con exito los siguientes particulares:

La rigidez de una didactica que ya resulta inadecuada para el tiempo actual.

La escasa vinculacién entre la teoria y la préactica.

La escasa incorporacion de las nuevas tecnologias a la educacion.

El poco interés por desarrollar en los alumnos no so6lo el aprendizaje de conocimientos
sino también habilidades, actitudes y valores.

La baja eficiencia terminal, en particular en estudiantes de ingenieria y ciencias.

-

Ante esta realidad, se impone la necesidad de un cambio del paradigma educativo que se
caracterice por ser pluridimensional y bajo el cual se asume como responsabilidad de las
instituciones de educacidn superior, dotar a sus estudiantes de herramientas que les permitan
un desarrollo profesional més solido con el cual puedan afrontar mas exitosamente las
exigencias de su contexto (ver [7]). Es menester sefialar, que la propuesta de este trabajo no
conlleva la idea de pasar de un paradigma educativo tradicional a otro que a la postre también
resulte obsoleto; no, por el contrario, es vital que las instituciones y los docentes que laboran
en ellas vean la necesidad de adecuar de manera continua la educacion que ofrecen a las
necesidades de una sociedad cambiante a la que sirven. Asi, los ejes que dirigen el presente
trabajo en el area de matematicas y sobre los cuales el ITESM Campus Estado de México ha
soportado sus lineas de accion durante los Gltimos seis afios son:
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matematicas en contexto, enfoque que se sustenta en la integracion curricular y que
busca generar aprendizajes significativos,

cambio del paradigma de la didactica tradicional de las matematicas, por medio de la
incorporacion de técnicas did4cticas alternativas,

incorporacion de la tecnologia como soporte pedagogico y cientifico, y

capacitacion docente continua.

-+ &

Desarrollo
De matematicas en contexto e integracion curricular:
A medida que la ciencia ha ido presentando una descripcion mas coherente del mundo, se
hacen mas claras las tendencias hacia su unificacion. En la actualidad, la ciencia refleja un
proceso de sintesis que considera el trabajo interdisciplinario y multidisciplinario. No es
extrafio entonces que uno de los temas abordados con mas frecuencia en la literatura
educativa y en los ultimos congresos internacionales en educacion, sea la necesidad de que se
proporcione al alumno un verdadero conocimiento significativo, motivando la accién y la
reflexion de quien se acerca al mismo (ver [6]).
A través de diversas investigaciones realizadas en el departamento de matematicas de la
division de ingenieria del Campus Estado de México, se pudieron detectar problemas
existentes en la ensefianza y en el aprendizaje de las matematicas. Por ejemplo, se encontr6
que habia poca retencion de conocimientos en los alumnos, que los cursos estaban orientados
por el manejo rigido de simbolos, por el abuso de reglas y algoritmos, y que no se lograba un
adecuado desarrollo del pensamiento I6gico. Ademas, se noto poca o nula transferencia entre
diferentes regiones del conocimiento por lo cual los cursos carecian de aplicaciones en las
areas de interés de los estudiantes. La situacion descrita limitaba considerablemente el nivel
de significancia de los conocimientos y por ende el desinterés de los jévenes; después de todo,
cquien puede interesarse en estudiar algo a lo cual no le encuentra sentido?

Las razones expuestas llevaron al departamento de matematicas a buscar alternativas a la
modalidad tradicional de su educacion, busqueda que se planted en el marco de los propios
objetivos que el ITESM se habia propuesto lograr en sus egresados.

El plan considerado para afrontar esta problematica evolucion6 en dos etapas a lo largo de
siete afios y abarca la implantacion de dos programas educativos:

4 El primero, llamado “Principia”, que vigente hasta la fecha se dirigié desde sus origenes
a los mejores estudiantes de ingenieria.

+ El segundo, llamado “Redisefio de la Practica Docente” y al que de aqui en adelante
Ilamaremos simplemente “modelo educativo”, recogia las experiencias de “Principia” e
incorporaba a todos los estudiantes de ingenieria.

Actualmente, ambos programas promueven la educacion matemética en contexto, y no
obstante que en el segundo programa se promueve con menor frecuencia, las diversas
evaluaciones aplicadas permiten arribar a las siguientes conclusiones acerca de integracion
curricular.

+ Permite darle significado a la mayor parte de los conceptos de la matematica y facilita el
transito entre lo tedrico y lo préctico.

4+ Promueve la habilidad de los estudiantes para que transfirieran conocimientos entre
diferentes disciplinas.

4 A través de soluciones de problemas y proyectos, la investigacion-accion se enriquece
notablemente con la incorporacion de la tecnologia.
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+ Habilita a los estudiantes en el trabajo de equipo y en el aprendizaje colaborativo.

4 Logra modificar las actitudes de los estudiantes hacia el estudio de las matematicas y
afecta favorablemente la percepcion que de ellas muchos se habian formado.

Del uso de nuevas técnicas didacticas:

Al reflexionar sobre lo que se ha escrito, podria deducirse que dificilmente la didactica
tradicional podria ofrecer alternativas para lograr los aspectos que se han sefialado. Un
esquema donde el profesor es el centro alrededor del cual gira el proceso de ensefianza-
aprendizaje seria insuficiente. Por ello, otro eje del modelo educativo corresponde al uso de
diferentes técnicas didacticas que, como podra leerse, tienen la impronta del constructivismo
(ver[4]y[6]). Estas técnicas comparten las siguientes caracteristicas comunes.

4+ Funcionan como un proceso didactico global dentro del cual se desarrollan las actividades
de aprendizaje conectadas frecuentemente con actividades del ejercicio profesional.

4+ Permiten a los alumnos abordar los contenidos de los programas a partir de problematicas
que requieren respuestas fundamentadas.

4+ Hacen énfasis en la comprension de la realidad a través de un sistema de trabajo de
colaboracion por medio del cual los alumnos comparten en el grupo la planeacion, el
proceso y los resultados.

4 Incorporan la participacion activa y responsable de los alumnos en su propio proceso de
aprendizaje, al tiempo que les habilita en la toma de decisiones.

+ Dirigen el trabajo del profesor hacia la facilitacion del aprendizaje por medio de la
orientacion, el apoyo, la retroalimentacion, la planeacion y la evaluacion de todo el
proceso.

Centran el esfuerzo del proceso educativo en el aprendizaje mas que en la ensefianza.
Permiten reflexionar sobre situaciones problematicas desde una perspectiva ética y social.

S

Incorporan de manera natural la tecnologia como apoyo de la educacion.
+ Exigen la continua capacitacién del cuerpo docente.

A continuacion se ofrece un listado de las técnicas didacticas utilizadas en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las matemaéticas asi como una breve descripcion de las mismas.

4+ Aprendizaje basado en problemas.
Un elemento fundamental a considerar en la aplicacion de esta técnica, es la forma como los
problemas son presentados a los alumnos. Generalmente, se presentan descripciones no muy
definidas de fendmenos o eventos problematicos que suponen un reto al quedar inmersos en el
contexto propio de los estudiantes. La estructura y complejidad de los problemas se adaptadan
al nivel de los estudiantes y ésta aumenta conforme los jovenes avanzan en conocimientos y
madurez. El proceso de madurez esta relacionado con el avance en la autonomia del
estudiante, y ésta es en todo caso el resultado de una constante interaccion con el profesor y
sus compafieros de equipo.
+ Aprendizaje colaborativo
Las técnicas para el aprendizaje colaborativo son muy diversas (ver [1]) y se diferencian en el
grado de dificultad y alcance de la tarea. La esencia de esta técnica es el trabajo en equipo lo
que exige del profesor el cuidado de situaciones que los equipos deben enfrentar. Por ejemplo,
el profesor:

e Debe ofrecer a cada alumno y a cada grupo retroalimentacion sobre la eficacia en la

ejecucion de las tareas y el trabajo en equipo.
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e Requiere verificar que los equipos y cada miembro de los mismos reflexionen sobre la
retroalimentacion que reciben del profesor y de sus propios comparieros.

e Necesita ayudar a los equipos a fijar los objetivos de su aprendizaje.
+ Aprendizaje orientado a proyectos
Esta técnica conduce a los estudiantes a construir su aprendizaje a partir de la planeacion y
desarrollo de actividades que dan como resultado un producto tangible dirigido a una
situacion problematica real. El proyecto es un trabajo que se lleva a cabo en un tiempo
determinado para crear un producto fisico mediante la realizacion de una serie de tareas y el
uso efectivo de recursos. Durante su desarrollo los estudiantes tienen que tomar decisiones,
organizar el trabajo, decidir las mejores herramientas tecnoldgicas, y finalmente presentar y
defender el resultado ante el grupo. En el desarrollo de proyectos se proponen situaciones
complejas que involucran la adquisicion de conocimientos y donde frecuentemente se
exploran aprendizajes futuros. Cabe enfatizar que en esta técnica el uso de la tecnologia es
imprescindible.

De la incorporacion de la tecnologia:

Actualmente, el modelo educativo se beneficia del uso de una plataforma computacional para

fortalecer el proceso de ensefianza-aprendizaje. Cabe sefialar que la tecnologia por si misma

no sustenta de manera aislada ningun proceso didactico, pero éste se complementa y refuerza,

sobretodo en aquellos aspectos donde la simbologia matematica resulta insuficiente, ya sea en

el aprendizaje de los alumnos o en la solucién de los problemas que se proponen.

De manera general, la plataforma computacional permite acceder a las principales

herramientas de la tecnologia como son: Internet, correo electrénico, paginas electrénicas,

multimedios, “Blackboard” y “Webtec”. Estos dos Gltimos recursos son las plataformas

donde se han colocado la totalidad de los cursos de ingenieria y que adicionalmente permiten

interacciones profesor-alumno y alumno-alumno tanto sincrénica como asincréonicamente. De

manera adicional hay que sefialar que en diversos cursos se han incorporado aplicaciones con

Excel, Power Pointy MATHEMATICA.

El uso de la tecnologia ha permitido:

Tener acceso a una multitud de datos y a una informacion actualizada.

Llevar a cabo proyectos comunes con alumnos y profesores de caracter interdisciplinario.

Aprender a un ritmo individual.

Acceder a diferentes enfoques para solucionar un problema, incluyendo los enfoques

gréficos, numéricos y verbales. Esto atiende a los diferentes estilos de aprendizaje que

pueden encontrarse en los alumnos.

+ Tener una herramienta poderosa para analizar problemas cuando los métodos simbdlicos
ya no pueden proporcionar una estrategia de solucion.

ket

De la profesionalizacion docente:

Bajo el enfoque educativo descrito, es claro que el trabajo del docente no consiste ya en sélo
transmitir informacién, ni siquiera conocimientos, sino en presentarlos en forma de
situaciones problematicas situdndolas en un contexto adecuado y poniendo los problemas en
perspectiva, de manera que el alumno pueda establecer la conexion entre solucién y otras
interrogantes de mayor alcance, y que al mismo tiempo bajo un buen disefio, planeacion y
estructuracion de actividades, éstas puedan ir desarrollando en los estudiantes habilidades
como el pensamiento critico, la solucion de problemas, la toma de decisiones, la investigacion
autonoma. Es por la relacion del profesor con el alumno como también por el disefio de las
diferentes actividades y su implantacion, que la profesionalizacion del personal docente no
puede quedar a la ventura. Asi, en este marco de ideas es que la formacion del profesor debe
ser cultivada institucionalmente desde el punto de vista humano e intelectual para proveerle
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las herramientas que le son necesarias en este modelo educativo. Nunca se insistira demasiado
en la importancia de la calidad en la educacion y, por ende, del profesorado. Asi, en una
preparacion béasica de la cual todo el cuerpo docente forma parte se trabaja en un “Programa
de Habilidades Docentes, (PDHD)”, que se orienta a la adquisicion de las habilidades
computacionales minimas y de las técnicas didacticas expuestas. EI PDHD consta de las
siguientes cuatro etapas que se describen a continuacion.

+

ETAPA I: En ésta se describen las caracteristicas de la educacion superior del siglo XXI,
mismas que estan sustentadas en los documentos informativos de organizaciones de
caracter mundial (ver [ 2]).

ETAPA II: Aqui se proporciona capacitacion basica en alguna de las técnicas didacticas
sefialadas con anterioridad, asimismo se inicia la preparacion de algun curso que bajo el
modelo educativo incorpore alguna técnica didactica.

ETAPA I1I: Se realiza una practica guiada de la implantacion de un curso que incorpora,
matematica en contexto, tecnologia y una técnica didactica. Un aspecto central de esta
etapa lo constituye la evaluacion que el profesor hace durante el curso. Una evaluacion
que apoyada sobre una metodologia llamada “portafolio”, genera un espectro amplio de
observaciones que abarcan al curso mismo en cuanto al planteamiento de sus intenciones
educativas, sus objetivos, la pertinencia de sus actividades y la correspondiente
evaluacién que de éstas se proponga, ademas, la evaluacion “portafolio” también
contempla el proceso mismo bajo el cual el profesor interactda con sus alumnos, y la
manera como los alumnos interactlan entre si. Por tanto, la evaluacion “portafolio” es
una estrategia que se emplea para evaluar tanto a los alumnos, como también al profesor
y al proceso mismo. Esta etapa es crucial porque bajo la direccién de un “experto”, los
profesores participantes pueden vivir la préactica de nuevas metodologias didacticas
donde se incorporan de manera sistematica y metddica aspectos como la tecnologia, el
trabajo interdisciplinario y de equipo.

ETAPA IV: Con base en la Etapa I11, los profesores son capaces de proponer mejoras a
sus propios cursos y a los de otros autores. Estos cambios se impulsan bajo esquemas
colegiados al interior de las academias que conforman al departamento de matematicas,
donde se determina y decide la pertinencia de las modificaciones propuestas.

Resultados

Son diversos los resultados que se han podido recabar desde los inicios de estos esfuerzos. Se
han contemplando aspectos tanto cualitativos como cuantitativos. En este apartado se comenta
sobre los tres tipos de evaluacion méas importantes.

+ Una primera evaluacion es cualitativa [5]. A través de encuestas de opinién a alumnos y

profesores se ha determinado que el modelo esta impactando favorablemente y de manera
significativa en las siguientes habilidades:

e Analizary resolver problemas.

e Trabajar en equipo.

e Trabajar eficientemente con la tecnologia y diversas fuentes de informacion.

e Aprender e investigar por cuenta propia.

Una segunda evaluacion (cuantitativa) se refiere a la eficiencia terminal. Se ha
determinado que el modelo educativo presentado y los programas de apoyo estudiantil
estan relacionados intimamente con la eficiencia terminal. En este sentido vale la pena
sefialar que el promedio de eficiencia terminal en las carreras de ingenieria promedia el
70.23% y en cuanto a los cursos de matematicas los porcentajes de aprobacion promedian
alrededor del 73.3%.

El tercer tipo de evaluacion (cuantitativa) es externa y se refiere al CENEVAL. Se
presenta en este rubro una sintesis de los aspectos mas relevantes. Dos indices generales
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pueden establecer de forma directa el desempefio del Campus Estado de México. “El
Testimonio de Alto Rendimiento Académico” (TARA) que se otorga a los estudiantes con
un indice CENEVAL arriba de 1150 puntos 'y “El Testimonio de Desempefio Académico
Suficiente” que se otorga a los sustentantes que hayan obtenido entre 1000 y 1149 puntos.
Ahora, de los alumnos sustentantes del semestre agosto-diciembre de 2003, 72.69% logro
un puntaje mayor o igual a 1000 puntos, mientras que en el semestre enero-mayo de 2004,
89.3% logro un puntaje mayor o igual a 1000 y menor a 1150, y el 7.07% de los
examinados logré un puntaje mayor o igual a 1150 puntos.

Conclusiones
El modelo educativo referente a una matematica en contexto propicia aprendizajes
significativos y genera al mismo tiempo la habilidad de transferir conocimientos entre
diversas regiones disciplinarias.
Una de las caracteristicas distintivas de un esquema interdisciplinario sobre el cual se
sustenta este enfoque de las matematicas en contexto, es que los alumnos elevan
notoriamente su nivel de actividad intelectual y de participacion activa en los procesos de
su propio aprendizaje.
Bajo este modelo educativo muchos conceptos de regiones diversas del conocimiento se
vinculan, esto cambia la concepcion tradicional de las matematicas vistas como blogques
rigidos de conocimientos que se deben aprender de memoria sin conexién alguna con la
realidad y un contexto especifico.
La capacitacion docente resulta indispensable pues sélo asi se puede abordar la compleja
tarea de promover aprendizajes desde la plataforma de diversas herramientas didacticas y
tecnoldgicas.
Las sociedades actuales son, de uno u otro modo, sociedades de informacion en las que el
desarrollo de las tecnologias puede crear un entorno cultural y educativo capaz de
diversificar las fuentes del conocimiento y del saber.
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Resumen

En este trabajo se presenta un acercamiento grafico al concepto de Integral con el fin de que el
estudiante transite gradualmente desde las sumas de Riemann al estudio de la Integral como una
funcién del extremo superior y sus propiedades. Utilizaremos un trazador de la Funcién Integral
construido con el Applet Descartes, para arribar de manera visual a la relacion entre una funcion y
su funcion Integral, es decir, al Teorema Fundamental del Calculo. Se aprovechan las capacidades
del software para que el alumno interactle de manera gréafica y numérica con la computadora al
nivel de poder comprobar resultados, predecir propiedades y conjeturar sobre situaciones de mas
generalidad. La utilizacion de este tipo de recursos computacionales en que el alumno manipula
dinamicamente las gréficas, es de gran ayuda antes de abordar un enfoque abstracto. Esta propuesta
se enmarca en el contexto de un nuevo modelo educativo que actualmente se implementa en la
Universidad de Sonora.

Introduccion

El avance de la tecnologia en los Gltimos afios, el nimero creciente de computadoras personales
y la cada vez mayor cantidad de profesores que incorporan el uso de esta herramienta como
apoyo en sus cursos, resalta la importancia de la utilizacion de herramientas computacionales en
la ensefianza de las Matematicas. La Universidad de Sonora ha modificado los planes de estudio
de casi todas las carreras, destacAndose que aproximadamente el 20% del tiempo dedicado a
cada curso de matematicas, se impartira en un laboratorio de computo con el uso de software
educativo. En este contexto los profesores tenemos el reto de disefiar actividades didacticas,
creando para ello ambientes computacionales de aprendizaje en los que la interactividad con la
computadora permita al alumno verificar sus resultados, explorar de manera grafico-numérica,
detectar patrones de comportamiento, analizar situaciones medulares y conjeturar resultados mas
generales, todo ello como una preparacion para acceder a un enfoque mas abstracto. En este
trabajo se presenta una propuesta de actividades interactivas para el laboratorio de computo, las
cuales pueden ser utilizadas también a través del Internet. Se hace la observacion que por
restricciones de espacio, solo se presentaran la descripciones generales de cada una de las
actividades a partir de las cuales se podrian generar hojas de trabajo que sirvan de guia al
alumno.

En la seccidn 1, se presenta al estudiante, el applet basico para el estudio de sumas de Riemann,
el cual muestra ademas el valor numérico de las sumas correspondientes. Este mismo applet
permite considerar funciones con valores negativos y funciones discontinuas para analizar en
general el valor de la Integral de la funcién en un intervalo dado. En la seccion 2, se introduce la
integral como funcién del extremos superior, y se analizan sencillos casos de funciones
constantes, escalonadas, lineales y seccionalmente lineales, para verificar resultados obtenidos en
clase. Posteriormente se analizan sencillas funciones discontinuas, y continuas no derivables con
el fin de conjeturar sobre la continuidad o derivabilidad de la funcion integral. En la seccidn 3, se
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describe la construccién del trazador de la Funcion Integral, partiendo de funciones escalonadas
y aproximandola por medio de funciones continuas seccionalmente lineales. Finalmente en la
seccion 4 se construye graficamente la derivada de la funcién integral, verificandose visualmente
el Teorema Fundamental del Célculo.

1. Sumas de Riemann

En esta primera actividad se presenta al estudiante un applet como en la Figura 1, que grafica y
calcula las Sumas de Riemann con alturas en los extremos de los intervalos de la particion
(sumas superiores e inferiores para funciones mondtonas) presentando ambas en la misma
pantalla. Es posible modificar libremente la funcién, los extremos del intervalo de integracion y
el nimero de subdivisiones de la particion.

__E)Lplic_acién |
I( t.P) = 0.219 S( LF) = 0.469
= _1 = | e ___1}1_ i S . L L - L R e R v
Inicio | . i :Eo.oooo B :El.oooo

Figura 1
Al interactuar con este applet el estudiante se familiarizara con el concepto de Integral como
limite de sumas de Riermann, iniciando con funciones no negativas que le permitiran interpretar
a la integral como el area bajo la grafica de la funcion y encima del eje de las abscisas. También
explorara sumas de Riemann e integrales de funciones discontinuas y funciones con valores
positivos y negativos. En la Figura 2 se muestra una secuencia de sumas inferiores para
f(x)=x? en el intervalo [0, 1] y para subdivisiones del intervalo en 15, 30 y 1000 partes

iguales, respectivamente.

= 0.301 / = 0.317 /

T,

[ 0.00 1.00 0.00 ) 1.00
Inicia | A Inicia | i
Figura 2
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En las dos primeras imagenes de la Figura 3 se muestran las sumas superiores para f (x) =1— x>

en los intervalos [0, 1] y [0, 1.5] para una subdivisién del intervalo correspondiente en 10 partes
iguales; y en la otra, una suma de Riemann para una funcion discontinua.

= 0.718 i| = 0.538 I( £.P) = 4.036
T
=
™~
®a.0n 1.50
0.00 ST T1o0 0.00 300
Inicio | T Initia | N T Inicia | i
Figura 3

2. La funcidn Integral 1(x) para funciones f(x) constantes, escalonadas y lineales y
seccionalmente lineales.

El objetivo de esta actividad es que el estudiante se familiarice con la integral como una funcion
del extremo superior

I(x)=J.f(t)dt

e interactuando con la computadora, pueda descubrir de manera visual las condiciones bajo las
cuales la integral resulta una funcion continua o derivable, teniendo asi un primer acercamiento
gréfico al Teorema Fundamental del Calculo.

En la Figura 4 se muestran tres applets, en los dos primeros, el alumno modifica el extremo
superior del intervalo y el programa muestra el area acumulada asi como la grafica de la funcion
integral. En el tercer applet, se muestra la integral de una funcién escalonada en la cual los
puntos P, R y S pueden modificarse en pantalla, arrastrandolos con el mouse.

T(x)=5.297% /

(2400 )=4.00

(9 30/=5.20

a ﬂ?? x Az | x=2.30
\ a Az Box :i: 2.30
|
Figura 4
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Para explorar el comportamiento de la funcion Integral (continuidad y derivabilidad) se le
presenta al estudiante un applet con una funcion poligonal de dos secciones en el que puede
manipularse en pantalla los puntos P, Q, R y S directamente arrastrdndolos con el mouse, 0
modificando numéricamente las coordenadas de dichos puntos. En la figura 5, se muestra la
funcion Integral para una funcién continua y otra discontinua.

Funcion integral NO DERIVABLE Funcion integral DERIVABLE
Figura 5

Al modificar los puntos P Q, Ry S, el alumno verificara que las caracteristicas observadas en la
funcion integral no dependen del caso particular de funcion seccionalmente lineal de que se trate.

El alumno podra conjeturar que la integral es siempre continua y que si la funcion original es
continua, la integral sera derivable.

Con el fin de visualizar el Teorema Fundamental de Céalculo (TFC), para este tipo de funciones,
podemos encontrar visualmente, en cada punto, la derivada de la Integral, haciendo zoom a la
imagen en el punto deseado y ver si la funcién se comporta como una recta y en ese caso,
determinar la derivada con la ayuda de la cuadricula y encontrar la relacion entre la derivada de
la integral y la funcion original, arribando de manera visual al TFC. En la Figura 5, puede
visualizarse que la derivada de la Integral en los puntos de derivada cero, coincide ésta, con el
valor de la funcion en dicho punto y lo mismo sucede en la segunda gréafica de esta figura en x =
3, haciendo zoom.

3. Construccion de un trazador de la funcion Integral.

Con el fin de continuar con la exploracion del TFC, para otro tipo de funciones como
trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, etc., construimos un Trazador de la funcion
Integral aproximando la funcion f, integrable en un intervalo cerrado [a, b], por medio de
funciones escalonadas, siendo las correspondientes integrales de estas escalonadas, una buena
aproximacion a la integral de la funcion para valores “grandes” de N, En la Figura 6 se muestra
la construccion del trazador para la funcion f (x) =cosx en el intervalo [0, 27] para N =5.
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e
Fix)= [ f£f(t)dt
¥

F= icos(x]

| w2 S FET) ¥ As.zea18s p Aom s
Figura 6

En la figura 7 se muestran otras dos aproximaciones a la integral de la funcion f (x) =cosx en el
intervalo [0,27], con N =10 y N =30, respectivamente.

uréditos zoom = 0.x £ 0.7 4 pasa 2 trédilos zoom 4 0.x 4 0.3 4 paso A2
x v ~ ~ |

r Ll
F(x)= | £(t)dt F(x)=jf“‘.)dt
u v

a @
F= |

05 (x] |
. F= cos (x)
m\ciul u 4: Lo a 4: 0. 00 x 4: 5. 283185 o 4: 1.10
LI B T s Ao x  As.z031es

Vd

i 30

Figura 7

Obsérvese que a para N =30, puede visualizarse que la integral corresponde a una funcién muy
parecida a la funcion f (x) =sin x, es decir, al parecer

X
jcost dt =senx
0

El estudiante explorara las integrales de otras funciones pidiendo al programa que s6lo muestre
la funcidn Integral para un valor grande de N.

4. Trazando la derivada de la funcién Integral

Una vez que contamos con un trazador de integrales, podemos explorar la relacién entre la
funcién y su integral, construyendo graficamente la derivada de la funcion integral en cada punto
y Ver si nuestras conjeturas persisten cuando consideramos un tipo mas general de funciones. En
la figura 8 se muestra la integral de la funcion coseno. El segmento AB es de longitud uno, de tal
manera que el segmento dirigido, BC representa la derivada en el punto correspondiente.
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C
e
A //' //
-~ 4
7 z ]
Pendiente de la tangente en P = 0.45
cos(p)= 0.45

Icosixj

F=
im‘ciol u —I: 1000 a —I: 0.00 ® —I:: £.283185 b —I: 1.10
Figura 8

Asi pues, con la ayuda de este applet verificamos de manera visual el resultado del TFC.

d X
— | costdt =cos x
dx 0

Analogamente podemos verificar este resultado para otro tipo de funciones:

o
&

Figura 9
X
djtz “ldt= 2 1] A e groe®
dx 0
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Nivel Superior

Un ejemplo de transformacion de Darboux en
mecanica cuantica.

A. Jauregui V. Santana

Departamento de Fisica, Universidad de Sonora

Resumen
Construimos la transformacion de Darboux de la ecuacion de Schrodinger unidi-
mensional y como ejemplo la aplicamos al potencial de pozo rectangular finito.

1 Introduccion.

La técnica matematica llamada transformacién de Darboux permite construir una ecuacién
diferencial y sus soluciones a partir de otra que es conocida. La técnica fue estudiada por
primera vez por el matematico francés Gaston Darboux en 1882 en el caso particular de la
ecuacion de Sturm-Liouville, su generalizaciéon se aplica en la actualidad a una amplia clase
de ecuaciones de evolucion en distintas ramas de la fisica. En este trabajo presentamos un
ejemplo de la aplicacion de la transformacion de Darboux en la mecanica cuantica.

2 Transformacion de Darboux.

En esta seccién reproducimos la forma como se usa la transformacion de Darboux en la
ecuacién de Schrodinger unidimensional para el potencial Vj (z) que, en unidades h = m = 1,

se escribe como
1 d?
gt TV (z) ox = Expa, (1)
donde E) es el eigenvalor de la energia y ¢, (x) la correspondiente eigenfuncién. Suponemos
que conocemos las eigenfunciones y los eigenvalores del potencial Vj (z).

Por cada funcién ¢, (z) definimos una nueva funcién, que denotamos con ¥, (x), mediante
la expresién ;

Uae) = 2 =0 (@) pa, 2)
donde o (z) es una funcién por determinar, a la cual sélo le pedimos que tenga primera y
segunda derivadas continuas.

Derivando dos veces la expresion (2) y usando la ecuacién (1) para eliminar la segunda
derivada de la funcién ¢, encontramos la ecuacién que satisfacen las funciones v, (z), el
resultado puede escribirse de la siguiente forma

1 d?

d
_§Ew)\+ (Vo (x)_d_g> ¢A:EA1P,\+—90A—x(_I+‘72_2Vb)- (3)
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De la ecuacién anterior se sigue que cuando la funcién o es tal que el coeficiente que
multiplica a @, es cero, entonces las funciones ¢, satisfacen la ecuacion

1 d? do
gt (V@)= 5 ) r = B (@)
es decir, en ese caso 1, es solucién de la ecuacion de Schrédinger con potencial
do
\% = - —.
(1) = Vo (2) - )

Como el eigenvalor F) en la ecuacién (4) es el mismo que el de la ecuacién (1), el resultado
anterior implica que los potenciales V; (z) y Vi (z) tienen el mismo espectro de eigenvalores,
en otras palabras, Vj y V} son potenciales isoespectrales.

Ahora regresamos a la condicién que debe satisfacer la funcién o. De la ecuacién (3), el
coeficiente del segundo término del lado derecho es cero si la funcién o (z) es soluciéon de la
ecuacién diferencial

d
£+a2—2%:c, (6)

donde ¢ es constante. La ecuacion anterior es una ecuacién diferencial no lineal del tipo de
Riccati que puede ser linealizada mediante el cambio a la funcién x (x) dada por la expresién

1 d
- Y (). 7
7(0) = (o) )
La sustitucién de (7) en (6) nos lleva a que la funcién y (z) es solucién de la ecuacién
de Schrédinger original, ecuacién (1), con eigenvalor c. Si identificamos el eigenvalor ¢ con
E,,, entonces x (z) es la eigenfuncién ¢, (z), y por lo tanto la funcién o (z) es la derivada
logaritmica de la eigenfuncién ¢, (x),

1 d
7(@) = s e @) )

Sustituyendo la funcién o (z) en las ecuaciones (2) y (5), podemos enunciar el resultado
de la siguiente forma: Si {(p,} son las eigenfunciones de la ecuacién de Schrédinger con
potencial V; (x) y espectro de eigenvalores {E)}, y ¢, es la eigenfuncién que corresponde al
eigenvalor I, entonces la ecuacién de Scrhodinger con potencial

A ¢

11 = Vi —
V=V dx o,

(9)
tiene el mismo espectro de eigenvalores {Ey}, excepto por el eigenvalor E,,, y las eigenfun-

ciones estan dadas por
1
V(1] = o\ — —puen, (10)
Pu

donde la prima indica derivada con respecto a x.

De las dos expresiones anteriores se sigue que tanto el potencial V' [1] como las eigenfun-
ciones 1, [1] tienen polos en los ceros de la funcién auxiliar ¢, (). Este inconveniente es
superado si se usa como funcién auxiliar la eigenfuncion del estado de més baja energia, o
menor eigenvalor, ya que esta eigenfuncién no tiene ceros.
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3 Eigenfunciones del pozo finito.

En esta seccién encontramos las eigenfunciones y eigenvalores del potencial de pozo rectan-
gular finito de profundidad U y anchura L, centrado en el origen,

0 :c<—§
Vo(x)=< U —Lcaz<i (11)
0 x>§

La sustitucién del potencial anterior en la ecuacién de Scrhodinger, ecuacién (1), nos
lleva a tres ecuaciones que se resuelven con la condicién de que la eigenfuncién se anula
cuando |z| — 00, lo cual garantiza que estemos considerando unicamente estados con E < 0,
o estados ligados. La solucién es

Aeh” r<—%
¢ =1 Bsingzr + Ccosqr —§<x<§ (12)
De~ke x >§

donde las constantes k y ¢ estan dadas por

k= /2|E| y q=2(U —|E]). (13)

Como el potencial es simétrico, las eigenfunciones son simétricas o antisimétricas ante
el cambio z — —z. En particular, los estados simétricos, que incluyen al estado base o de
minima energia, se describen con funciones que llevan el coseno en la regién intermedia. Al
aplicar las condiciones de continuidad de la eigenfuncién y su derivada en las fronteras de la
region intermedia encontramos que las constantes A, C'y D satisfacen las ecuaciones

L
Ae‘k% = Bcos %

D = A.

De estas ecuaciones deducimos las siguientes relaciones

L
A =D = Be*s cos % (14)
L k

La primera de éstas nos dice que los estados simétricos tienen como eigenfunciones

gekx
p=DB<{ cosqx —
ge—kx

ot~
Nl

(16)

x
<z
x

VA A
SIS NI
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donde & = eFL/2 cos &, La constante B es una constante de normalizacién.
Por su parte la ecuacién (15), escrita en términos de la energia

tan\/Q(U—|E|)§:”U|_L|‘E| ) (17)

nos proporciona los eigenvalores de los estados simétricos.
De la misma forma, los estados antisimétricos son descritos por

—776’“"” T < —%
p=F{ sinqgx —%g:cgﬁé , (18)
ne~ke x> 5
donde 1 = e*/? sin % y F' es constante de normalizacion.

En este caso obtenemos los eigenvalores a partir de la ecuacién

cot/2(U — |E]) = — U’—L||E| : (19)

:_}l_/r\\ ] "
SN

e

Figura 1: Eigenfunciones de los cuatro niveles del pozo rectangular finito con U =4y L = 4.

Como las ecuaciones (17) y (19) son trascendentes su solucién es numérica y para ello es
necesario tomar un caso particular, escogemos U = 4 y L = 4. En este caso la ecuacién (17)
tiene dos raices que se calculan numéricamente , de energias Fy = —3.77791 y Fy = —2.05806,
respectivamente. Para los estados antisimétricos hay otros dos eigenvalores que corresponden
a las energias £} = —3.11995 y F3 = —0.694672 , respectivamente. En total el espectro esta
formado por los cuatro eigenvalores mencionados. En la figura 1 graficamos las eigenfunciones
de los cuatro estados sobre el nivel de energia correspondiente, superpuestas a la grafica del
potencial del pozo rectangular finito.
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4 Transformaciéon de Darboux del pozo finito.

Ahora aplicamos la transformacion de Darboux al pozo cuadrado. Usamos como funcién
auxiliar la eigenfuncién del estado base, o estado de minima energia, dada por

&)ekox T < —%
po(r) =Bo{ cosqr —5<z<3 . (20)
EgeFom T > %

De acuerdo al teorema de Darboux para construir el potencial V[1], ecuacién (9), es
necesario encontrar la derivada logaritmica de ¢g (). De (20) se sigue que

20 _ —qotanger  —f <z <% (21)
Yo ko x > %
Derivando de nuevo encontramos
0 r<—L
d ¢ 2
d—@ =< —qgisec?® qox —% <zx< % (22)
Lo 0 x> L
Sustituyendo el resultado anterior en la expresién (9) obtenemos el nuevo potencial
0 T < —%
VI = —Vo+gdsec?qor -5 <z < § : (23)
0 T >3

este potencial es simétrico y tiene el mismo espectro de energia que el pozo finito, excepto
por el eigenvalor Ej que en este potencial no aparece.

Por su parte, las eigenfunciones de la energfa del potencial V' [1] se obtienen usando la
expresién (10). Sustituyendo (21) en dicha expresién obtenemos

o\ x < —%
O[] =14 Y\ +aprtangr -2 <z < § (24)
Cuando usamos los estados antisimétricos de Vf, ecuacion (18), resultan los estados

simétricos de V' [1], dados por

—n (kn - kO) ekx T < _%
Un [1] = Fi Q. qn €OS g + qo tan goz sin g, —% <z < % (25)
—Tn (kn - kO) e—kz x> %

paran = 1,3,5,.... Y cuando usamos los estados simétricos de Vj, dados por (16), obtenemos
los estados antisimétricos de V' [1]

é-n (kn - k()) ekx T < _%
Uy, [1] =B, —(@y, Sin ¢, + go tan gox cos q,x —% <z < % (26)
_gn (kn - kO) e—k’x x> 2
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para n = 2,4,6... En la figura 2 graficamos las funciones de onda superpuestas al potencial
V' [1] para el caso numérico que hemos estado desarrollando. En este caso el potencial V [1]
tiene sélo tres niveles de energia.

" 3l I :
------------ e rrenNN B

Figura 2: Eigenfunciones del potencial transformado de Darboux V [1]. La linea gruesa representa
al potencial V [1] y con linea punteada hemos dibujado el potencial original y el nivel de energia
que desaparece de V' [1].
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