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PREFACIO

En ¢l mes de julio de 1990, con motivo de la visita que realizaron a la Universidad
de Sonora dos investigadores de la Unién Soviética - el Dr. Viadimir Grigorievich
Boltidnski y su esposa la Profesora Lilia Mijdilovna Pashkova - se organizo la I
Semana Regional de la Investigacion y Docencia en Matemdtica Educativa. En csta
semana los miembros del Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de
Profesores de Matemiticas de la regidén noroeste dictaron conjuntamente con los
visitantes un total de 11 conferencias relacionadas con la ensefianza de las

matematicas.

De la experiencia de la primera reunion surge la necesidad de promover la
comunicacion entre los interesados por los problemas de la enseilanza de las
matemdéticas en la regién noroeste del pais. Bajo estc marco se convoca a la IJ
Semana Regional de la Investigacidn y Docencia en Matemdtica Educativa y se
plantea en esta ocasion la posibilidad de intercambiar experiencias, ideas y trabajos en
torno a la ensefianza de las matemdticas y 1a relacion de ellas con otras ramas de la
ciencia y la educacién. Esta segunda reunién se llevé a cabo en el mes de julio de
1991 y se dictaron 22 conferencias y 2 talleres.

Las reuniones anteriores marcan un punto de partida para fortalecer los lazos de
comunicacién que se establecieron, asi como la bisqueda de nuevos contactos con los
profesores ¢ investigadores de la regién y la apertura de otros espacios en la que
puedan expresar sus puntos de vista. Por tales motivos el Departamento de
Matemiticas conjuntamente con la Secretarfa de Educacion y Cultura del Gobierno
del Estado de Soncra y el Colegio de Bachilleres convocan a la I71 Semana Regional
de la Investigacidn y Docencia en Matemdticas con el siguiente objetivo :" agrupar
a los profesores e investigadores de Matemdticas para conocer los trabajos que se
estin realizando en matemdtica pura, aplicada y educativa en esta regién del
pais, asi como discutir sobre los problemas que plantea el aprendizaje y la
ensefianza de las matemiticas y 1a formacién de profesores en esta ciencia”.

El Comité Organizador se ha esforzado por que en esta IIl Reunién se logfen los
objetivos planteados y se avance en la direccién ya mencionada. Los articulos que
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resultaron de las conferencias y cursos que se presentaron en la III Reunién han sido
compilados en estas memorias y organizados de la siguiente manera.

1. Matematicas Puras y Aplicadas.
2. Reportes de Tesis.

3. Ensefianza de las Matematicas.
4. Cursos Cortos.

El Comité Organizador quiere, por este medio, expresar su agradecimiento al
Colegio de Bachilleres de Sonora, por su apoyo para la publicacién de estas memorias
y a la Secretaria de Educacién y Cultura de! Gobierno del Estado de Sonora por su
apoyo para la impresion de los diplomas.

Por este medio, también expresamos nuestro agradecimiento a todas aquellas
instituciones y personas que brindaron su apoyo para la realizacién de este evento.

Por el Comité Organizador
M. C. José Luis Diaz Gémez
Jefe del Departamento de Matemdticas

Division de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad de Sonora.
Hermosillo, Sonora, México, 1992
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I SEMANA REGIONAL DE INVESTIGACION Y DOCENCIA EN MATEMATICAS
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la Trigonometria elemental
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12:00 - 12:50 Modelos matematicos de evolucién molecular 11
Dr. Pedro Miramontes

Facultad de Matematicas, UNAM

Nivel Superior

{Conferencia por invitacion)

16:00 - 16:50 Problemas de estimacion y control 11
Dr. Onésimo Hemandez Lerma

Departamento de Matematicas

CINVESTAV, IPN

Nivel Superior

{Conferencia por invitacion)
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17:00 - 17:50 Versién en Turbo Basic del modelo matricial dinAmico en variables de estado
para un sistema ccologico de cria de peces _
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L. F. Manucl Oscar Munguia Romo
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{Conferencia por invitacién)

Experiencias profesionales y docentes en torno al control estadistico del proceso

19:00 - 19:50 Transformaciones geométricas a través del doblado de papel
P. M. cn C. Gerardo Calderdn Ayala

Centro de Estudios Superiores del Estado de Sonora
Nivel Meodio Superior

MIERCOLES 28 DE OCTUBRE

9:00 - 9:50 Modelacién del acuifero mixto

Lamberto Castro A., Ing. Luis M. Lozano C., Alfredo Mendoza M., M. en C., Oscar R.
Goémez A., Rosa A. Vazquez C.

Unidad Regional Sur (Navojoa), UNISON

Nivel Superior

Reporte de Investigacion

Desarrollo tedrico de la geometria del acuifero heterogéneo para construir un modelo que
permite el control de las aguas utilizadas en dicho acuifero, localizado en el Valle del Yaqui

10:00 - 10:50 Un modelo dc programacién lincal para la plancacién del uso conjunto de
aguas supctficiales y subtcrrincas del Valle del Yaqui, Sonora
Ing.LuisManmlLozanoCota,Mch. Oscar Rubén Gomez Aldama, Lamberto Castro
Arce

Unidad Regional Sur (Navo_;oa), UNISON

Nivel Superior

Reporte de Investigacion
Modelo deterministico de programacion lineal para generar politicas de operacidén del uso

conjunto de aguas superficiales y subterrdneas en un intervalo de cinco afios



11:00 - 11:50 Un modelo de programacion por redes para plancar la operacién del uso
conjunto de aguas superficiales y subterraneas en ¢l Valle del Yaqui, Sonora

M. en C. Oscar Rubén Gomez Aldama, Juan José Garcia Ochoa,

Ing. Luis Manuel Lozano Cota, Lamberto Castro Arce

Unidad Regional Sur (Navojoa), UNISON

Nivel Superior

Reporte de investigacion

12:00 - 12:50 Notas de clasc de Calculo Diferencial e Integral I

L. M. Agustin Grijalva Monteverde

Departamento de Mateméticas, UNISON

Nivel Superior

Se analizan los motivos que hacen necesaria la elaboracién de notas de clase y se describen
las del titulo

16:00 - 16:50 Situacion académica en Matematicas de los estudiantes de nuevo ingreso a la
Universidad de Sonora

M. en C. Enrique Hugues Galindo

Departamento de Matcmé_ticas, UNISON

Nivel Medio Superior y Superior

Reporte de investigacidén

Se describen los resultados de la aplicacion de un diagnéstico a estudiantes de nuevo
ingreso a la Universidad de Sonora y algunas de las conclusiones que de él se derivan

17:00 - 17:50

18:00 - 18:50 Determinacién de la combinacién éptima econdmica de los niveles de dos
factores de la produccién (N y P) utilizando superficies de respuesta

Juan José Garcia Ochoa, M. en C. Oscar Rubén Gémez Aldama

ITSON, UNISON

Nivel Superior

Reporte de investigacién

19:00 - 19:50 Reflexiones en torno a la cnsefianza y ¢l aprendizaje de la Estadistica
elemental
Dr, Juan Enrique Ramos Salas
ITESM Campus Sonora Norte
Nivel Superior
(Conferencia por invitacidn)
Estudio comparativo de la ensefianza de la Estadistica elemental bajo diferentes
metodologias, y reflexiones en torno a los resultados obtenidos
10
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JUEVES 29 DE OCTUBRE

9:00 - 9:50 Calidad: una cultura necesaria en las empresas y en la educacion en México
M. en C, Oscar Rubén Gémez Aldama

Unidad Regional Sur (Navojoa), UNISON

Nivel Superior

10:00 - 10:50 Un método general para graduar ¢l volumen de tanques cilindricos con tapas
circulares, cuyo cje centroidal longitudinal forma un dngulo 8 con la horizontal
Lamberto Castro Arce, Ing. Luis M. Lozano C., M. en C. Oscar Rubén Gémez A., Rosa A.
Véazquez C., Alfredo Mendoza M.

Unidad Regional Sur (Navojoa), UNISON

Nivel Suaperior

Reporte de investigacion

Uso de la Geometria Analitica, el Cdiculo Diferencial e Integral, el Andlisis Numérico y la
Programacion de Computadoras para plantear y resolver las ecuaciones que determinan la
relacion que existe entre el nivel del liquido y el volumen ocupado dentro del recipiente

11:00 - 11:50 Los primeros pasos para vivir ¢n ¢l error

P. M. en C. Francisco Candido Garcia Durén

Departamento de Mateméticas, UNISON

Niveles Medio Bésico, Medio Superior y Superior

Las primeras definiciones y recomendaciones para el tratamiento del error en los cdlculos
numéricos en calculadoras y computadoras

12:00 - 12:50 Desarrollo histérico de las ecuaciones de Yang-Mills v sus perspectivas en
Dr. Marcelo Aguilar Gonzilez

Instituto dc Mateméticas, UNAM

(Conferencia por invitacion)

16:00 - 16:50 El Precalculo: su insercion en la curricula matemdtica del bachillerato y su
posible reformulacién -

M. en C. Joeé Luis Soto Munguia

Departamento de Matemiticas, UNISON

Nivel Medio Superior y Superior

Reporte de Tesis

17:00 - 17:50 Vectores, formas diferenciales y ¢l Tcorema Fundamental del Célculo cn
varias varisbics

M. en C. Jacobo Guadalupe Nificz Urias

Departamento de Matemiiticas, UNISON

Nivel Superior ‘

Se hace una analogia entre el Algebra Vectorial con las formas diferenciales, para presentar
el Teorema de Green, el Teorema de Stokes y el Teorema de Gauss como expresiones del
Teorema Fundamental del Cdlculo en varias variables en el lenguaje de las formas

diferenciales
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18:00 - 18:50 La teoria ¢special de la relatividad y el &lgebra lincal

P. M. en C. Oscar Mario Rodriguez Sanchez

Departamento de Matematicas, UNISON

Nivel Superior

Los resultados del experimento cldsico de Michelson y Morley (1887) levaron a la
necesidad de analizar el comportamiento de sistemas en movimiento, lo que derivé en la
teoria especial de la relatividad, cuya esencia se trata de analizar con los conceptos del
Algebra Lineal

19:00 - 19:50 Simetria

M. en C. Guillermo D4vila Rascon

Departamento de Matematicas, UNISON

Nivel Superior

Se analiza el concepto de simetria de un sistema y su influencia en otras ciencias bdsicas
como la Fisica, la Quimica y la Biologia; su aplicacién a la solucién de ecuaciones
diferenciales. Se hablard de quiralidad y rompimiento de simetria

' VIERNES 30 DE OCTUBRE

9:00 - 9:50 La transformada de Laplace, ;es algo (til?

P. M. en C. Arturo Fragozo Robles

Departamento de Matematicas, UNISON

Nivel Superior

Se muestra la ventaja de usar la transformada de Laplace en la solucion de ecuaciones
diferenciales en comparacion con otros métodos, y se presentan algunos problemas de
aplicacion

10:00 - 10:50 La computadora en la enseiianza de las matematicas: dos aplicaciones con
LOGO

M. en C. José Luis Diaz Gémez

Jefe del Departamento de Matematicas, UNISON

Nivel Medio Superior y Superior

11:00 - 11:50 El movimiento, ta Geometria descriptiva y la graficacion

L. E. M. José David Fonseca Poblano

ITESM Campus Sonora Norte

Nivel Medio Superior

(Conferencia por invitacién)

Experiencia diddctica en el estudio de funciones en R’, a partir del andlisis del movimiento
en tres dimensiones, utilizando la geometria descriptiva y la graficacién de funciones como
elementos de apoyo

12:00 - 12:50 Complejidad computacional de algoritmos

M. en C. Joaquin Humberto Lopez Borbén

Departamento de Matemaéticas, UNISON

Nivel Superior

Se analiza brevemente el esfuerzo computacional que requiere un algoritmo para encontrar
la solucion de un problema, centrando la atencion en la clasificacion de los problemas en
términos de los algoritmos gue existen para resolverlos
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16:00 - 16:50 Analisis expioratorio de datos
L. M. Gudelia Figueroa Preciado
Departamento de Matematicas, UNISON
Nivel Superior

17:00 - 17:50 Optimizacion en redes de flujo con costos concavos

M. en C. Joaquin Humberto Lopez Borbon

Departamento de Matematicas, UNISON

Nivel Superior _

Andlisis de los fundamentos tedricos, descripcion e implementacion de un método de
solucion del problema de redes sin ganancia con costos céncavos

18:00 - 18:50 La interaccidn o la formacién matemética del profesor en educacion
Dr. José Miguel Norzagaray Mendivil
Direccién General de Educacién Superior

19:00 Clausura del evento

CURSOS

Desarrollo histérico de las ecuaciones de Yang-Mills y sus perspectivas en Matematicas
Dr. Marcelo Aguilar Gonzalez
Instituto de Matemdticas, UNAM

Teoria de Homologia.
Dr. Marcelo Aguilar Gonzalez.
Instituto de Matematicas, UNAM.

Elementos de Topologia Diferencial.
P.M.C. José Luis Cisneros Molina.
Becario del Instituto de Matemiticas, UNAM.

Algoritmos heuristicos en optimizacion
Dr. Pedro Miramontes
UNAM

Introduccion al QuickBasic, con aplicaciones en la ensefianza de las matematicas.
M. C. Armando Cuevas Vallejo
CINVESTAYV, IPN, Seccién de Matemsitica Educativa.

Introduccion al estudio de valores extremos en estadistica con aplicaciones

Dr. Victor Pérez Abreu
CIMAT
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Una introduccion a la Topologia

M. en C. Carlos Robles Corbala
Departamento de Matemaiticas, UNISON

Elementos de Topologia Diferencial

El teorema de clasificacion de superficies
Est. Gabriela Hinojoza Palafox
Departamento de Matematicas, UNISON

Algoritmos de flujos en redes

Est. Irene Rodriguez Castillo, Edelmira Rodriguez Alcantar, Myriam Cisneros Molina,
Miguel Angel Norzagaray Cosio

Departamento de Matematicas, UNISON

TALLERES

La ensefianza de la simetria y de la congruencia

M. en C. Jorge Ruperto Vargas Castro

Coordinador del Programa de la Maestria en Matematica Educativa
Departamento de Matematicas, UNISON

Teoria de fractales y su posible correlacion con el Analisis Infinitesimal
M. en C. Jorge Ruperto Vargas Castro

Coordinador del Programa de la Macstria en Matematica Educativa
Departamento de Matemiticas, UNISON
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COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DE ALGORITMOS
M.I1.0. JOAQUIN HUMBERTO LOPEZ BORBON. UNIVERSIDAD DE SONORA

RESUMEN.-En esta conferencia, se analizara 'brevemente el esfuerzo
computacional que requierc un algoritmo para encontrar la sclucién de un
problema, centrando especial atencién en la clasificaciétn de dichos problemas
en términos de los algoritmos que existen para su solucién, ademis, se
definiran algunos conceptos de importancia, tales como: Problema, algoritmo,
eficiencia, tiempo de ejecucién, orden de un algoritmo, la clase P y la clase
NP-completa.

INTRODUCCION

El enfoque clasico para estudiar un problema de optlimizacién es obtener
aquellas propledades, cualitativas o cuantitativas, que lleven a uno o varlos
procedimientos eficientes para 1mp1ementarlos en una computadora y obtener su
solucién. En este enfoque es de suma importancia conocer el tiempo que tardara
un procedimiento para encontrar la solucién de un problema, ya gque no es igual
esperar unos cuantos segundos o menos, que tener que esperar horas, dias o
quizi mas tiempo para saber la solucién del problema. Otro aspecto importante
es conocer el comportamiento del algoritmo cuando el tamafio del problema
crece; ée puede tener un procedimientoc que resulte adecuado para resolver
problemas pequefios ¢ medlanos, sin embargo, el procedimiento puede resultar
improcedente cuando el tamafio del problema es grande.

CONCEPTOS BASICOS
PROBLEMA. - Un problema es una pregunta general. Usualmente posee varios
parametros o varlables libres, cuyos valores al ser especificados, constituyen
una INSTANCIA del problema. Un problema se define dando:
i) Una descripcién general de sus parametros.
11) Estableciendo las propiedades que se requleren en la solucién.

ALGORITMO.- Un algoritmo es en general un procedimiento paso a paso, para
resolver un problema. Se dice. gque un algoritmo resuelve un problema si para
toda instancia produce solucioén.

EFICIENCIA.- La eficiencla de un algoritmo puede ser medida en términos
del espaclio de memoria utilizada durante su ejecucién, 6 bien en términos del
tlempo de ejecucién. Aqui se anallizara la eficiencla en términos del tiempo de
ejecucion.

TIEMPO DE EJECUCION.- Este es directamente proporcional al nimerc de
operaclones basicas elementales que el ordenador debe realizar, que depende
del tamafio de la instancia del problema. Es decir, el tiempo de ejecucién es

una funcién f(n) donde n es el nimero de datos de entrada que describen la
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instancia del problema. Por ejemplo, en problema de redes n es el nUmero de
nodos © de arcos.

Debidc a que un aigoritmo puede presentar serias dificultades cuando el
tamafio de la entrada (la instancia del problema) aumenta considerablemente y
debido a que en ocaslones el caélculo exacto del nimero de operaciones
elementales es complicado basta con conocer el comportamiento asintético de
f(n) cuando n es suficientemente grande.

ORDEN DE UNA FUNCION.- Una funclén f(n) se dice de orden g(n) denotada
O{g(n)) si existe una constante ¢ tal que |f(n)i=clg(n)| Vv nz1.

ORDEN DE UN ALGORITMO.- Se dice que un algoritmo es de orden polinomial
si es O(P(n)) donde P(n} es un polinomio en n, si no es de orden polinomial se
dird que es de orden exponencial.

La diferencia entre algoritmos de orden polinomial y exponencial se
manifiesta al dar solucién a problemas de gran instancia, como 16 Ilustra la
siguiente tabla, en la cual se considera que una operacién elemental es

reallzada en un microsegundo

tamaflo de 1a instancla

orden 10 20 30 40 50 60
. 00001 . 00002 . 00003 . 00004 . 00005 . 00006
seq. seq. seg. seqg. seq. seg.
. 0001 . 0004 . 0009 .0016 . 0025 . 0036
seqg. seqg. seq. seqg. seg. seg.

.1 3.2 24.3 1.7 5.2 13

seqg. seq. seg. min. min, min.

. 001 1 17.9 12.7 37.5 366
seq. seq. min. dias aflos cent.

B8 13

. 059 58 6.5 3855 2x10 i.3x10

segqg. min. afios cent. cent. cent.

IR JT O] T NI TR ) N T

Puede pensarse que en una computadora el tlempo de ejecucién de un

algoritmo sea exponencial, mientras que en otra con mas velocidad sea

pelinomial, lo anterior no es posible ya que estd demostrado lo sigulente: "Si
un algoritmc necesita tiempo exponencial para su ejecucién en una maquina de
Turing (la computadora més primitiva) entonces también necesita de tiempo
exponencial para su ejecucién en cualquier otra computadora y viceversa". En
otras palabras, el tiempo de ejecucién polinomial o exponencial es
independiente de la computadora seleccionada.

Lo mas relevante aun, és examinar como el tamafio de la Iinstanclia mas

grande de un problema resuelto en una hora con la computadora actual mas

g
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veloz, puede cambiar si los avances tecnolégicos permiten incrementar 1la

velocidad de dicha maquina 100 o 1000 veces,

orden comput., comput. 100 comput. 1000
actual veces + vel. veces + vel.
n Ni 100 N1 1000 N1
n2 N2 10 N2 31.6 N2
ns‘ N3 2.5 N3 3.98 N3
2n N4 N4 + 6.64 N4 + 9.97
3" NS NS + 4.19 NS + 6.29

como puede observarse con el algoritmo de 0(2") un incremento de 1000 veces en
la velocidad sélo afiade 10 al tamafio de la instancia, mientras que con un
algoritmo de orden n° este tamafio a lo mis es cuatriplicado.

CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS

De acuerdo a lo anterior los problemas pueden clasificarse de la
sigulente manera:

 PROBLEMAS TRRESOLUBLES.- Un problema se dice irresocluble si no exliste ni
existiréd un algoritmo que lo resuelva.

PROBLEMAS POLINOMIALES.- Un problema pertenece a la clase P si existe un
algoritmé polinomial, conocidc o no, que lo resuelva.

PROBLEMAS INTRATABLES.- Un problema es intratable si no existe ni
existird un algoritmo polinomial gque lo resuelva, es el complemento de la
clase P.

PROBLEMAS NO DETERMINISTA POLINOMIAL (NP).- Son problemas de decisién (su
solucién es si 6 no) que pueden ser resueltos en tlempo polinomial por
algoritmos no deterministas, los cuales constan de dos estados separados: el
estado de predecir y el estado de concordar. Estos algoritmos tlenen 1la
capacidad de adivinar la ruta correcta en un arbol de decisién. Por definicién
PcNP.

LA CLASE NP-COMPLETA

RELACION DE REDUCCION.- Se dice que un problema Li se reduce al problema
L2, denotado L1 « L2, si existe una transformacién que toma un tiempo
polinomial en convertir Li en L2, La relaclén reduccién es:

1) Reflexiva L1 o« L1

ii1) Transitiva, Si L1 o« L2 y L2 « L3 =» L1 « L3.

iii) No necesariamente simétrica. Si L1 « L2 no siempre Lz « L1
S1 la reduccién resulta simétrica entonces es una clase de equivalencia
y se dice que L1 y L2 son polinomialmente equivalentes.

Los problemas polinomiales son polinomialmente equivalentes y
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constituyen la clase P que son los problemas "faciles" en la clase NP. La
clase NP-completo en NP esta constituida por los problemas "dificiles" que son
polinomialmente equivaicntes pero no se han encontrado algoritmos polinomiales
que los resuelvan,

Una pregunta adn ablerta es si P=NP, si un solo problema en la clase
NP-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial, entonces, P=NP y si
cuaiquier problema en la clase NP-completo es intratable entonces P#NP.
Ademds, se ha demostrado que suponiendo P#NP existen problemas en NP que no
estan ni en P ni en NP-completo.

| CONCLUSIONES

En conclusidén, los problemas pequefios. de la clase NP-completo pueden ser
resueltos con algoritmos exponenclales, pero éstos resultan impracticos para
instancias grandes ya que el tiempo de solucién crece de manera alarmante, en
estos casos hay que conformarse con dar una buena solucién aunque no sea la
Sptima. ‘ ' _

Como el tiempo de ejecucién de un algoritme es independiente de la
computadora y ademas los posibles aumentos en la velocidad, repercuten en poco
al aumento del tamafio de la instancia en los problemas de la clase NP-completa
entonces‘la eficlencia computacional depende sélo del algoritme y no del tipo
de computadora, por lo cual, un campo de investigacién sumamente importante es
crear algoritmos con orden cada vez menores para los problemas de la .clase
NP-completa, -
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MODELACION DEL ACUIFERO MIXTO

LAMBERTO CASTRO A.,LUIS M.LOZANO C.,08CAR R. GOMEZ A.,ALFREDO
MENDOZA M.,R0SA A. VAIRUEZ C, Universidad de Sonora,Unidad Sur,
Navoica, Son.

IMPORTANCIA DE ESTE TRABAJO

Para presentar la primera seccién de nuestro desarrollo es
posible mencionar la gran importancia que tiene, no soclo para
los agricultores sino tambien para el1 pdablico en general vy
generacidn de energia eléctrica el poder contar con agua
suficiente, Es por eso gue con el fin de poder modelar el
sistema dinamico de aguas subterraneas localizadas en la
geografia del Valle del Yaqui, como parte  del provecto
"PLANEACION Y USO CONJUNTO DE AGUAS SUPERFICIALES Y SUBTERRANEAS
EN EL VALLE DEL YAQUI".

En el presente trabajo se ha tomando en cuenta variables que
involucra el sistema y que han pasado ha formar parte del modelo
que como objetivo se ha planteado.

DEFINICION DE ACUIFERO

Un Acuifero es una formacidén geoldgica que permite la
circulacién y el almacenamiento de agua, siendo factible su
aprovechamiento en forma continua y econdmica. puede decirse que
es una formacidén conjunta de formaciones o parte de ellas que
contienen suficiente material permeable saturado para
proporcionar cantidades significativas de agua a pozos y
manantiales.

TIPOS DE ACUIFEROS EN EL VALLE DEL YAQUI

Los acuiferos se clasifican en: Libre, confinado y
semiconfinado (figura 1D).

ACUIFERO LIBRE: Es aquél on el que el agua subterranea tiene una
superficie que se denomina nivel freatico, lo que se caracteriza
por estar sometida a la presion atmosférica.

ACUIFERO CONFINADO: es aquel donde el agua esta confinada a
presidn por formaciones confinantes o semiconfinantes
suprayacentes. Los niveles piezométricos se encuentram sobre el
limites superior del acuifero.

ACUIFERO CONF‘I HNADOs Fs agqusl quo esta limitado por
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formaciones menos permeables que el mizmo, pero a través de los
cuales se puede recibir o ceder volumenes significativos de agua.

En el VYalle del Yaqui el tipo de acuifero que existe es

heterogéneo es decir es una combinacion de los acuiferos antes
mencionados,

ANALISIS DEL ACUIFERO

En primer término fundamentando en el balance total de
materia del sistema, se presenta que la expresidn gque nos muestra
de manera significativa los cambios de contenido (en unidades de
volumen) del aculfero esta determinada por la diferencia de

entradas v salidas del fluido, dada por:

dv
~— = QeCtd - QsCtd 1)
dt

en donde los términos involucrados pueden ser presentados tomando
en cuenta expresiones de cualqguier tipo, vya sea valores
constantes o incluspo aguellas que tengan dependencia del tiempo,
casos gue resultarian mucho mas complicados. Sin embargo es
posible considerar nuestro problema utilizando las variables que
involucra el teérmino Qs(t), en el cual se identifican las
caracteristicas de logs estratos del suélo ¥y los cuales son
desicivos para la alimentaciém y saturacién del manto freatico de
fluido en este tipo de sistemas.la ecuacidn (1) es posible

presentarla integrando sobre todo el espacio comprenido para sus

cambios, teniendo:

v t )
J&V = the(t) - OsCtdldt {2}
Vo to
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de donde podemos obtener se satisface la expresicn:

t
VCLD) - Vo(td = J[Qe(t) - QsCtridt (3
to
Analizando por partes las expresiones gue involucra la )
expresidn (Z2) es posible presentar que gasto de entrada al

el acuifero y en tal caso tomando en cbn51derac1én ia ley de
DARCY, la cual nos presenta una expresién para lta wvelocidad

de flujo que ingresa en el acul fero por med:io de la relacidén:

v=Kp S o4
donde 5 es el gradiente hidraulico vy kp reune las caracteristicas
del medioc v esta determinado por la FelaCLGn:

C d2 w
Kkp =& —/——— 9

L
de donde c es un factor gue describe la forma de empagquetamiento
y otras caracteristicas del mecdio, d es el tamafo promedio de los
pbros, w es el peso especifico del fluido v gy es la wviscosidad
del fluido gue ingresa en el acuifero.
De todo lo anterior vy retomando la ecuacidn de cqntinuidad es

posible tener una expresidn para el gasto de entrada mediante la

férmula:

2
cd ' w .
Qe(t)=Av=A[""""’“"’"]S (&)
‘ H

considerando las variables restantes no muy problematicas
entonces podemos tomarlas como aguellas gue no  cambian  con

respecto al tiempo. en pramer té&yrmino la salida de agua del

aculfero esta considerada como un valor dado por un  determinado
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periodo. en este sentido se da un valor para el gastoc que
alimentars la superficie vy el cual es extraido del interior en
este sentidoc es facil encontrar gue el valumen de fluido

extraido en el acuifero para un tiempo t estara dado por:

VCL) - Vo(id = AS - QsCtd}f ¢t £7)

donde V(t)-Vol(t) es —-AY el cual naos representa la cantidad en

metros cubicps de agua utllizada.
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DETERMINACION DE LA COMBINACION OPTIMA ECONOMICA DE LOS NIVELES DE DOS
FACTORES DE LA PRODUCCION (N y P) UTILIZANDO SUPERFICIES DE RESPUESTA.

Ing. Juan J. Garcia 0%.

L.M. Oscar R. Gomez A'.
INTRODUCCION. El Valle del Yaqui, en el Estado de Sonora, es uno de los
principales productores de soya, mélz, ajonjoli, algodén y trigo, este
dltimo cultivo que es el mas importante ocupa del 50-55% de 1la
superficie cultivable del Valle con un rendimiento medio de 4.5 ton/ha
(4). En el Valle del Yaqui se dispone de varias alternativas en cada
ciclo de siembra y si se elige al trigo como cultivo de invierno surge
la nececidad de determinar 1la combinacién o6ptima de N-P para este
cultivo en cada una de las rotaciones wusuales, con este fin se
plantearon las siguientes hipdtesis: (a) Los rendimientos del cultivo
del trigo son diferentes en 1las distintas rotaciones, (b) La dosis
6ptima econémica (DOE) de N-P varia en 1los diversos sistemas de

cultivo.

MATERIALES Y METODOS. La informacién analizada en este trabajo
corresponde a un periodo de seis afios de una serie de experimentos

conducidos en el CIANO, las rotaciones estudiadas fueron:

|8

'Maestro Auxiliar del Departamento de Matematicas, Instituto
Tecnoldgico de Sonora Cd. Obregdn Son. C.P. 85 000 México.

!MTC del Departamentc de Matematicas de la Universidad de
Soncra Unidad Regional Sur, Navojoa Sonora.
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l.- Trigo-Trigo, 2.- Trigo-Ajojoli, 3.- Trigo-Soya, 4.- Trigo-Soya-
Algodén y 5.- Trigo-Maiz-Algodén; en cada afio para cada rotacién se
establecié un disefio en bloques al azar con ocho tratamientos de

fertilizacioén.

Para comparar el efecto de los tratamientos de fertilizacién y de las
rotaciones en cada aflo asi como el efecto de los afios para cada
rotacidén, se analizaron con un modelo semejante al de un disefio en
parcelas divididas (1,2). Posteriormente, para la obtencién de 1la
superficie de respuesta N-P se utilizé el modelo cuadratico con
interacciones de dos factores, modelo que fué simplificado con el
método STEPWISE (regresién progresiva, 3 ), finalmente, con el modelo

reducido Qe calculd la DOE (4).

RESULTADOS Y DISCUSION. E1 ANOVA indica que la mayor variabilidad la
causa el factor afios, que existen diferencias entre rotaciones y que
debido a la interaccién rotaciones por tratamientos de fertilizacioén es
necesaria la determinacién de DOE para cada una de las rotaciones

estudiadas.

Las DOF (dosis 6ptima fisiolégica) y DOE {en Kg/ha) obtenidas con los
modelos reducidos se presentan en el siguiente cuwadro 1 y las
superficies de respuesta y de contornos para la rotacidén #3 son
presentadas en las figuras 1 y 2 respectivamente.

No fué posible determinar la DOE para todas las rotaciones estudiadas

debido a que los mayores rendimientos generalmente se obtuvieron con



Cuadrc 1. DOF y DOE obtenidas con.
los modelos reducidos.

ROTN DOF(N) DOF(P) DOE{(N) DOEiP)
1 184 ——-- 166 -

2 114 67 108 108

3 289 188 262 156

4 152 -—-- 143 ———-

5 164 —--- 155 ----

las dosis mas altas de fertilizacioén

cuadraticos en los modelos reducidos

[RrTY BT L T N '0«- mg- 0
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CONCLUSIONES. En el analisis de varianza (ANOVA} el factor afos es el
mas importante, esto es, la mayor variabilidad en el rendimiento del

trigo se presenta entre ciclos agricolas.

-Las sumas de cuadrados explicadas pot los tratamientos de
fertilizacitn fueron mayores a las explicadas por las rotaciones esto
indica, que las dosis de N-P influye m&s en el rendimiento gque la

rotacidn utilizada.

-La interaccién tratamientos por rotacién resultd ser altamente
significativa, esto indica que la fertilizacién del triqo dependera de

la rotacién en la que toma parte.

-La DOE de N y P para las rotaciones Trigo-Ajonjoli y Trigo-Soya fueron

de 108-108 vy 262-156 respectivamente.
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ESTIMACION Y CONTROL DE SISTEMAS ESTOCASTICOS

"ONEsmMo HERNANDEZ LERMA
Departamento de Matemiticss.

CINVESTAV IPN

El objetivo de estas conferencias es hacer una presentacién introducioria a ciertos problemas de
interés en la teorfs sobre estimacién y control de sistemas estocisticos.

En un problema de control éptimo se desea optimisar —de acuerdo a algi’in criterio dado— el
comportamiento de algin sistema dindmico. En pariicular, para sistemas estocasticos en tiempo
discreto Ia evolucién del sistema se describe mediante una ecuacién de la forma

Be4r = F (2,00, &), t=0,1,2,.., (1)

con alguna condicién inicial dada z;. En (1), z; representa el estado del sistema en el tiempo ¢,
a¢ Tepresenta la_accién de coptrol y & es una variable aleatoria que'dota las perturbaciones que
afectan al sistema. Una sucesién dada de acciones de control, digamos » = {ag, @, a2,...}, se
lama esirategia (0 ley o politica) de comrol. El comportamiento del sistema cuando se uiilisa una
estrategia 7 se “mide” mediante un fndice de fupciopamiepto J(r, z), el cual depende también del
estado inicial 2o = z. Entonces el problema de control consiste en encontrar una esirategia n* que
optimice J(r, z); por ejemplo, s J(r; z) tepreuentauh “costo de operacién”, entonces el problema

es encontrar ** tal que

J(=*, .e)_=i2f J(x, z) ¥z . (2)

La funcién en e lado derecho de (2), es decir,

J'(z) = u:f J(x, z) (3)

se llama funcidn de costo éptimo (o funcién de valor) del problema de control.

Una forma usual de representar el sistema de control (1) es como en la fig. A, que se conoce como
esquema de “realimentacién” o de laso cerrado. En este caso, se dice que el sistema es completamente
gbeervable porque se supone que el estado z; del sistema es conocido en cada tiempo ¢. Sin embargo,
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hay situaciones en las que esta iiltima suposicion 1o es realista, es decir, el estado no se puede observar

directamente; en su lugar tenemos un proceso de observaciones {o mediciones)

yt=G(zt;’7f.)_3 t=0vl’2;-'- (4)
ruido £ ' raido § ruido 7
i l l
z x
‘ observador
' y
. ,
controlador ' @E
a v £
Fig. A controlador
Fig. B

El sistema se dice ahora que es parcialmente observable y nos lleva a un primer problema de

estimacién: deierminar un estimador £, del estado del sisterna usando las observaciones en (4).
Entonces, como se ilustra en la fig. B, las decisiones del controlador dependeran del estimador #,
que resulta de “filtrar” las observaciones {yo, v, y2,.-.}.

En estas conferencias se describe brevemente el filiro de Kalman para el caso de sistemas lineales
con ruidos blancos gaussianos {£;} y {m}, no correlacionados, y también, usando el algoritmo de

programacién dindmica, se describen las soluciones en los casos completamente observable y parcial-

mente observable. Para sistemas lineales, estos resultados aparecen en muchos textos, por ejemplo
(1]; para sistemas no Lineales (1)-(4) véase e. g. (2, 3].

Volviendo al caso completamente observable, otro problema de estimacién se presenta cuando
la funcién F en (1) y/o la distribucién de probabilidad de las perturbaciones {£} no se conocen
completamente; s lo que se desconoce es un vector § de dimensién finita, se dice que ¢l problema de

estimacion es un problema paramétrico; en caso conirario es un problema no paramétrico. En todo

caso, el problema combinado de estimacién y control, que se ilustra en la fig. C, es un problema de

control adapiable. El problema paramétrico se discuie ampliamente en [3] y el no paramétrico en e.

g. (5, 7]. El problema de estimaciép no paramétrica en procesos de Markov no controlados se estudia

30

DT TRTHE T R TR T . [ T P [T b B A | b o ) ‘"WW'F”




en {4, 6].

ruido £ ruido £ ruido n
ol . ! . }
sistema observador
a
controiador ]
V
0 Iii@
a 4z
controlador
4
Fig. C
Fig. D

Por dliimo, los sistemas parcialmente observables, combinados con problemas de estimacién
paramétrica y no paramétrica, se discuien en (3, 8, 9].

Ademss de las referencias mencionadas antes, cabe también sefialar el articulo (10}, el cual presenta
una variedad de problemas relacionados y una exienss bibliografia sobre teoria y aplicaciones.
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LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD Y EL ALGEBRA LINEAL

Oscar Mario Rodriguez Sanchez
Universidad de Sonora

INTRODUCCION

La mayoria de las aplicaciones en MatemAticas, son en relacidén con el concepto
de medicién. Asi las estructuras que contienen una nocibén de distancia tienen gran
importancia. Tal es el caso de los espacios vectoriales sobre el campo de los nimeros
reales y los complejos.

Entre los experimentos fisicos del Siglo XIX, destaca el de Michelson-Morley
en 1887 cuyos resultados tuvieron dos consecuencias. Resulté insostenible la idea
del éter que venia desde 1690 y ademds se vislumbré un nuevo principio fisico: la
velocidad de la luz en el espacio libre es la misma en todas partes, independien-
temente de cualquier movimiento de la fuente o del observador.

El resultado de analizar las consecuencias fisicas de la falta de un marco uni-
versal de referencia es la Teoria de la Relatividad.

PROBLEMA BASICO
La teoria se basa en dos postulados:
a) Las leyes fisicas pueden ser expresadas mediante ecuaciones de la misma forma
en todos los marcos de referencia que se mueven a velocidad constante los

unos con respecto a los otros.

b) La velocidad de la luz en el espacio libre tiene el mismo valor para todos
los observadores, independienteménte de su estado de movimiento.

Para analizar la esencia de la teoria consideraremos dos sistemas inerciales,
es decir sin aceleracién, s y s', como se ilustra en la figura y tres suposiciones

1. Los ejes son paralelos y el origen de s' se desplaza a una velocidad constante
va»o relativa a s.

2. ¢ y ¢' son relojes estacionarios en su sistema respectivo y calibrados con
cero en el instante en que los origenes coincidan.

3. La unidad de longitud es el segundo luz.

La transformacién de Galileo x'=x-vt, y'=y, z'=z, t'st y la transformacién de
velocidades deducida de ella violan los dos postulados.

Admitiendo una relacién entre x y x' de la forma x'=k(x-vt), de acuerdo al primer
postulado tenemos x=k(x'+vt'). Sustituyende la primera de estas ecuaciones en la



segunda y despejando obtenemos
)
- 1-k-
= kt +l v !
J

‘t

L X

Del segundo postulado puede calcularse k

k=..._]'_._
‘/ 1- v?

E'Q

donde ¢ es la velocidad de la luz. Esto lleva a la trénsformacién de Lorentz

] X - vt ’ . \ [ Vﬁ_.
X = pp——————_ Yy =y 2z =z ; t' = —_—
1//'1— v r———
— . ] v
c? - ] -
. c

Estas ecuaciones permlten que las formulas fundamentales sean las mismas en
todos los marcos de referencia con movimiento relatlvo uniforme vy se reduce a las

ecuaciones de Galileo para v mucho menor que c.

Tanto Lorentz como otros fisicos las consideraron como juego matemdtico. Fué
Einstein quien se dié cuenta que corresponden a la realidad fisica y llevan a

- cambio radical de las ideas relativas al espacio, tiempo y movimiento.

CARACTERIZACION DE LA TRANSFORMACION DE LORENTZ.

Para un evento p que ocurre en (x, y, z) relativo a s en el tiempo Iz le:dz
ency(x', y', 2') relativo a s' en t', leido en c¢', definimos un mapeo T,: R

que depende de la velocidad v, el cual es uno a uno y sobre,

Las suposiciones de Einstein sobre T, se pueden formular en forma equivalente
i) La velocidad de la luz en Cualquiera de los sistemas es 1
ii) TV; R4 —-——:>R4 es lineal

iii) para (x, y, z, t) en Ra

5i T entonces y' =y, z' =z
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—_——
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R
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iv) para T, x',t' son independientes

[~ B -]
]
o N -

J

de vy y Zi esto es si

X
¥ = !
TV Zl ' y TV Y2 = yn
1 ' Zq z"
t
t t J t"
entonces x" = x' , t" =¢'

v) El origen de s se desplaza en la direccién negativa del eje x' de s' a velo-
cidad constante -v.< o medida en s'.

Para formular la caracterizacidn de T, se requieren los conceptos de: Espacio
Vectorial V; subespacio generado por los elementos de un subconjuto de V; se;
Transformacién Lineal; Matriz de la Transformacién; Subespacio Invariante; Producto
Interior en V (V es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros complejos);

Transpuesta €onjugada A* de A. Con LA se denota el mapeo L (x) = A (x)

De la definicién de producto interior y del Teorema siguiente

Teorema 1.- Si V es un espacio con producto interior de dimensibén finita y
T es un operador lineal en ¥, entonces existe un operador lineal

finico T* en V tal que

(T (x), y) = (x, - T* (y)) para todos x,y en V.
se deduce que

(x, T(y)) = (T (y), x) = (y, T* (x)) = (T* (x), y) (1)

Del resultado anterior y de los axiomas, no es dificil demostrar el teorema
siguiente

Teorema 2.- En Ra

8) T, (eg) = e; para i = 2,3

b) L({e,, e, })esT, - invariante

c) ‘L e e, !) es TQ - invariante

d) L({es, esly y L({g .g} ) sonT¥

- invariantes



e) T$ (ei) = ey para i = 2,3

Supdngase que en el instante en que los origenes coinciden en s y s', se
emite un destello luminosc desde el origen comin (0,0,0,0).

Como la velocidad de la luz es 1, en t2 o0 el destello se observa desde cual-

quier punto cuya distancia al origen de s sea tl = t., Se trata de los puntos sobre
la esfera

2

X + y2 +z’ =t

2

Esto mismo pasa en s', ¢' x'" +y'" +2'" - ¢
por lo tanto podemos expresar

——
——
—

A 1a matriz del centro le llamaremos A.

Teorema 3,- Para‘wER4 , si (La (w), w) = 0, entonces

(TE Ly T, &), w) =0

Esto solo es (T¥ L, T, (w), w) (LA T, (W), T, (w) ) = (&' , w")

[ v 2

=x'""+y'P+z'" -t =0

Los vectores w, = (1,0,0,1), w, = (1,0,0, -1)
constituyen una base ortogonal para L({ e1.€ 1)
De este hecho y del Teorema 3 se puede demostrar el teorema siguiente

Teorema 4.- Existen escalares a y b no nulos tales que

D T* LT(w) = aw

.. % _

11) TV LATV(Wz) - bwl

De este teorema se deduce el resultado que se enuncia enseguida, el cual
permite construir la matriz de la transformaciodn Bvque cumpla con los requerimientos
iniciales
Teorema 5.- Si Bv = { T, }B donde 8 es la base candnica
para Ra, entonces

a) BjABV - A b) T, *LpT, =Ly

Si ha tranmscurrido un segundo desde que los origenes coincidieron, tendremcs
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por coordenadas en cada sistema (v,0,0,1}), (0,0,0,t') respectivamente. Asi expresamos

v -0 0 )
BERE: 9]
T 0 0 \ 0 (2)
v 1 t" o
: ;o l-v
Del Teorema 5 tenemos, al aplicarlo a (v,0,0,1)
v [ v [ v . [ v ] v v
" 0 0 0 0 | 0 0 9 X
(T 'L.T 0 0} ) =(L o, l 01)=¢( 0 , O )=v" -
VoA T e Ay 1J -1 1)
v] (v v v 0 0 0 0
N I E A AR T
(r.°L,T. |o] lopy=¢L,T. lol,T ol y= (L 05 01y 0 -
VoA ll’l Av iy 1J ta {t', o) e ] o)

De aqui tenemos que t' = Ml— v2

Considerando que el origen de s se desplaza en la direccidén negativa del
eje x' de s' con -vw¢0 medida en s', un segundo después que los origenes coincidieron
existe t'>0 en c' tal que

0 e v
0 0 _
olef- e I (3)
1 -t o !
1
(V12

Para esto basta aplicar el Teorema 5 a (O;0,0,E), de la misma manera en que
se aplicé a {v,0,0,1), con lo que se obtiene -l=-t'2(1-v*) y de aqui t' = _1_
J1-v2

Si ahora restamos ambas (2) y (3) podemos obtener la imagen de ey

.
! ] 1
g 0 V1-v
Tv ‘ 0 l = 0
0 0
-
’ . Jl"'v2
Asi tenemos la matriz de ‘ { J
la transformacién _ )
' ViZT o o VI=vZ
0 1 0 0
Bv = | 0 0 1 0
-v ‘0 0 1
\1-1-——\1-2__— \/1—\'2

S s

LA CONTRACCION DEL TIEMPO

Vimos que después de un segundo, en un cuerpo que ''viaja" con respecto a
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otro que permanece "fijo'", el tiempo es t=v1-v' . Si un austronauta viaja a velo-
cidad v medida con respecto al sistema, después de un tiempo t, en la nave el tiempo
serd t v 1-v’ . Este resultado debe obtenerse al aplicar la matriz al vector

-(vt,0,0,t), sabiendo que en la nave las coordenadas son (0,0,0,t)

LA EXPRESION COMUN

Si conocemos 'la velocidad en determinadas unidades, digamos kildmetros por
segundos podemos pasar a segundos luz por segunde facilmente.

k 1 seg. luz v seg.luz
' 300,000 k.
seg
Asi tenemos t' = t1/1 - 4%;
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REPORTE DE TESIS

"OPTIMIZACION EN REDES DE FLUJO CON COSTOS CONCAVQS"
M.I.0 JOAQUIN HUMBERTO LOPEZ BORBON. UNIVERSIDAD DE SONORA

RESUMEN

Las necesidades de consumo de nuestra sociedad, requieren de actividades
comercliales, donde la funcién de costo presenta economia de escala, es decir,
se dan preclos de descuento, en la compra de grandes éantidades. En distintos
campos, por ejemplo: inventarios, planeacién de la produccién, localizacidén y
distribucién de servicios, transporte, sistemas de comunicaciédn, entre otros,
se plantean problemas que presentan economia de .escala, algunos de estos
problemas, pueden ser modelados en términos de redes sin ganancia con costos
cdncavos.

El presente trabajo tiene como propésito el andlisis de los fundamentos
teéricos, descripcién e implementacién de un método de solucién del problema
de redes sin ganancla con costos céncavoes.

El método de solucién desarrollado, mediante enumeracidédn Iimplicita,
reduce el problema de redes sin ganancia con costos coéncavos, a uno de
programaéién 0-1. mixto, el cual, es relajado a otro de redes sin ganancia con
costos lineales, resuelto por el algoritme de las desviaciones
(Out-of-kilter). El1 método trabaja eficientemente sl el nimero de arcos con
costo fijo distinto de cero es menor que 50, y tiene diflcultades si dicho
nimero es mayor que 50. La utilidad del método es justificada resolviendo una
considerable varledad de problemas de apliéadién.

VENTAJAS DE LOS MODELOS DE REDES

Las técnicas de optimizacién de redes ofrecen las sigulentes ventajas:

a) Se requiere menos habilidad para construir modelos de redes, que modelos
de programaclién lineal u otros métodos de optimizaciédn.

b} La naturaleza gréfica de un modelo de redes permite su facil asimilacién
por el usuario.

¢) Su simple estructura de datos facilita su implantacién.

d) La estructura de la red facilita la validacién y bdsqueda de errores.

e) La memoria requerida es mucho menor que la usada en programacién lineal.
Por ejemplo para redes con costo lineal, se han resuelto problemas con 63
mlllones de varlables. .

f} La velocidad de soluclén es entre 60 y 80 veces mayor que el mejor de
los cédigos de programacién lineal, comparindolos en la solucién del mismo

problema con estructura de red.
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g) Algoritmos eficientes resultados del aprovechamiento de la estructura de

la red.
h) Fundamentos teéricos sumamente elegantes asociados a la teoria de
graficas.
FORMULACION Y CARACTERISTICAS DEL PROBLEMA
El problema de optimizacién de flujo en redes matemidticamente es

formulado de la siguiente manera:

m
k1 k4 Min T hk(fk)
k=1 Min h(f)
0 o s.a. Ifk-Fakfk=bi;i=1,...,n s.a Af=b
k€Mol kEMT Dsf<C
k2 ks 0sfk=Ck; k=1,...,m

Algunas caracteristicas de este problema, son las sigulentes:

a) hk(fx) es la funcién de costo del flujo fk que circula por el arco k,
esta funcién es céncava y por lo tanto h(f):R"— R céncava aditiva.

b) Las restricciones son lineales Af=b. Si las capacidades C son finitas,
la regién de factibilidad es un compacto, de esta manera por el teorema de
Welerstrass se garantiza la existencla del minimo, siempre que la regién
factible sea no vacia.

¢) Para redes sin ganancia ak=1 para todo k, con este, la matriz A es
totalmente unimodular, lo cual garantiza que "Si b y C tienen componentes,
enteras, entonces { es éptimec también".

d) Es frecuente que en economia de
escala, h sea lineal por pedazos, por T hk(fx)
consiguiente, no es de clase Ci. Incluso

si h incluye costo fijo, ni siquiera es

J
. ) | |
continua, es por esto que, los métodos ) P1L | ,
tradicionales de optimizacién no lineal ; ' '
. . | ‘
para funciones suaves, no son aplicablesg, ¢ | L.
L1 Cx’

; 2
pues, requieren que h sea de clase C .
e) La matriz A es muy rala, esto puede provocar ineficiencia en los métodos

para problemas de gran tamafic, aun cuando se empleen técnicas de matrices

ralas.

f) Existe un resultado que dice: "Todo minimo local de una funcién convexa,
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es un minimo global", lo anterior, no sucede cuando la funcién es céncava. Un
método de solucién consiste en: encontrar todos los minimos locales, para
luego, obtener el minimo global, sin embargo, resulta computaclonalmente
improcedente cuando h tiene muchos minimos locales.

g) El problema es combinatorio, clasificado como NP-completo. En la clase
NP-completa estan los problemas para los que no se conocen y quizas, no
existan algoritmos polinomiales para resolverlos, problemas pequefios de esta
clase pueden ser resueltos por algoritmos exponenciales, que resultan
impréacticos para problemas grandes, ya que, el tiempo de solucién crece de
manera alarmante, en este caso, sélo se aspira a encontrar una buena solucién,
aunque no sea la optima.

DESCRIPCION DEL METODO DE SOLUCION

En este trabajo, se desarrolla un método que resuelve el problema de
flujo en redes sin ganancia, con h céncava llneal por pedazos; 6 blen,
encuentra una aproximacién lineal por pedazos del problema cuando h es céncava
no lineal por pedazos y la red asociada. sin ganancia. El método, mediante
enumeracién implicita reduce el problema, a uno de programacién 0-1 mixto, el
cual, es relajado a un problema de redes sin ganancia con costos lineales.
Iterativajlmente se fesuelve el problema de redes sin ganancla con costos
lineales, mediante el algoritmo de las desviaciones (Out~of-kilter), el cual,
es altamente eficiente por ser polinomial, resultado del aprovechamiento de la
estructuraz algebraica de la red, con una base teérica sumamente elegante
asociada a la teoria de grificas. El método tlene un costo computacional de
0(2"°), donde, mc es el numero de arcos, con costo fijo distinto de cero, los
cuales, Tesultan del proceso de linealizacién. Trabaja eficientemente si
mcs50, con dificultades si mc>S0, y no se garantiza que la solucién sea
encontrada si mec>100.

APLICACIONES DEL MODELO

La importancia de este modelo, se justifica por la amplia variedad de
problemas pré.éticos que pérmite resolver, en este trabajo se logré
implementarlo en los siguientes problemas:

LOCALIZACION DE PLANTA.- El1 problema consiste en seleccionar de un
conjunto de sitios dados, en dénde localizar plantas, y determinar sus niveles
de produccién y distribucidén para satisfacer la demanda conocida en los
centros de consumo, todo lo anterior a costo minimo. Los'cost.os de produccién
de cada planta y los costos de distribucibn entre cada planta y punto de
demanda pueden considerar economia de descuento, es decir, el costo unitarlo

de producclién o'ldistrrlbucién del producto, es menor cuando se consideran
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grandes cantidadés.‘?uede'conSIdérarsé capaéidad’de‘produCCIOn en cada planta
y capacidad de transperte. Se considera un’ horizonte de planeacibn de T
periodos, el bual no incluye el tiempo de. construccién de cada planta Se
~ desea determinar. cuantas ‘plantas va construir, en cudl de los sitios se
construira una planta. con qué nivel de produccién operara cada ‘planta en cada
periocdo y cuanto producto enviara periédicamente cada planta a cada centro de
' consumo, de tal‘ménera Que se minimlce el costo en cada periodo, sobre el
horizonte de planeaclén ' ' o

NIVELACION DE TERRENOS - Un problema que se les presenta a los ingenieros
topégrafos, es la nivelacién de terrenos agricolas, de lo cual depende el buen
funcionamiento del sistema de riego que se utilice y por lo tanto depende la
produccién. Ei_problema consiste en encontrar un plan optimo de distribucién
de'tierré. de los puntos altos a los ﬁuntos bajos del terreno, con el fin de
nivelarlo con una inclinacién adecuada al sistema de riego que se ufllice.

PLAN DE CONTRATACION DE PERSONAL.- E! sigulente modelo puede ser
utilizado para determinar la politlca de contratacién de personal que balénceel
costos de contratacién y despido, considerando costos de empleo ocloso, cuando
la demanda no es uniforme.

COMPRA PRODUCCION Y DISTﬁIBUCION.- El problema consiste en determinar la
producciéon de M plantas establecidas, las cuales operan dentro de sus
capacidades de produccién, ademés'determinar la politica de compra de materia
prima en N fuentes, y la pelitica de distribucién del producto, para
satisfacer la demanda ya determinada de S centros de consumo, todo lo anterior
a costo minimo. Se suponen conocidos los costos de compra, produccién y
distribucién,- estas funciones de costo por manejar economia de escala son
céncavas. |

PRODUCCION-INVENTARIO.- Se consldera un problema de planeacién de la
produccién, multiproducto, permitliendo satisfacer las demanda no cubierta en
periodos atrasados, sobre un horizonte de planeacién finito, se suponen
conocidas las demandas de productos en cada perlodo, las funciones de costo de
produccién, inventario y déficit de'cada,producto en cada perliodo. El problema
consiste en detérminar un plan de produccién bptlmb que satisfaga la demanda
de cada producto en cada périodo. Ademds se lograron Iimplantar las slgulentes
extenciones: l

a) PRODUCCION-INVENTARIO CON VARIAS ALTERNATIVAS DE PRODUCCION.

b) PRODUCCION-INVENTARIO CON MULTI-INSTALACION EN SERIE.

c) PRODUCCION~INVENTARIO, MULTIPRODUCTO, MULTI-INSTALACION EN PARALELO CON
PROCESAMIENTO EN LOTE.
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CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

Se analizaron los fundamentos tedricos, descripcilén e implementacién de
un método de solucién del problema de redes sin ganancia con costos céncavos.
El métode fue programado en FORTRAN e implementado en PC.

| La gran importancia del métode radica en que existe una considerable
variedad de problemas que presentan estructura de economia de escala, los
cuales pueden ser modelados en términos de redes sin ganancia con costos
cdncavos. '

Cuando el método, tiene dificultades para obtener la solucién optima de
un problema con 1instancla grande, se puede mejorar cualquier solucién
obtenida, utilizandola como 1inicial, reduciendo el ‘error y obtenliende una
nueva soluclén, la cual resultarda mejor. Repitiendo lo anterior, se puede
obtener una muy buena solucién y quizds hasta la solucién optima.

Las posibles lineas de extensién, son las siguientes:

Conslderar pérdida o ganancia en los arcos, restricciones adiclonales y
multiproducto. Estudlo de la estructura de la red tendlente a mejorar la
eficiencia computacional del algoritmo.

En pltimas fechas, las técnicas reclentes: recocldo simulado y buisqueda
tabd, han dado muy buenos resultados en algunos problemas de la clase
NP-completa, quizds alguna de estas técnlicas pueda adaptarse, para resclver el
problema de redes con costos céncavos y con ello, lograr resolver instanclas
mas grandes de este problema.

BIBLIOGRAFIA BASICA

-Ahuja, Magnanti and Orlin -Kennington and Helgason.
"Some Recent Advances in Algorithms for Network
Network Flows". Siam Programming. John Wiley
Revlew Vol.33, No.2, pg. and Sons, 1980.

175-219, Jun. 1991. -Minoux

-Dembo, Mulvey, Zenios "Network Synthesis and
"Large-Scale Nonlinear Optimum Network Deéing
Network Models and their Problenms: Models,
Appllcatlion". O.R. Vol. Solution Methods and
37, No. 3, pg 353-372, applicatidns". Network,
Mayo-Junio 1989, _ Vel.19, pg. 313-360, 1989
~Jensen P.A., Barnes J.W. - Rockafellar R.T.

Network Flow Programming Network Flows and Mon. O.
John Wiley and Sons, 1980. John Wiley and Sons, 1984.

43



VERSION EN TURBOBASIC DEL MODELO MATRICIAL DINAMICO
EN VARIABLES DE ESTADO PARA UN SISTEMA ECOLOGICO DE
CRIA DE PECES

M.C., Jose G. Mares Martinez
D. de Cs. Q.B.,Uni-Son.
M.C. Osvaldo Landavazo Gracia
D. @e I.Q. y Met., Uni-Son,

El presente trabajo pretende ilustrar el tratamiento de sistemas dindmi-
cos discretos, con ayuda de instrumentos didicticos que proveen los modernos
lenguajes de computacidén. Para ello, se aborda el estudic del comportamiento
dindmico de una poblacién de peces, mediante la confiquracién de un versatil
programa de computacidn, aplicado a las ecuacicnes de un modelo matricial en
variables de estado. Dicho programa hace facil y ameno el entendimiento de la
metodologia para el andlisis de sistemas dindmicos discretos; con la ayuda de
graficos, textos, color y sonido, asi como algo de movimiento.

El programa de computadora desarrollado y aplicado al prbblema particular,
que fué tomado de la bibliografia de Sistemas (1), comprende tres segmentos:
la dindmica cualitativa del proceso de reproduccidn de los peces; se continta
con la construccidn, tanto del diagrama de bloques con unidades de retardo co-
mo del modelo matemdtico, dindmico, discreto y matricial. Finalmente, se pre-
senta el cilculo, mediante la corrida cuantitativa de las ecuaciones, simuldn-

dose el procesc con sus restricciones. .

DINAMICA CUALITATIVA

En la dindmica cualitativa se distinguen los cuatro estados que presenta
el desarrollo de un pez, empledndose para representar cada estado color y soni-
do diferente para cada caso. Tal cddigo de colores se mantiene aun posterior-
mente, en la representacidn de las ecuaciones.

Para los propdsitos de este escrito, la dindmica cualitativa quedard ilus-
trada (en forma estdtica y a un color) en la figura 1. En ella puede apreciar-
se que las literales a,b,e son coeficientes netos de conversidn; c,d 1o son de
depredacicn; £ es un coeficiente de produccicn y U1 como U2 son controles que

operan sobre algunas de las variables X.
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U, (n)

Uz(n)

Fig. 1. Dindmica cualitativa en la crianza de peces

Al no tener como cbjetivos en este trabajo la propuesta de un mejor mode-
Jo,s¢ mantienen los supuestos sequidos en la bibliografia ya citada, siendo al-
gqunos de ellos:

. No hay depredacidn de peces adultos hacia estados menores y no se contempla
captura o depredacidn hacia ellos.

. Los peces adultos son de vida indefinida y todos producen huevos con una ta-
sa f.

. E1 paso de un estado a otro se dd en periodos unitarios (e idénticos) de
tiempo. | .

. El control externo denotado por las variables U.| Y U2 se da, respectivamen-
te, sobre el mimero de huevos y sobre el mimero de jovenes, afladiendo de
los primeros y extrayendo de los segundos.

MODELAJE MATEMATICO

E} segundo segmento del programa computaciomal desarrollado, enfatiza la
construccidn de los diagramas dindmicos de blogues (gque no se incluyen en este
escrito); ilustrdndose primero su uso en la generacidn de variables de estado
en sistemas continuos y posteriormente se considera el caso discreto de cria
de peces, donde se requieren unidades de retardo y ecuaciones discretas.

Al analizar el proceso descrito previamente, puede concluirse que el mode
lo a simular consta, por un lado, cil;eunaecuacidnparael1:):’:\1.=.|r1n:'.ae¢:1ehuevosx1
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dentro de un mismo periodo n de tiempo.

X,(n) = U (n} - X,(n) - &X4(n) + £X,(n) Ec. (1)

y de tres ecuaciones con variable desfasada que matricialmente quedan represen
tadas por

Xz(n*1) -ac -ad Xz(nY' a 0
Xyne1)| _| b 0 -0 X3, {0 o |Yi(n) Ec.(2)
X4(n+1) I 0 e e X4(n) |0 -e Uz‘nl

SIMULACION

_ El tercero y ultimo segmento a destacar en el programa,aborda el cdlculo

 _ numerico bara las diversas situaciones qUe desearan simuiarse, dentro de las
limitaciones del modelo y del programa. Para predecir el valor del vector de
estado compuesto por x2, x3 Y X4 a cualquier periodo n, se resuelve y programa
la solucidn del modelo general lineal vectorial

X(n+1) = A X(n) + B U(n) Bc.(3)

al cual se apega la ecuacicn (2}. A y B son matrices de coeficientes.
La solucidn de la ecuacién vectorial (3), segun puede mostrarse fdcilmen-
te por cambio indicial e ihduccion,es

n-1 .
X(n) =A%x(0) +35 A" BuE) Ec. (4)

3=0
La ec.(4) predice. como ya se asentd, los valores de X2 a X4 cuando se
proveen valores particulares de todos los coeficientes que participan en las
matrices A y B; el vector de valores iniciales X(0) y los controles U. El va-

lor de X1 se calcula aparte mediante la ecuacidén (1).

Varios detalles para un mejor seguimiento e identificacidn, se cubren so-
bre la pantalla del monitor de una computadora personal conforme se explcta el
programa presentado para el problema expuesto..
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CONCLUSIONES

. Muchos sistemas dindmicos de la Biologia y la Ecologia, como de la Inge
nieria y las Ciencias Sociales, siendo de importancia tedrica y prédctica son
también de naturaleza evidentemente discreta. Conviene por lo tanto, sobre to-
do por la complejidad estructural de dichos sistemas, familiarizarse con las
técnicas discretas matriciales cuya implementacidn en cdrmtadora es relativa-
mente facil y que son bien cubiertas en bibliografia especializada (2).

. El tratamiento de temdticas oomo la anteriar se vuelve didicticamente
atractivo y digerible, cuando su estudio se realiza frente a un monitor de com
putadora perscnal. Mucho mads se logra cuando la exposicidn del tema se combina
con el uso de graficos y texto con movimientos, asi como con color y.sonido.

Estas dltimas ayudas diddcticas se cubren también en la bibliografia es-
tandar socbre lenguajes de Programacidén (3), (4).

. De esta forma, estd abierto un enorme fildn para proyectos diddcticos
y deestudio por computadora que conviene explotar con imaginacidn y con opor-
tunidad.
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NOTAS DE CALCULO DIFERENCIAL IF INTEGRAL L.
14}«:&)’ 4?#«44”“&0#& [)e?mﬁm‘rdv & /{4&«4:’.—3&«, Hhertriad de Sonord

introduccion.
El objetivo del presente trabajo es poner a consideracion de los profesores
las notas de clase elaboradas por ¢l M., Hduardo Tellechea Armenta y el L.M.
Agustin Grijalva Monteverde correspondientes al curse Célculo Diferencial ¢
integral 1 del drea de Ciencias e logenseria.
Se pretende, mds que dar a conocer ¢l contenido especifico del material
indicado, hacer algunas consideraciones sobre la importancia de desarrollar

trabajos de elaboracién de material diddctico de apoyo a las labores docentes.

Los profesores y los libros de texto.

Una de las preocupw:iohes fundamentales de profesores y estudianies de
cdlculo es contar con un libro de texto que cubra los diferentes temas que se
desarrollan en un curso. Sin embargo, al igual que sucede en los demds cursos de
matemdticas se encuentran con que los libros sobre el mismo corresponden a
traducciones del inglés que no necesariamente son de utilidad como textos,

Estos libros, al menos en fa materia que nos ocupd, regularmente son
especies de compendios de calculo que versan sobre una gran cantidad de tépicos
que no séio se limitan a tratar los temas correspondientes a los cursos sino que
incluyen material adicional como clementos de Geometria Analitica, Aigebra

Lineal, Teorfa de los ndmeros complejos, etc. Asimismo corresponden a las
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intenciones de los programas de universidades de Estados Unidos que no tienen
porque coinciddir con los nuestros,

Esta situacion se torna especialmente dificil en los cursos de bachillerato
porque los libros traducidos no van dirigidos a los estudiantes de este nivel y los
profesores se ven en serias dificultades para adecuar los libros a sus cursos.

A fin de salvar esta situacién en el Departamento de Matemsticas se ha
promovido la elaboracion de notas de clases para los diversos cursos que se
imparten. Los avances no son significativos aunque tampoco se puede afirmar que
no se ha realizado nada.

El drea de Ciencias e Ingenieria cubre a las carreras de Mdtemdticas, Fisica,
Geologfe, Ingenierta Civil, Ingenierfa Quinica, Ingenierfa Industrial Administra-
tivaelngmien’aenMinas, En algunos cursos la carrera de Ingenieria Industrial
y de Sistemas tiene programas similares a los de aquellas y entre tales cursos se
incluye el de Matemsticas I correspondiente al de Cdiiculo Diferencial e Integral
L

Las carreras de Ciencias elngenieﬂa.tienen en promedio 433 créditos de los
cuales 106 corresponden a los cursos de Matemdticas que imparte nuestro
Departamento constituyendo aproximadamente el 25% del total. Los créditos de
Matemdticas corresponden a los siguientes 11 cursos: Celculo Diferencial e
Integral I, Geometria Analftica, Algebra Superior I, Célculo Diferencial e Integral
1, Algebra Lineal I, Programacién de Computadoras, Cdlculo Diferencial e
Integral III, Ecuaciones Diferenciales I, Probabilidad, Andlisis Numérico y
Estadfstica. |



Aunqueexisten diversos materiales de apoyo didactes para la implementacion
de estos cursos s6lo se han editado fas notas de clase para Caleulo Diferencial e
Integral I eJaboradas por fos protesores Jacobo Nuner Urias y Uduardo | ellechea
Armenta y las poias de clase para Algebra Superior | de Murgarita Niﬁd Torres.
Para eilcm'so de Anidlisis Numdrico fos profesores Isracl Segundo Caballero y
Silvia Elena Jbarra Olmos tambico cuentan con potas de clase pero :;u -cdicién ha
sido restringida.

Por nuestra parte hemos claborado ya una propuesta de notas de clase
para Cilculo Diferencial ¢ Integral | y nos cncontramos trabajando cn las
correspondientes a cdlculo 11 de las cuales Hevamos un avance de dos apartados
o capftulos

Fn lo referente al cdiculo | nos encontramos en una ctapa de wcorporacion
de sugerencias realizadas por profesores de la academia correspondiente y
esperamos que para el proximo semestre sea posible contar con utia primera
impresion de las notas.

Estamos concienies de que nuestro rabajo no puede suplir a los diferentes
libros de cdiculo existentes pero consideramos que puede seriftil on la consecucion
de uniformizar los contenidos de los cursos impartidos por los profesores.
Asimismo es necesario sefialar que ¢l trabajo deberd enriquecense tanto a partir de
las observaciones que surjan como resultado de utilizarlas como de las opiniones
de los profesores y los estudiantes,

lin las notas de clase pretendemos poner 4 disposicion de los estudianies un

material Je estudio acorde a lo visto en el aufa y a las pretensiones del curso. il
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 desarrollo de los temas se motiva con ejemplos que conducen a la necesidad de
contar con determinadas defmiciones, de aplicar algoritmos para la resolucién de
problemas y se procura usar lo mds posible las grdficas de funciones como
auxiliares para la comprensién de los topicos tratados. Se incluyen también
ejemplos ilustrativos y al final de cada capfailo una seccién de ejercicios.

Desde nuestro punto de vista las notas no deben seguirse al pie de la letra si
es que los profesores piensan adoptarlas para sus cursos, Sélo son una propuesta
sobre como pueden tratarse los temas y sobre el nivel de dificultad de los ejercicios
que esperamos sean capaces de resolver los estudiantes.
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Acerca de la formacién metodolégica de
los profesores de Matematicas

JosE RAMON JiMENEZ RODRIGUEZ
Depuartamento de Mateméticas.

Programa de Maestria en Matemitica Educativa.
Universidad de Sonora, México,

VALERI ALEKSANDROVIOR GGSIEV
Facultad de Mateméticas.

Cétedra de Metodologfa de la Ensefianza de las
Matemdticus.

Institato Pedagégico Estatal de Mosct, Rusia.

La modernizacién educativa que actualmente se encuentra en marcha en México, asf como los
cambios en e] sistema educativo ruso, requieren de enormes esfuerzos. Es necesario diséfiar nuevos
planes, programas, textos y materiales de apoyo. También se requiere capacitar & log supervisores,
directores de escuelas y funcionarios que de manera directa tendrén la responsabilidad de vetificar
la implementacion de las reformas. Y como en cualquier reforma educativa, un papel fandamental
lo jugaré el profesor, pues es él precisamente quien materializard el proyecto de modernizacién que,
hesta el momento, otros han confeccionado. De allf la necesidad de poner especial atencién en
aquellos aspectos de la formacién de profesores que la modernizacién educativa exige sean resueltos,
para poder convertirse en realidad.

En México, si bien no existen por el momento instituciones especialmente dedicadas a la forracién
de profesores para el Nivel Superior y Medio Superior, las que se ocupan de la formacién de profesores
para los niveles Bésico y Medio Bésico tendran que realizar un enorme esfuerzo. A nuestro parecer,
es necesario romper el esquema tradicional de los cursos de capacitacién y rebasar la concepcién
ingenua de que bastardn unos cursillos de actualizacién para que los profesores estén en condiciones
de implementar de manera debida los planes de la modernizacién educativa.

En ello vemos precisamente uno de los aspectos fuertes de la reforma. Los nuevos programas, por
lo menos en lo que concierne a la ensefianza de las Mateméticas, exigen el estudio profundizado, tanto
en los aspectos tedrico como praclico, de las cuestiones centrales de la metodologfa de la ensefianza.
No se puede por lo tanto reducir este problema a los simples cursillos intensivos de informacién que
ge han estado ofreciendo a lo largo y ancho del pais. La tarea debe ser mds consistente y de mss
fondo.

Entre Ios aspectos a estudiar se encueniran:

1. El estudio profundizado de las disciplinas psicolégico—pedagdgicas, en especial las del drea del
desarrollo cognitivo, pues en ellas se susienta la concepcién de la modernizacién educativa
(Piaget, Bruner, Galperin y otros).

2. El reforzamiento de las relaciones inlerdisciplinarias.
3. Las metodologias y diddcticas especiales para las diversas ramas del conocimiento matemadtico.
4. El andlisis de los problemas relacionados con el uso de la tecnologfa educacional.

5. El estudio sistematico de la experiencia pedagogica de avanzada.
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Por estas rasones, el metema de formacién de profesores de Matemaiicas debe contemplar, al
menos, los siguientes apartados:

1. Disciplinas de corte psicoldgico-pedagdgico.
2. Tecnologia educacional.

3. Diaciplinas especiales.

4. Investigacién y préctica pedagdgica.

5. Trabajo de Tesis.

Cada uno de estos apartados responde a objetivos especificos en la tarea de formar profesores.

En el caso de la Universidad de Sonora, no se cuenta con un programa para la formacién de
profesores de Matemiticas, aunque el programa de Maesiria en Matemitica Educativa (para la
formacién de investigadores) sf pretende cubrir los aspectos bisicos arriba sefialados. En el caso
de los institutos pedagégicos de Rusia, estos problemas se discuten intensamente (1], y los planes y
programas de estudio reflejan los logros alcansados.

En ambos casos, un lugar muy imporiante y central lo ocupan las disciplinas del ciclo pei-
colégico—pedagigico tales como “Psicologia evolutiva”, “Pedagogia”, “Peicologia general”, “Psi-
calogis pedagdgica” (Rusia), o “Fundamentos tedricos de la eneeiianss y el aprendisaje de las
Matemdticas” (Universidad de Sonora).

_ Es necesario organisar los cursos del ciclo peicSlogico-pedagégico de tal modo, que el profesor
obienga de ellos una utilidad préctica, y no solamente teérica. Una de las vias para lograr esie
objetivo consiste en integrar la invesiigacion educaiiva en la formacién de profesores, de esto ya
hemos hablado en otza ocasién [2]; otra via posible es la de estudiar el cuerpo tedrico de conocimientos
peicalégico-pedagdgicos en combinacién con el aiidlisis de implementaciones o diseiios metodalégicos
de enseiiansa concebidos en base a tales teorias [3).

En el caso de Rusia, todos los estudiantes de los institutos pedagdgicos realisan una amplia
prictica profesional durante los dltimos semesires. Bajo la doble direcciéu de su asesor de tesis y
de un profesor experimentado, la préctics transcurre en escuelas de ensefiansa general y les ofrece
amplias oportunidades para la observacién empérica, Ia contrastacién de los postulados teéricos y In
investigacién. En el caso de la Universidad de Sonora, donde no existe el programa de formacién de
profesores y el programa de posgrado se planiea formar investigadores, una estregia adecuada para
la préctica profesionsl bien pudiera consistir en la discusién colectiva, en forma de seminarios, de
los planes de lecciones diseifiados por cada uno de los profesores para imapartir un cierto tema, 0 en
seminarios didéctico-metodolégicos de contenido concreto.

En ambos cascs, la experiencia en |a formacién de profesores de Matemidticas e investigadores
en Matemética Educativa muestra que el eslabén més débil de la cadena es precisamentie el que
corresponde a s formacién metodoldgics, que dicha formaciém es © bien escasa y débil, o bien de
cardcier tedrico general, y no se refleja inmedintamente en el desempefio cotidianc del profesor.

El profesor de Matemdéticas y el investigador en Matemética Educativa deben en todo momento
de esiar en condiciones de fandamentar sus propuestas metodolégicas deede el punto de vista de la
peicologis pedagégica, esto es, de lns teorfas del aprendisaje y de Is enseiiansa. La habilidad pars
bacer propuestas metodolégicas fundameniadas es uno de los pardimetros que miden ol grado de
perfeccionamiento meiodalégico del profesor y del investigador,

Las causas de esta deficiencia, en parie, residen en el insuficiente desarrcilo de ins teorins del
aprendisaje y, como consecuencia, de las teorfas de la ensefiansa. Pero también, y por qué no decirlo,

53



se deben a la falta de esfuerzos para hacer avanzar los postulados teéricos hasta las consecuencias
practicas. Por muy poco que sea lo que conocemnos actualmente acerca del aprendizaje, la verdad es
que sabemos algo, y lo que se necesita es encontrar la forma de “tecnologizar™ nuestros conocimientos
psicolégico—pedagdgicos acerca del aprendizaje para converiirios en inetodologfas.

Nosotros opinamos que la formacién mctodolégica del profesor de matemndticas debe obligatoria-
mente tomar en consideracidn los siguientes aspectos

1 El conocimiento de los objetivos de la ensefianza de las Matematicas en la etapa actual del
desarrollo de nuesira sociedad: el profesor debe tener perfeclamente claro para gué se necesita
que él ensene Matemdticas, por que precisamente estas matematicas y no otras, de la misma
manera que los estudiantes deben tomar conciencia de dichos objetivos.

2 El conocimiento profundo y multilateral de los contenidos del programa de estudios, asi como
también de los principales textos y manuales usados en la asignatura. K} profesor debe saber
encontrar las diferencias metodologicas entre un texto y otro, debe saber determinar las con-
cepciones metodologicas del autar

3. L1 conecimiento de los segmentos dificiles del programa escolar, asi como la naturaleza de las
dificultades (epistemoldgica, psicolégica, metodologica, cicétera) y las vias para superarias.

4. La habilidad para resolver cualquier problema del curso escolar de Matematicas.

5 La habilidad para organizar y conducir la actividad cognoscitiva de los alumnos, es decir, la
habilidad para, apoydndose en los conocimientos emanados de la didéctica, la psicologfa y la
pedagogia, elegir la vaniante dptima de ensefianga para las condiciones presenies, la habilidad
para pasar de una forma de trabajo a otra, la habilidad para moiivar a los estudiantes y
mantener vivo su interés.

6. El empleo 6ptimo de todo un sistema de recursos didacticos y metodolégicos para la ensefianza
de las Matematicas, es decir, de aquello que s¢ conoce como tecnologia educacional.

7. El conocimiento de las vias y formas para desarrollar vy educar la personalidad de los estudiantes,
en los marcos de la asignatura, esto es, para desarroliar en ellos los habitos, habilidades y
actitudes requendos por los fines y objetivos de la ensefianza de las Matemdticas.

En los institutos pedagégicos de Rusia los futuros profesores toman por lo menos tres cursos
fundamentales que pretenden abarcar los aspectos arriba sefialados: “Metodologia General de la
Ensefianza de las Matemadticas”, “Metodologia Especial de la Ensenanza de las Matemdticas” y
“Laboratorio de solucién de problemas” En el caso del posgrado que se ofrece en la Universidad de
Sonora, se ofrecen cursos analogos y los tépicos sefialados se tratan en cursos tales cono “Metodologia
de la invesiigacién en Educacién Matematica™, “Diddctica del Algebra”, “Didactica del Célculo”,
“Didéctica de la Geometria”.

Actualmente se investigan las principales habihdades metodologicas que debe poseer el profesor
de Matematicas. Algunas de ellas se enhstan a continuacién

¢ Las habilidades psicolégico- pedagdgicas:

1. La habilidad para dirigir la actividad cognoscitiva de Jos estudiantes.

2. La habilidad para desarrollar la capacidad de reflexién en voz alia de los estudianies.
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3. La habilidad para formar el pensamiento abstracto de los aluranocs.

4. La habilidad para formar conceptos.
5. La habilidad para utilisar los problemas y juegos recreativos como recurso para motivar
a los estudiantes. '

8. Los hébitos profesionales d<! {rabajo docente.
o Las habilidades educativas y formatim:

‘1. La formacién estética de los alumnos a través de Ins matematicas.
2. La formacién de cualidades morales en la enseiiansa de las Matemaiticas.
3. La educacién cientifica a través de las matemdticas (el combate al misticismo de los
nidmercs, por ejemplo).
o Las habilidades metodolégicas:

1. La habilidad para enconirar en el contenido del material de estudio los momentos bisicos,

~ 2. La materialisacién de las relaciones interdisciplinarias en la ensefiansa de las Mateméticas.
3. La formacién metodalégica de los estudiantes.
4. La habilidad para recurnir al historiciemo.
5. La versatilidad para utilisar la tecnologia educacional.
¢ La habilidades mateméticas especulm '
. La habilidad pars desarrollar las habilidades computacionales de Jos alumnoe.
. La habilidad para exponer sus puntos de visia y argumentar sus opiniones.

1
2
3. La habilidad para formar la conviccién acerca de 1a necesidad de las demosiraciones.
4. La habilidad para interpretar grificamente los procesos, fendmenos y regularidades mate-
‘Io . - :
5. La habilidad para emplear diferentes recursos mateméticos durante la solucién de proble-
mas en ¢l carmo de Mateméticas.

6. La habilidad paraformarelpenuniientolégioodelos alumnos.
7. La habilidad para formar el pensamienio espacial (geométrico) de los alumnoes.

e Habilidades politécnicas y profesionales:

1. La habilidad para usar los materiales disponibles como recursos didécticos.
2. La habilidad para organisar el gabinete (o Laboratorio) de Matem4&ticas como importante
3. La habilidad para usar la Matemética en la profesién.

o Las habilidades de investigaci6n;

1. La habilidad para realisar una investigacién educativa en Matemdticas.
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2. La habilidad para detectar los problemas susceptibles de investigacién educativa.
3. La habilidad para disefiar un experimento educativo.
4. La habilidad para enseiar a los estudiantes a investigar.

Como yalo sefialamos anteriormente, una de las razones por las cuales este conjunto de habilidades
se halla poco desarrollado en los profesores y en los investigadores reside en 1a falta de indicaciones y
sugerencias de corte metodalégico que ilustren la manera de dominar tales habilidades. Sin embargo,
tales indicaciones no existen debido, sobre todo, a la falta de investigacidn en este campo. En
efecto, estin insuficientemente estudiados los casos en los que profesores de avanzada realizan uno
u otra de tales habilidades, y no se conocen las regularidades que rigen el funcionamiento de la
actividad del docente al estarlas implementando. Falta investigacién basica que pueda aportar hechos
¥y conocimientos al respecto, de manera que apoyindose en tales hechos y conocimientos sea posible
estructurar un cuerpo {edrico que tenga trascendencia practica.

En el plano metodolégico, la tarea consiste en formar profesores dindmicos, de iniciativa, crflicos y
creativos, que sean capaces de actualizar de manera independiente su arsenal de recursos metodolégi-
cos en concordancia con los cambios permanentes en las ciencias peicolégico—pedagdgicas y en los
contenidos de la enseiianza.

Queremos finalmente seiialar que, cualesquiera que sean las medidas que se tomen para perfec-
cionar la formacién de los profesores de Mateméticas, al final de cuentas deberdn reflejarse en un
aspecto fundamental: el desempefio practico cotidiano del maestro, como profesional en su 4rea.
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USO DE LA CALCULADORA PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES APLICANDO LOS METODOS DE RUNGE-KUTTA.

Apertic Grjalos Mactorsrds. Dopuriamssio le Metondtioar, Unvaroilad do Sonere.

Intreduccién.

En la maestrfa en Matemdtica Educativa de nuestra universidad se formd, desde
1991, un grupo de trabajo que explora las posibilidades de usar la calculadora como
auxiliar didéctico para el desarrollo de los diversos cursos en el aula. Como primera etapa
en su investigacién dicho grupo se plantea la elaboracién de material escrito con apoyo en
Ia cakculsdora para los algoritmos de los cursos de Ciencias ¢ Ingenieria.

Entre tales trabajos se encuentra la resolucion de ecuaciones diferenciales aplicando
los métodos numéricos tradicionales como los algoritmos de Euler, Heun, Runge-Kutta,
Adams, Milne, etc.

Aunque la computadora se ha convertido en un instrumento de primer orden en la
resolucion de problemas que en el pasado no se podian abordar nuestro planteamiento es
que para la mayorfa de cllos es suficiente una calculadora.

Comomuhadodeeﬂoseclmnoonmawrhlmitosobmbspmoesosm
de integracién y de resolucion de ecuaciones diferenciales, algunos de los cuales se han
presentado en otros eventos como la Sexta Reunion Centroamericana y del Caribe Sobre
Formacién de Profesores e Investigacién en Matemdtica Educativa.

Los avances del proyecto han mostrado que las calculadoras no sélo son dtiles para
el répido procesamiento de célculos complejos sino que ofrece, entre otras, las siguientes
ventajas: (1)formar y desarrollar las habilidades computacionales de los estudiantes,
(2)formar y desarrollar sus habilidades algorftmicas y de programacién, (3)superar la
vigion tedrica de los cursos, que tradicionalmente dejan de lado los métodos numéricos y,
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Para salvar esta dificuitad existen un conjunto de métodos numéricos para la solucién
de ecuaciones diferenciales que tienen una exactitud equivalente a la serie de Taylor de
tercero, cuarto, quinto o més alts orden pero sin involucrar derivadas superiores.

Estos métodos se basan en el desarrollo de diversas férmulas cuyo principio lo
encontramos en el trabajo de Runge en 1895 y continuados por Kutta en 1901.

Presentaremos & continuacién la férmula general de grado n para los métodos de
Runge-Kutta. Obviaremos en cada caso (0=4 y n=5) demostrar los diferentes valores de
los parémetros involucrados y nos limitaremos a mostrarios.

Si consideramos el problema (1)-(2) los métodos de Runge-Kutta pueden ajustarse la
férmula general |
Yier =Y+ X,y .h)h
donde a f(x;,y,,h) se le lama funcion incremento y puede interpretarse como el promedio
de la pendiente sobre el itervalo. Iaﬁnlciénhlcrementosepuedeescriﬁirenform3

general como

(x;,y;.h)=ak+ak+...+a .k, en donde ai es’constante para i=1,2,...ny
kl"—"f(xi,)’i)
k=f(x;+a.h,y;+b, 1k b)

ks=f(xp+ahy +by K by k,h)

k=f(x+a, (hy+by btk bbb, kobb4by, Ky o).

Método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Los métodos de Runge-Kutta mds utilizados son los de cuarto orden. Existen una

infinidad de versiones de entre los cuales el siguiente es conocido como método RK
clésico de cuarto orden:
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Yirr=Yin/O(K+2Ko+ 2k 5tk h
donde
kK =f(X;.y,)
ko=f(x;,,/2h.y;,,/2DK )
ky=1(x;,1/2h.y;)/2hk,)
k=f(x;+h,y;+hk;)
Para las ecuaciones diferenciales ordinarias que son funcién sélo de x el método RK

cldsico de cuarto orden es equivalente a la regla de Simpson de 1/3.

Ejemplol: Caso Hewlett-Packard 42S. Resolver la ecuacién diferencial v'=1/72xy
sujeta a la condicidn inicial Y0)=1.

Este modelo de calculadora opera con la llamada l6gica polaca mversa que tiene
entre sus principios colocar primero los nimeros que van a operarse y posteriormente las
operaciones mismas. Para ello se emplea la tecla enter como se ilustra en el siguiente
ejemplo; para sumar los ndmeros 4 y 5 presionamos en secuencia las teclas 4 enter 5y
por iltimo +. La cakuladora tiene una capacidad de mds de 7 kbytes de memoria y sus
programas pueden contar con tantos pasos como memoria disponible exista.

Por medio de la funcidon ISG es posible introducir un contador que permite correr
subrutinas tantas veces como se requiera. Para el problema que nos ocupa el disefio

presentado consta de 73 pasos o lincas de programa.

01 LBL "RK4" 02 INPUT "A" 03 INPUT "B"

04 INPUT "N" 05 INPUT "XK" 06 INPUT "YK"

07 RCL "B" 08 RCL- "A" 09 RCL/"N"

10 STO "H" 11 RCL "N" 121

13- 14 1000 151

16 STO "T" 17LBL 01 18 XEQF

191SG 'T" 20 GTO 01 21 VIEW "YK"
60
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22 STOP

2; RCL X “XK"

280.5

3105

34 RCL+ "YK"
X

40 RCLX "H"
43 RCIX "H"
46X

49 STO "K3"
32 RCL "H"
BX

38 STO "K4"
61 RCL+ "K3"
64 RCL+ "K4"
67 RCLX "H"
IO RCL "XK"
13 PSE

23LBL ¥

26 RCLX "YK"
29RCLX "H"
32 RCLX "H"
35X

38 STO "K2"
41 RCL+ "XK"
44 RCLX "K2"

4705

J0 RCL "H"
33 RCLX "K3~
360.5

392

02X

636

68 RCL+ "YK”

11 RCL+ "H"
74 END

61

2% 0.5
27 STO "K1"
30 RCL+ "XK"
33 RCLX "K1"
36 0.5

3905

420.5

45 RCL+ "YK"
48X

51 RCL+ "XK"
54 RCL+ "YK"
51X

60 RCL "K2"
63 RCL+ "K1"
66/

69 STO "YK"
712 STO "XK"



TRIGONOMETRIA CON REGLA Y COMPAS
PROFR. OSCAR SAN MARTIN SICRE UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL

El presente reports de investigacibén constituye un avance narcial dentro-
del proyecto intitulado "algunas implicaciones didécticas de una nueva -
presentacién para la definicién de funcién trigonométrica de un angulo agu
do" que se realiza en esta Institucién.
El trabajo se encuentra fundamento esencialmente sobre tres elementos: 1).
El concepto de ensefilanza por ciclos, 2). La llamada "Algebra coﬁ regla y -
compés' de las construcciones geométricas con Herramientas Euclidianas y -
3). Una interpretacién geométrica de las seis funciones trigonométricas de
un angulo agudo.
Estos elementos constituyen un marco teérico pare un apropuesta de ensefian
za~aprendizaje activo para algunos contenidos trigonométricos.
RL CONCEPTO DE ENSENANZA POR CICLOS

Este concepto'ae remonta al siglo XVII, aparece expresado

en la obra "Didéctica Magna" de Jan Amos Komenski més conoci

do como Comenius..

.Se ensefia por ciclos, cuanﬁo un mismo tema o contenido se
aborda y se repite en los diferentes grados de un sistema es
colar, pero con niveles cada vez més amplios de dificultad.
La maestra Emma Castelnuovo en su obra "Didéctica de la Mate
mdtica Moderna" (1) afirma que la ensefianza de la geometrfa-

en Italia se desarrollé por el método ciclico "...Las nocio-

nes aprendidas por via experimental en la escuela glemental-

se vienen reorganizando y desarrollando en el curso de geome

tria intuitiva; estas mismas nociones son_deepuéé reanudadas

en el curso secundario superior y encuadradas en un sistema-

hipotético deductivo..(" {Subrayado no aparece en original).

De manera similar, una ensefianza por ciclbs.de la trigono
metria elemental pudiera contemplar por ejemplo, un ciclo de
\
verificacién empirica de hechos y otro ciclo para demostra -

ciones y contenidos mé&s formales,

En éste punto, es de hacer notar, que se puede establecer
una concordancia o paralelismo entre el sistema de ensefianza
por ciclos, y algunos elementos de la escuela psicogenética-
constructivista de Piaget,-a saber: A la etapa de las opera-

ciones lé6gicas concretas de esta Gltima podris asociarse un-
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conjunto de ciclos empiricos dentro del aula, y a la etapa de
las operaciones légicas formales podria hacersele correspon-

der un grupo de ciclos légicos o hipotético-deductivos.

ALGEBRA CON REGLA Y COMPAS

Como es conocido, en el proceso que condujo a la solucidn
de ios famosos problemas clidsicos de construcciones geomé -
tricas de los griegos {duplicacidén, triseccién y cuadratura)
hizo su aparicién la denominada "Algebra con regla y compés".
Esta &lgebra nos permite resolver problemas geométricos con-
herramienta algebrédica y viceversa. Indicamos a continuacidn

algunos de los elementos de la misma. (Figs. 1 a 6},

Dados los segmentos de longitudes a, b, 1; podemos cons-

truir coun regla y compds los segmentos de longitudes

a+ b , a-b , 2a (Fig. 1)

2 .
a . b , a (Figs.2 y 3)
1 b (Figs.4 y 5)
a , a

y Ja (Fig. 6)

La manera de construir a + b , a - b y 2a se deriva fé -

cilmente de la Fig. 1

y b se utilizan los tri
a

Para obtener a . b ' a ’

dngulos semejantes arbitrarios ABE y ACD . En este caso-
hemos seleccionado triéngulos semejantes que también son rec
tadngulos, porque permiten aprovechar papel cuadriculado para

facilitar las construcciones.

Para dibujar \Ja se utilizan los tridngulos semejantes-

ABD y BCD y teoremas de la geometria elemental.

Notas:

1. Las instrucciones para multiplicar, dividir y obtener-
raiz cuadrada pueden indicarse mAs explicitamente.
2., Desde un punto de vista formal basgtarfa con indicar -

las construcciones correspondientes a a + b , a-b , -
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FIG. 1

atb
r - a b ]
a
" a-=b b
2a
' & a
FIG. 3
D AB:a2
AC=a
AD =1
AE=a
E
A B C
FIG. 5
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FIG, 2
! AB = ab
D
AC=ga
AD =]
AE =Db
E
A B C

b ]l e 1

D

B C
BD = /&
AB=a
BC=1
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Un trabajo como el que se presenta, implica una revisidn-
total de programas y contenidos. Este estudio esté4 en proce
80 de realizacidén y de produccién de alternativas viables.
Como un avance del mismo se presenta una manera de trabajar-

empiricamente el tema de las identidades trigonométricas.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Un tratamiento usual de este tema es el siguiente:
Se define lo que es una identidad trigonométrica.
2. Se presentan listas de identidades trigonométricas.

Se demuestran las identidades de las listas.

La demostracién usual dé las mismas consiste en una mani-
pulacidén algebraica simple donde se aplican: substituciones,
el Teorema de pitégoras, otras identidades en uno de los miem

bros de la identidad hasta transformarlo en el otro.

El enfoque empirico que se propone para este tema reeﬁplg

za la demostracién por una verificacién empirica de la iden-

tidad para un adngulo arbitrario,

Para la verificacibén deberén utilizarse, regla y compas;-
algebra con regla y compéis y la interpretacidn geométrica de

lag 6 funciones como segmentos provista en la Figura 7.

Ejemplo: Verifique gque Sen A Csc A = 1
Solucién: (Ver Figura 8)

1. Se dibuja una figura como la Fig. 7 para un &angulo arbi -

trario A . .
2. Se dibuja el primer cuadrante de un sistema de coordena -

das cartesianas o rectangulares.
3. Con ayuda del compés se traslada el segmento BD (Sen A)

al origen del sistema de coordenadas y se coloca sobre el
eje X del mismo. Originaré el segmento 0D',

4, Con ayuda del compfs se traslada el segmento unitarioc AB

al origen del sistema de coordenadas y se coloca sobre el eje
Y . {Sea OA' el segmento cdrrespondiente).

5. Con la regla se dibuja el segmento D'A' .

6. Se traslada hacia el origen del sistema de coordenadas el

segmento BE (Csc A) y se coloca sobre el eje Y . Sea OE'

el segmento correspondiente. 65



a.b , b Yy ,}a pero por razones didéActicas se han -
a

2

incluido las correspondientes a 2a. , a y 1
a

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO-UNA INTERPRETA-
CION GEOMETRICA

La figura 7, que se pfesenta a continuacién consiste en -
un semicirculo de didmetro AB wunitario con dos perpendicu—
lares levantadas-en los extremos del didmetro. En esta figu
ra los 5 tridngulos recténgulos que aparecen son semejantes,
lo que aunado al diémetro unitario permite interpretar como
gsegmentos las 6 funciones trigonométricas de un angulo agudo
de manera fécil. Se indican a continuacién los segmentos an

tes mencionados.

Sen A= BD. Cos A = AD E
Tan A = BC Cot A = AE
C
Sec A = AC Csc A = BE
D
A B
Fig. 7

UN CICLO EMPIRICO PARA LA TRIGONOMETRIA ELEMENTAL

Los objetivos principales de este trabajo son tres:
1. Aportar elementos para la introduccién'de un ciclo experi

mental o empirico para los contenidos trigonométricos basi -

cos.
2, Aumentar el cémpo de las opciones did&cticas disponibles-

para la ensefianza de la trigonometria.

3. Someter a anfdlisis, discusién y critica constructiva com-

petente la presente aportacién.
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7. Con el compds y la regla se dibuja la pa.
lela a D'A' que pasa por E' y que determina
ré sobre el eje X un punto que representare Y
mos B'. El segmento OB' corrésponde preci-
samente al producto BD . BE , esto es, -
{Sen A} . (Csc A). Al
8, Se verifica con el compAs que el segmen

to OB' también es unitario

Lag_deméas identidades pueden verificar

ge de manera similar.

0 D! B'
FIGURA 8
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La habilidad computacional, ;qué es?

JosE RAMON JIMENEZ RODRIGUEZ
Departamento de Matemaéticas,

Programa de Maestris en Matemdtica Educativa.
Universidad de Sonora, México.

Introduccién

Uno de lo objetivos que actualmente se planiean ante la ensefianza de las Matematicas consiste en
desarrollar las habilidades computacionales de los estudiantes [1,2]. Sin embargo, jqué significa esto?
He tenido oportunidad de escuchar algunas versiones al respecto, no siempre coincidentes. Esto me
ha motivado a escribir el presente irabajo, en el que intento exponer mi propio punto de vista.

Niveles de aplicacién

Mi primera opinién en torno a este problema es que el objetivo de desarrollar las habilidades com-
putacionales de los estudiantes debe ser comprendido a varios niveles. No es lo mismo hablar de las
habilidades computacionales del escolar que de las del estudiante de nivel medio o del nivel superior.
Por ello, en cada uno de los niveles sefialados el objetivo en cuestion debe adquirir una connotacién
especial o especffica.

Por ejemplo, en el caso del nivel escolar elemental estoy de acuerdo en que ia interpretacién de ial
objetivo significa desarrollar las habilidades para el cdiculo mental y la estimacidn de los resultados,
fundamentalmente de las operaciones ariiméticas. Esta interpretacién, sin embargo, no es absoluta,
ya que en los niveles medio y medio superior las operaciones que efectiia el estudiante (y para las que
también debe desarrollar las habilidades referidas) no son solamente antméticas: hay operaciones
con funciones trigonoméiricas, logaritmicas, exponenciales, raices ciibicas y cuadréticas, etcétera.

La habilidad para el cdlculo mental y la estimacién de resultados debe desarrollarse de manera
permanente en todos los niveles, st bien sus soportes se construyen en los inferiores.

Pero la habilidad computacional significa mucho méds que la habilidad para el cilculo mental
¥ la estimacidén. La habilidad computacional es un término surgido a raiz de la existencia de la
tecnologia computacional. Como sabemos, ésta ha pasado por diferentes etapas en su desarrollo:
desde los primeros instrumentos que permitian realizar exclusivamente cdlculos aritméticos hasta las
modernas computadoras y calculadoras, capaces de realizar operaciones que no son exclusivamente
antméticas. No es por lo tanto extrafio que la habilidad computacional esté directamente ligada al
manejo de dicha tecnologia.

Manejo de tecnologia computacional

En efecto, la habilidad computacional en nuestros dias supone el manejo eficiente de la tecnologia
computacional como herramienta que permile realizar cdiculos. Actualmente, con la habilidad com-
putacional se relacionan las siguientes dos importantes cualidades:

o la “cultura algoritmica”, entendida ésta como la capacidad del estudiante para interpretar,
desarrollar y crear algoritmos;
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o la habilidad de programacidn, esto es, la habilidad para traducir un algoritmo a an programa
realizable en 1a tecnologfa computacional, con la exigencia de que el programa sea éptimo.

Me parece que aqui también habria que incluir una tercera cualidad, a saber: lg habilidad para
usar a la tecnologia computacional como laboratorio, es decir, como instrumento para la bisqueda,
exploracidn e investigacién de regularidades, patrones o resultados.

Esta dltimas connotaciones de la habilidad computacional son exclusivas de los niveles medio
superior y superior, ys que las posibilidades para desarrollarias en los niveles basico y medio béasico
no son muchas.

A continuacifn, intentaré ilustrar en base a ejemplos concrelos lo que significan cada una de
las componentes de la habilidad computacional. Es necesario aclarar que los ejemplos ilustrativos
que ofrezco estdn referidos a un contexto muy concreto, como es el de uiilisar a las calculadoras
calidad de tecnologia computacional. Esto se explica por mi interés personal en investigar las
posibilidades de las calculadoras como instrumento didéctico. En particluar, los programas que mas
delante aparecen estin disefiados para la calculadora casio fe-7000G.

La habilidad para optimizar los célculos

La habilidad para optimisar los cdlculos es a la ves la habilidad para usar de manera optima a las
calculadoras como instrumento de cdmputo. Esto, a su vez, mignifica aplastar el minimo nidmero de
teclas posible para efectuar un célculo. En otro trabajo [3] he analizado el caso en que los estudiantes,
usando calculadoras, aplastan un total de 46 teclas para evaluar f(z) = 4z* — 1802% + 2000z en
z = 20, cuando el problema se puede resolver aplastando unicamente 27 teclas. En el caso de una
calculadora programable, el problema se reduce mucho més, no en términos del mimero de teclas,
sino de repetir la {6rmula para diversoe valores de z.

Anilogamente, en [4] he mostrado cémo una serie de operaciones complicadas pueden efectnarse
con facilidad incluso en las calculadoras no programables.

La habilidad para implementar algoritmos de manera 6ptima

Muchas veces, 1a implementacién directa de un algoritmo no es 1a éptima. Adaptaciones alternas del
algorilmo pueden hacer que su implementacién requiera de menos pasos de programa y de menos
memoria usada.

Por ejemplo, consideremos el algoritmo de integracién numérica por el método de Ganss—Legendre
de cuarto orden de acuerdo con la férmula

b

0.236926885 f ( 2 0.90617984 ) +

[ (e de

a+

+0.47862867 f ( 0. 53846931) +

a+b

+0.568888889 f (“ + b) +

+0.47862867 f (

+0.236926885f( ;’b b 7. )]
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Aquila funcién f(z) se mtegra en el intervalo |[a, b] , para lo cual se toman los valores de la funcién
en ca.da uno de los puntos &2 —E220.906179846, <3t b= 0.53846931, 218, etb b=a 053846931 y

+ ”"‘ 0.906179846 . Para a.umenta.r el grado de exachtud de la formula, por lo comun en intervalo
[a, b] se subdivide en m segmentoe iguales de longitud A = =2 y se aplica la f6rmula para cada
uno de ellos.

La implementacién directa del algoritmmo, es decir, su traduccién a programa para la calculadora
en la forma en aparece arriba escrito, requiere de una gran cantidad de memona, De hecho, casi se
agota la memoria de una calculadora programable tan verséiil, como la CAsI10 fz-7000G.

Sin embargo, una adaptacién del algonimo requiere de mucho menos memoria para implemen-
tarlo. En principio, la estructura de las férmulas que nos permiten obtener los diversos valores de z;
es bésicamente la misma. Ademds, observando que b; = a; + h y que por lo tanto

ai+ bt b

5 + ;G‘C=G;+HiHC=a,-+(1:hC)H (H=§)

resulta mucho mas cémodo expresar en esta iltima forma la expresién para evaluar los diferentes
z;. En consecuencia, el algoritmo requiere ahora de mucho menos memoria de programa. El pro-
grama respectivo se transcribe a continvacién, con algunos detalles que ilustran la manera éptima
de usar la tecnologia computacional en el caso de la implementacién de un algoritmo.

Programa para la férmula de Gauss-Legendre de cuarto orden

“A»? - A :“B"?—B:‘M"? - M:(B-A)+2M—-H:
Lbl1: .53846931 = C:4 — N:
Ibl2: A+(1+C)H~X:
Lbi3d: ............ —+S[N]:N=3= Goto4:
N=1=Goto5: N=0= Goto 6:
— C—C:Dsz N:Goto2:
Lbld: 906179846 - C:2 — N: Goto 2:
Lbs5: 0-C:0—-N:Goto2:
Lbi6: F 4 .56888889S[0]+.236926885 (S[1]+S(2])+
47862867 (S[3]+S[4])— F:
Dss M :Goto7: HF —1:%“I=" 4 1 4
Ibi7: A+2H —A:Gotol

Este programa usa 237 bytes de memoria, quedando 185 bytes libres para poder incorporar una
amplia gama de funciones integrando.

Distribucién de los registros de memoria
e Los valores de a, b y m se guardan en los registros A, B y M, respectivamente.
o El valor de h = 22 se guarda en el registro H.

o El registro A sirve al principio para guardar el valor de a, pero luego se usa para guardar el
valor g; del extremo izquierdo de cada uno de los segmentos de integracién.
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e El regisiro C se usa para guardar los valores 0, +0.53846931 y =£0.906179846 de manera
alternada.

e El registro X se usa siempre para guardar el valor corriente del argumento z;.

o Los valores de f(%dk) F(oifhi — %=0i0,906179846), f(%ih + 5% 0.906179846), f(2d —
bizei 0.53846931) y de f(!‘*-‘* + -‘-'-'-*0 53846931) se guardan en los registros S[0], S{1], S{2],
S[3] y S[4], respectivamente.

¢ El valor aproximado de la integral se guarda ep el registro I.

e El valor de m sirve a la ves como contador de ciclos, y su valor corriente se guarda ea el mismo
registro M.

o El valor de n = 4 también se usa como contador de puntos, y su valor corriente se guarda en
el mimno registro N.

° Elre@nthmepuammluhlmmulunduenudaugmmto

La babilidad para crear algoritmos

La solucién de problemas es un componente esencial de Is formacién matemética. Se reconoce que
1a habilidad para resolver problemas es también la habilidad pars asimilar el algoritmo de solucién
de tal o cual clase de problemas. En este sentido, es importante lograr que el estudiante comprenda
ela.lgonlmo‘quembywenelproceoodemqéndemaerhchse de problemas, y no solamente
que se Jimite a resclver una gran cantidad de ejercicios tipo, sin comprendar Yo que todos ellos tienen
en comin: el algoritmo que los resuelve,

Recientemente tuve una experiencia mterennte al respecto con estudiantes de preparatoria en
un curso de Fisica [5]. Al estudiar el movimiento del péndulo, me interesaba que comprendieran
que todos Jos problemas que iban a resolver podian ubicarse deniro de un esquema general y, no
sin dificultades, logré que construyeran tal esquema. Como resultado, fué para ellos ficil disejiar un
algoritmo para resalver, con auxilio de la calculadora, todo el conjunto de problemas propuesto en

El programa que disefiaron les permitié calcular los valores de las diferentes magnitudes fisicas
que caracterisan al movimiento del péndulo (posicién, velocidad, aceleracidn, fuersa, energia cinética,
energia potencial, energia mecinica total) para diferentes valores del tiempo t, de la posicién z o
de la fase ¢ = i + ©o. Era la implementacidn del siguiente esquema ramificado:

t—  z(t), vt
m A w,p— z— ¢(z), viz)— a(z), F(z), K(z), U(z), E(e)

p— 2(p), v(p)

"m" ! = M:"A" T+ B "W T W D" T s T
Lhl1:" P11 =1:1=0=Coto3: ‘
Beos(WI+7Z)—X:"X=" 4 X 4
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Lbl2:-WBan (WI+2Z)—=V:”V=" 4V 4 Goto 5:
Ibl3:”’X"?—>X:X=0= Goto 4:
{(cos™ (X +B)-2)+W=1:"1="414
-WBan(WI+2Z)—-V:"V=" 4V 4 Goto5:
Lbl4:”P*? —=P:P=0= Goto 6:
‘ Beos P X:"X=" 4 X 4
~-WBsmP—-V:"V=" 4V 4
ILbl5:-W3X - A:”A=" 4 A
MA—-F:”F=" 4F 4
MV2+2—K:?K=" 4K 4
MW3X2 . 2U:"U="4U 14
MW2A3+2E:"E=" 4 E 4 Goto 1:
Lbl 6: "END” 4

Eeta experiencia me condujo a formular la hipdtesis de que, cuando los estudiantes captan el
algoritmo que une en un todo a un conjunto de problemas , y sobre todo, cuando son ellos mis-
mos {auxihiados por el profesor, por supuesto) quienes diseiian el programa que implementa dicho
algoritmo, el aprendizaje de la solucién de problemas puede facilitar el proceso de formacién de la
habilidad general para resolver problemas.

La habilidad para explor_ar

Existen estudios que muestran las enormes posibilidades que ofrecen las calculadoras para explorar
patrones y regularidades maiematicas ([6], [7], [8]). Estos estudios, sin embargo, son en realidad
actividades propuestas por el profesor para que sean reahizadas por el estudiante. Asf por ejemplo,
en [6] se sugiere usar la calculadora para explorar diferencias del tipo

82 - 32

78% — 232
778% — 2237
17782 — 22232

---------------

o bien

12345679 x 9
12345679 x 18
12345679 x 27

---------------

En los trabajos [7] y [8] se sugiere usar a la calculadora para aproximarse intuitivamente a la idea
de limite y obtener algunos lfmites cominmente usados en los cursos del nivel superior.

Aparie de ayudar a los estudiantes a comprender conceptos dificiles (como el limite) apoydndose
en las calculadoras, también es deseable desarrollar én ellos la habilidad para usar a las calculadoras
como instrumento para explorar e investigar. La situacién en que estudiante construye las bases de
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su propio conocimiento explorando de manera independiente es sumamente deseable. El problema
y el reto radican entonces en organizar adecuadamente la actividad de los estudiantes al usar las
calculadoras, de tal manera que dicha actividad contribuya a formar en ellos la habilidad para

experimentar y explorar regulasidades.

Conclusiones

La habilidad computacional, tal como se entiende actualmente en los marcos del uso de la tecnologia
computacional, y especialmente de las computadoras y calculadoras, es un concepto complejo que
involucra al menos las siguientes tres componentes importantes: la habilidad para agilisar y optimisar
los célculos, la habilidad para instrumentar y disefiar algoritmos de manera 6ptima, y la habilidad
para usar la tecnologia computacional en calidad de laboratorio para la exploracién, Ia indagacién y la
formulacién de conjeturas. Probablemente existan otras componentes que, por el momento, no hayan
sido estudiadas. Las tres que mencioné, sin embargo, ya plantean ante el profesor de Matematicas
problemas interesantes, tales como:; investigar las estrategias Sptimas para formar y desarrollar en
los estudiantes Ias habilidades referidas, esclarecer el lugar y el papel que debe jugar Ia ensefiansa
de las Matemiticas en la formacién y desarrolio de dichas habilidades, encontrar el material de
estudio concreto que permitiré materialisar las estrategias propuestas, elaborar el material didictico
adecuado a tales tareas, etcétera. Un campo interesante y fecundo estd abierto a la creatividad de
Jos profesores entusiastas.
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La computadora en la ensefianza de las matematicas
Dos aplicaciones con Logo

M. C José Luis Diaz Gomez
LDepartamento de Matematicas.
Universidad de Sonora.

Introduccion
Los problemas de aprendizaje de conceptos matematicos han sido estudiados desde distintos puntos de vista. En
particular uno que ha sido impulsado debido a los avances tecnoldgicos es el que relaciona la visualizacién con el
aprendizaje de las matemiticas.
Para este propésito la visualizacion es considerada en un amplio sentido ¢ incluye la perspectiva psicolégica y la
Desde el punto de vista psicoldgico la visualizacién nvolucra un pensamiento figurativo y un operativo, El pensamiento
figurativo se relaciona con patrones estaticos ¢ imagenes, mientras que el pensamiento operacional trata con patrones de
 objetos en movimiento y k2 manipulacion de imgenes visuales.
La visualizacion desde este punto de vista juega un papel mas alld de la simple percepcién, siendo un apoyo a la
formacién de una imagen mental de un concepto. De hecho Piaget e Inhelder (1956), afirman: “La imagen ya nos es
interpretada como una extension de la percepcion sino que tiende a adgquirir el estatus de simbolo ... Las imdgenes
son un instrumento del conocimiento y por tanto dependen de finciones cognoscitivas”.
Desde la perspectiva de la educacion matemdtica, la visualizacion involucra la habilidad de interpretar y entender
nformacion figurativa usada en trabajos geométricos; por gjemplo graficas, mapas, y diagramas de todos tipos, asi
como la habilidad para conceptualizar y traducir relaciones abstractas e informacion no figurativa en ténminos visuales.
(Bishop, 1963).
Ex la ensefianza de las matemdticas, el modelo de utilizar representaciones de objetos concretos y semi-concretos para
facilitar el proceso de la adquisicion de conceptos abstractos e ideas es ampliamente aceptada. La visualizacién es una
componente central de rmuchos procesos para |2 transicion del modo de pensamiento concreto al abstracto. Es una
herramienta para representar ideas matemdticas ¢ informacidn, por ejemplo, los diagramas de Venn para ilustrar la
mierseccion y unién de conjuntos, diagramas de arbol para analizar nociones de combinatoria y probabilidad vy
diagramas como ayuda para resolver problemas.
Richardson (1977) clasifica ¢l aprendizaje individual de acuerdo con tres modos de representacion, identificadas como
verbal, grifica (visual) y una mezcla que combina las dos representaciones. Los tres modos no son disjuntos mas bien se
pueden pensar como que apuntan a un contirnuum visual/no visual. Ben-Chaim (1986) reporta resultados que sustentan
ésta clasificacion. Las estrategias de enscfianza que usan la visualizacion son necesarias especialmente para la
verbalizacién y aquellas que mezclan los dos modos desarrollan las habilidades espaciales. (Ben-Chain, et al, 1989).
Tomando en consideracidn los resultados y marco tedrico de los autores sefialados, los cuales hacen un énfasis especial
en el papel que juega la visualizacion de conceptos matematicos para el aprendizaje de los mismos, se presenta en este
escrito una forma de utilizar Ia visualizacion para la ensefianza de la geometria plana en un ambiente de "papel, lpiz y
computadora”.
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1.-Visualizacion Relacionada a Conceptos de Geometria Plana con Microcomputadora.
Muchas aplicaciones de la computadora en la ensaftanza de las mateméticas utilizan e! "acercamiento” ("zooming
in”) hacia una parte de una grafica para estudiar caracteristicas especificas de la grafica (e.g. Montaner, 1987). Los
gemplos mas cormmes usan Iz computadora para efectuar acercamientos para calcular las raices de un polinomio y
otras funciones (¢.g. Friesen, 1986). Raramente se utiliza la computadora para realizar alejamientos ("'zoomsing out™)
de una grifica o de una figura para estudiar propiedades de la figura. Una importante exoepcion a esto es el uso de la
computadora en e estudio de los fractales. (Para una ilustraciin de este uso vea "The Beauty of Fractals, H. O. Pettgen
and P. H. Ritcher, Springer-Verlag, 1986). Uno de los propdsitos de este articulo es ilustrar de que manera ¢l potencial
de la ticnica del  alejamiento se puede implementar en la computadora, v utilizado por los profiesores de matemdticas
para estudiar las caracteristicas de muchas figuras geométricas. A este método de estudiar las figuras gecmétricas le
llamaremos ¢ ""Método de Expansién”. La implementaciin det método en la computadora se realizd con ¢l lenguaje
El "Método de Expansion .

El "método de expansidn " esencialmente consiste en seleccionar un punto y contimuamente ''dilatar’ el plano sobre el
panto utilizando razones cada vee menores. En la computadora, las figuras se haoen cada vez més pequettas dando la
impresion de un alejamiento . Puesto que 1a imégen que se obtiene en cualquier etapa es simplemente una dilatacidn de
la imagen original, las dos imégenes son mateméticamente semejantes. Especificamente, las medidas de los dngulos
carrespondientes en las dos imagenes permenecen invariantes (Martin, 1982). El método de expansién se ilustra en la
Figura 1. La"computadora dibuja un exAgono, con sus seis dngulos externos , que se extienden infinttamente (Figura
1a). Reduciendo la escala lineal de la gréfica la computadora produce imégenes cada vez menores, una de las cuales se
muestra en la Figura 1b. El exagono se hace mas pequefio a medida que nos alejamos de é.

) !

Sin embargo, los 4ngulos se alargan hacia los lados de la pantalla y parecen ser del mismo tamao (pucsto que los
angulos se extienden infinitamente y son invariantes bajo la dilatacién del alejamiento). Después de repetidas
reducciones de 1a escala la computadora finalments "'converge" a la imagen mostrada en la figura 1c. Nétese que o
exAgOno aparece como un punto (el punto fijo de la dilatacion) pero sus seis 4ngulos extermnos ain son visibies. Este
gjemplo de alejamsiento proporciona al profesor un agradable método para ilustrar a los ahmmnos la proposiciin de que
la sumna de los angulos externos de un exigono convexo es de 360 grados.

Es claro que este método no nos proporciona una "demostracion”, pero si una potente analogia por medio de la cual se
pueden ilustrar muchos teoremas de geometria a cualquier nivel escolar. El programa en LOGO que se escribié produce
la serie de imagenes que se muestran en la Figura 1. Tambicén produce los siguientes cuatro gemplos det "método de
expansitn’.
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Ejemplo 1. Un dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los dangulos interiores no

adyacentes.

La imagen de 1a Figura 2 ilustra esta proposicion. El angulo extemo se marca como 1, los angulos no adyacentes s¢
marcan con los mimeros 2 y 3. Cuando aplicamos €l alejamiento ¢l tridngulo se contrae a un punto y los dngulos 2 y 3
parecen converger formando el dngulo 1.

[ N /N

Ejemplo 2. La suma de los dngulos interiores de un cuadrildtero es de 360 grados.
La imagen de la figura 3 nos ilustra esta proposicion. Se dibuja un cuadrilitero arbitrario. Se marcan dos de los angulos

- interiores como ! y 2, mientras que los angulos opuestos a los otros dos interiores como 3 y 4. Al efectuar el

alejamiento, el cuadrilitero se contrae a un punto y los vértices de los cuatro dnguios convergen formando angulos
cuya suma es 360

L

Ejemplo. 3. Los dngulos opuestos en un paralelogramo son congruentes.

La imagen de la figura 4 ilustra esta proposicion. Se dibuja un paralelogramo arbitrario. Dos de sus dngulos interiores
opusstos se marcan con los mimeros 1 y 2. Al aplicar el alejamiento, el paralelogramo se contrae a un punto y los
vértices de los dos angulos convergen formando 4ngulos opuestos por €l vértice. Con este gjemplo se ilustra que con el
"método de expansion”, no sdlo figuras finitas convergen a un punto fijo, sino que también lineas paralelas convergen a
una sola linea. (Estas son propiedades de limite de la operacitn de dilatacién cuando la razon tiende a cero).

e A

DN

i k
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Ejemplo 4. La suma de los dngulos en las puntas de una estrella de cinco picos es de 180
grados.

La imagen de la Figura 5 muestra esta proposicion. Una estrella de cinco picos se dibuja en 1a pantalla de la
computadora. Las verticales de tres de los 4ngulos en la estrelia se marcan con los niimeros 1,2 y 3. Los dos angulos
restantes se marcan como 4 y 5. Al hacer el alejamiento la estrella se contrae a un purto y los vértices de los cinco
dngulos convergen formando cinco dngulos cuya suma es igual a un angulo de 130 grados.

Consideraciones para la enseflanza.
El método de expansién para explorar propiedades geométricas de las figuras desafia las habilidades espaciales
analiticas de los estudiantes. Algunos estudiantes pueden visualizar instantineamente la expansion  de una figura
micntras que otros tendrin que dibujaria sobre papel o la computadora. La experiencia, sin embargo, vak el tiempo.
Hacer que los estudiantes dibujen o hagan predicciones sobre la forma de la figura antes de que vean el resultado de
aplicar ¢l alejamiento con la computadora, es una excelente actividad, especialmente si Jos estudiantes estan a la
espectativa para verbalizar las hipotesis que se sugieren por el método . Es también una actividad que hace que se
aprecie & potencial del alejamiento de la computadora puesto que manualmente se hace una reproduccion a escala de
una imagen en poco tiempo. '

La método de expansitn a menudo revela muchas propiedades de una figura al mismo tiempo. Por giemplo, cuando las
lincas paralelas se cortan por una transversal, ¢ método de expansién simmltineamente sugiere varias proposiciones
mumuwmmmmmwwmmmmmw
propiedades de la figura.
Enﬁodooﬁwealpm&sorlmemdemecammopamlhmb“mﬁxmd pero ademas una potente técnica
matemética de razonaraento por analogia. Por ejemplo, ¢ programa para verificar la suma de los angulos externos del
exagono (Fig. 1 a, b, ¢) crea una analogia entre los angulos externos del exdgano y los angulos sobre un punto. También
ofrece al profesor una interesante aplicacion de tranformacién por dilatacion y la nocidn de semejanza matemética.
El método offece al estudiante una importante perspectiva umificada sobre cémo aproximarse a muchos problemas
mateniticos. Esto prepara a los estudiantes para conceptos como el de "asintotas” y el comportamiento en el limite de
algunas fimciones que pueden graficarse en digebra y cileulo.

2.-Representaciones intrinsecas de funciones e integracion grdfica.

Los interesados en la geometria de la tortuga, asi como los criticos de elia, estan encadenados a su "local” ¢ " ¥
naturaleza. [1-3]. Estd naturaleza provienc de los comandos de movimiento basicos de la tortuga FORWARD y
RIGHT, que instruyen a la tortuga a avanzar hacia adelante una distancia o girar hacia la derecha un mimero de grados
con respecio a su posicidn actual. A los procedimientos de tortuga (programas en Logo) que utilizan solo estos
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comandos y sus inversos BACK y LEFT les llamaremos ""Procedimientos puros de tortuga (PPT). Por supuesto los
PPT pueden mvolucrar las usuales construcciones de Logo (no de la tortuga) tales como asignaciones y comandos de
control, asi como las operaciones matemdticas como en RIGHT 360/ N ( los dos puntos enfrente de un nombre de
vanable denota en Logo el valor de |2 variable). Las descripciones de formas y curvas por medio de PPT son intrinsecas
en ¢l sentido de que no se refieren a un swarco fijo de referencia ( tales como un sistema de Coordenadas Cartesiano).
“También son locales en e sentido de que se reficren solo a puntos en una pequefia vecindad de 1a tortuga
A continuacion desarrollaremos un esquema general para convertir una representacion Cartesiana de una curva en una
intrinseca. Como se menciond antes, los procedimientos intrinsecos consisten esencialmente de repeticiones de "pasos
basicos” de la siguiente forma

' RIGHT<angulo> FORWARD<longitud>
Todo lo que necesitamos es calcular el dngulo y la longitud para cada paso. Estos son los cambios en la posicién y
direccion de 1a tortuga en un instante en el proceso de dibujar una curva.
Elegimos un sistema Cartesiano particular de coordenadas que dependa del estado inicial de la tortuga; es decir, el origen
esti en la posicion de la tortuga y e gje-y en la direccion a la que apunta la tortuga. Supongamos que la tortuga ha
trazado la curva hasta un cierto punto P, y coincide con la direccion de Ia tangente a la curva (figura 6). Denotemos por
x.¢l valor correspondiente sobre el ge-x, y por A el angulo de inclinacion de la tangente en P. Consideremos un punto
adyacente Q sobre a curva en x-tAx y denotemos por B el dngulo de inclinacion de la tangente en Q.
Como puede verse en la figura 6, el paso que describiremos estd dado por la cuerda de P a Q. También, el giro
necesario de la tortuga esta dada por el angulo extemo entre las dos tangentes sucesivas . Para una subdivision mas fina
podemos aproximar la inclinacion del angulo A de la tangente en P por el dngulo de inclinacién A' de la cuerda. Asila
longitud de la curva es Ax /oosA, v el dngulo de giro
(enx+Ax)es A-B.
El siguiente paso es renambrar Q@ como P y repetir el
argumento para el nuevo punto P. Las repeticiones se
lievan a cabo para toda x en el dominio que deseamos
graficar, con incrementos de x.
Nos queda ahora el calculo de los angulos A en cada
punto de subdivisién sobre la curva ( el ngulo B de Ia
fipura 6 sera el A del siguiente punto). La idea basica
es simple, puesio que la tortuga esta siempre colocada . :
en I direccion de a tangente a la curva, la pendiente de la curva en cada punio iie. tan A, estd dada por la derivada de
f£(x) en ese punto. Asi, A=arctanf(x). Para expresar esto en logo, usaremos el camando MAKE para asignar este valor
ala variable A ‘

MAKE "A ARCTANG < fix)
donde f{x) puede ser aralquier fimcion expresable en Logo.
Podernos ahora escribir d esquema general para una representacion intrinseca de una fimcicn f(x) sobre el intervalo [,
x,] con subdivisiones de longitud x
TO CURVAINTR ‘A :X
IF (:X> X1) [STOP]
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MAKE "B ARCTAN <F(X + X)>

RIGHT :A- B /‘\/\ o
FORWARD :DELTA X/COS :A ~__

CURVAINTR B (X +:DELTAX)
END Figura 7
(La suposicitn es que este procedimiento se gjecuta con valores especificos para X0 X1y DELTAX y que X es
imicializado en :X0).
Como un ejemplo escribiremos la fimcidn seno como una representacion intrinseca en el intervalo (en grados) [0, 360],
oon x igual a 10 " pasos de tortuga”. De hecho, para ajustar mejor 12 figura con la pantalla de la computadora, hemos
tomado en su ugar la fimcién y=kseno 3x en ¢ intervalo [0,120]. El factor k, que es aproximadamente 20, s¢ ha elegido
para producir la derivada cos 3x .
TO SENOINTR :A X

IF (:X>120) [STOP]

MAKE "B ARCTAN COS 3* X 2

RIGHT :A- B (o 0,0) ’

FORWARD 10/COS :A (-120,-30, 43)

SENO.NTR ‘B (:X +10)
END Figura 8.
La figura 7 muestra el resultado de executar este procedimiento en el intervalo [-120, 120] este es precedido por un
RIGHT 90 para cambiar la direocién cevo desde ¢l Narte (como en Logo), al Este (camo en matemiiticas).
Integracion Grdfica.
Hemos visto que colocando la direccién de Ia tortuga de acuerdo con la derivada £, se produce 1a grafica de la fimcidn £
Sustitiryendo f por f, podemos obtener la grifica de la antiderivada de £ i.e su integral indefinida. A este algoritmo le
Por gemplo, en la seccidn anterior demostramos que aplicando la integraciin gréfica a cos x s¢ produce la grifica de
seno x. De la misma manera se puede obtener |4 grifica de la integral de cualquier fimeién elemental definible en Logo.
Es més, este algoritmo produce Ia grafica de la integral aiin de funciones cuya integral no es expresable en téenminos de
L a Figura 8. muestra Ia ejecucion de INTEGRAL [COS 3* :X][0, 120] 10 en difirentes estados iniciales de Ia tortuga
En Logo formulamos este algoritmo como un procedimiento con tres entradas, la primera para la fincide, Ia segunda
para ¢l intervalo sobre e cual deseamos graficar la integral, y la tercera para el incremento de x. Por razones técnicas la
funcion no se puede dar directamente como una entrada: ademds; 1a entrada es una lista que contiene una representacion
algebraica de 1a fincién.
Cuando se requiere evaluar la fincidn con los valores actuales de x (como en la expresion ARCTAN de abejo),
simplements ejecutamos (RUN) esta lista. El intervalo est4 dado por sus puntos finales como una lista de dos elementos.
A contimuscién mostramos el procedimicnto intrinseco para dibujar la grifica de la integral indefinida de una fimcidn
dada. .
TO INTEGRAL : FUNCION :INTERVALO :DELTA



RIGHT 90

LOOP 0 (FIRST :INTERVALO) [STOP]
END
I'OLOOP A X

IF (X>LAST INTERVALOQ) [STOP]

MAKE "B ARCTAN (RUN :FUNCION)

RIGHT :A- B

FORWARD :DELTA/COS :A
LOOP B (X + :DELTA)
END Figura 9.
Como primer gjemplo, al ejecutar INTEGRAL [COS 3*X] [-120 120] 10 se obtendra Ia grafica de la funcién seno
(Figura 6), |
Note que este procedimiento, como la integral indefinida, no define una vmica curva, pero si una familia infinita de
curvas congruentes, que dependen del estado inicial de la tortuga (x, y, h), como en la figura 8.
La Figura 8 ilustra la representacion intrinseca de la curva logaritmica por integracion de la fincién 1/ (en una escala
apropiada).
El iltimo gjemplo de integracion grafica intrinseca (Figura 9), caracteriza la
fincin y=(senx)/x cuya integral no puede expresarse por medio de
fimciones elementales. (cf. [8])
Este articulo compara diferentes representaciones de funciones, con el
propodsito de estabecer algunas conexiones entre ellas. En muchos aspectos
Ias representaciones de tortuga - que tienden a ser discretas, locales, intrinsecas y procesales- complementan las
representaciones matematicas estAndar y agregan una fresca intuicién a los topicos familiares.
La principal cadena que se establece aqui, es entre la representacion de 1a tortuga vy la Cartesiana de fumciones. Esta
cadena se forma esencialmente igualando dos descripciones de la pendiente de una curva en un punto dado, a saber, la
derivada v (la tangente de) la cabeza de la tortuga asi como la curva que dibuja En un sentido, nuestro algoritmo de
integracion grafico comprueba 1a sugerencia de Papert de que los procedirmientos de tortuga son semejantes a ecuaciones
diferenciales, y que al ejecutarlos producen e efecto la integracion computarizada. Para los procedimientos simples de
tortuga, Papert también demanda que su local ¢ intrinseca naturaleza los coloca muy cercana a las intuiciones de los
nifios mas que las representaciones geométricas estandar. Sin embargo, al tratar con representaciones de tortuga de
curvas mas generales que requieren un conocimiento de matematicas superiores, la nocidn de lo que es intuitivo es cada
vez mas discutible. Pedemos ver el beneficio de 1a geometria de la tortuga agregando mas representaciones de finciones,
que complementen Ias estindar y ademas gjecutables en la computadora, esto ofrece muchas oportunidades para
explorar y descubrir.
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS ATRAVES DEL DOBLADO DE PAPEL

QERARDQ CALDERON AYALA

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA.

El doblado de papel es un material gque en manos del
Profesor de matematicas puede ser un valioso auxiliar en la
ensefanza de la Ceometria, brinda un campo de aplicacidén de los
conocimientos adquiridos reforzando asi el aprendizaje.
Proporciona "experiencias matematicas activas", propiciando 1la
creatividad en la resolucién de problemas de construccidn, fijando
un antecedente valioso para un posterior trabajo mas formal de la
Geometria. En particular ilustra y sienta las bases de los

conceptos vy las ideas en torno a las transformaciones geométricas.

El trabajo del doblado de papel se sustenta en los

siguientes axiomas o postulados:

1. Todo pliegue de papel produce una linea recta.
2. Por dos puntos sobre el papel pusa un pliegue y sdélo uno.
3. Por un punto sobre el papel es posidble pasar cualguier numeroc

de pliegues.

4. Dados dos puntos distintos sobre el papel, éste puede
plegarse de manera qgue los puntos coincidan.

8. Dadas dos rectas distintas sobre el papel es posible plegarlo
de modo Que las rectlas coincidan.

8. Dados dos puntos y una recta sobre el papel existen hasta dos
formas de plegarlos de modo qgue uno de los puntos esté sobre

la recta v el pliegue obtenide pase por el olro punto.
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Este grupo de axiomas nos garantiza el poder realizar
tantas construccicues geométricas como sean necesarias, an

particular, las siguientes cuatro construcciones basicas:

1. Construir la mediatriz de un segmento.

2. Construir la perpendicular a una recta dada, por un punto
dado.

3. Constiruir la paralela a una recta dada. por un punto dado.

4. Constiruilr la bisectriz de un angulo.

Los dos grupos precedentes de proposiciones se apoyan de
manera natural en las traoansformaciones puntuales en el plano, a

saber:

REFLEXION SOBRE UNA RECTA:

SEA ¢ UNA RECTA FIJA DEL PLANO.
Reflexidén en una recta {, designa a la transformacidén de S sobre
st mismo que lleva cada punto P del planc al punto P* del mismo,
tal gue ¢ sea la mediatriz del segmento PP’

La recta { se ltama EJE DE LA REFLEXION.

REFLEXION RESPECTO A UN,  PUNTO:

SEA O UN PUNTO FIJO DEL PLANO.
Reflexiénlf o semivuelta 2 respecto a un punto 0, designa la
trans formacién del plano sobre si mismo gue lleva cada punito P del
plano al punto P* del mismo, tal qgue O sea el punto medio del
segmento PP".

EFl punto O se llama CENTRO DE LA REFLEXION.

TRASLACION:

SEA AB UN SEGMENTO DEL PLANO.
Traslacion del segmento AB designa la transformacidén del plano
sobre s1 mismo gque transporta cada punto P del plano al punto P’
tal gque el segmento PP’ es.congruenie v paralelo con el segmento
AB.

El segmento dirigido AB se llamé VECTOR DE LA TRASLACION.
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ROTACION:

SEA O UN PUNTO FIJO DEL PLANO Y BAC UN DETERMINADO ANGULO.
Rotacidn de centro O v magnitud BAC, designa la transformacidn del
plano sobre si mismo gque lleva cada punto P del plano al puntio P’
del mismo, tal gue OP* = OP y el dngulo POP’ sea congruente con el
dngulo BAC. .

£l punto O se llama CENTRO de la rotacién y BAC es el dngulo

de la rotacidn.

Evidentemente, estas transformaciones se fundan

basicamente, en una sola: la reflexidon del plano sobre si{ mismo,

LLa mediatriz de un segmento AB se obtiene transformando
el punto A en el punto B mediante una reflexid4n en tornoe a una
recta, dicha recta es la mediatriz del segmento.

La perpendicular a una recta ¢ desde un punto P es
totalmente andloga a la construccidn anterior, con la salvedad de
que el eje de reflexién debe contener al punto P.

La paralela a una recta dada en un punto P es una
doble aplicacidén de la simetria en torno a una recta y da lugar a
una traslaciédn de la recta dada.

La bisectriz se obtiense mediante la reflexidn de un lado
del Angulo en el otro, el eje de reflexiétn es la bisectriz del
angulo.

Asi mismo, la reflexidn nos permite localizar P' simétrico de
un puntc P respecto a otro punto dado O, si P* es colineal con los
puntos O y P decimos que la transformacidn realizada es una
reflexién en tornc a un punto © una semivuelta, si no lo son,

entonces se ha efectuado una rotaciédn de magnitud POP".
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LAS TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS Y LOS METODOS DE CONSTRUCCION.

Las transformaciones geométricas tratadas en este Ambito
del doblado de papel son aplicables a la resolucién de problemas o
ejercicios de construccidn, representando un método de
construccidn, tanto en si mismas, como en combinacién con otros
métodos, de los cuales podemos mencionar: el método de semejanza y
el de lugares geométricos. |

Los ejemplos siguientes son ilustrativos de lo afirmado.

METODO DE TRANSFORMACIONES

Construir un segmento congruente a otro dodo en wun punto

dado.

Sean AB ¥ P el segmento y el punte dados.

El problema puede ser resueltoc en cualquiera de las
siguientes formas:

»* Por simetria en torno a una recta.

Se pliega el papel de modo que el puntc P se superponga al
punte A, se determina el punto B’. El segmento PB’ es congruente
con el segmento AB.

QO bien,

Se pliega el papel de modo que el punto P se superponga al
punto B, se determina el punto A’. El segmento PA’ es congruente
con el segmento dado AB.

* Por simetria en torno a un punto.

Sa pliega el papel para obtener la recta PA y se determina el
puntec medio O del segmento PA. Se obtiene la recta BO y se
construye la paralela a AB por el punte P, estas dos ultimas
rectas se intersectan en un punto B". El segmentoc PB" es
congruente con el segmento AB.

Otra forma,
Se pliega el papel para obtener la recta PB y el punte medio

M del segmento PB, se trazan AM y la paralela a AB por el punto P,
determinande la interseccién de estas dos rectas el punto A". El

segmentoc PA" es congruente con el segmento AB.
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» Por traslacidn. _

Se construyen los siguientes pliegues: PA y por el punto B
una recta paralela a PA, la paralela a AB por el punto P. Estos
dos pliegt.ies s intersectan en un punto Q El segmento PQ es
congruente con el segmentc AB.

Anidlogamente, puede obtenerse el segmento PR congruente con
el segmento AB, mediante una traslacién de P tomando a BA como

vector de la traslacién. (Fig. 12

Trazar la tangente a una circunferencia dada desde un punto

dado.

Sean O, A y P el centro de la circunferencia, un puntc de la
circdnf.rencia. Yy un punto exterior, respectivamente.

Aplicandeo las transformaciones se procedede la sigulente
manera: se traza una tangente cualquiera y luego mediante una
rotacién en torne a la circunferencia se hace pasar por el punto
dado,

CONSTRUCCI ON;

Se pliega el papel para obtener la recta OA Yy su
perpendicular ¢ en el punto A, esta recta es tangente a la
eircunferencia dada. Se obtiene OP y mediante una rotacidn se
determina P* sobre { El éngulo P'OP define la magnitud de 1la
rotacién que debe aplicarse a ¢ La recta OC es bisectriz del
angule AOP, con OC come eje de simetria se localiza OD simétrice
de OP’. Loms &nguleos AOP’ y DOP son congruentes. Por rotacién del
segmento OA se obtiene -obr; OD el punte T. La recta PT es
tangente a la circunferencia de centro O y radio OA.

La recta simétrica a PT sobre PO también es tangente a la
circunferencia dada y pasa por el punte P. (Fig. 20

METODO DE SEMEJANZA

Construir un trihngulo eguiléierc cuyos vértices esten sobre

dos rectas paralelas dadas.

Sean 8‘. l. y P las rectas paralelas y el punto dados,

La construccidn se realiza siguiendo esta idea: sobre una de
las rectas parsalelas se construye un trisngule equilétero

cualquiera, posteriormente se trasladan lom lados de diche
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tridngule hasta hacer coincidir el tercer vértice con la otra

paralela.

CONSTRUCCI ON:

Se elige sobre 81 un segmernito cualquiera MN, se construye su
mediatriz m y por rotacién de MN se obtiene scbre m el punteo P,
los punto M, Ny P son los vértices de un tridngulo equilatero. La
mediatriz m corta a Jz en un punto S, por ese puntoe S se
construyen rectas paralelas a los lados NP y PM las cuales
intersectan a t‘ en R y T respectivamente. Los puntos R, S y T son
laos vértices de un triangulo equilatero y todos ellos pertenecen a
las rectas paralelas dadas.

Nétese que por cualquier de :1 otz pueden trazarse rectas
paralelas a los lados NP y PM que darédn como resultado un
triangulo equilatero con sus vértices sobre las rectas paralelas

dadas. (Fig. 3>

METODO DE LUGARES GEOMETRICOS

Determinar el centiro de una circunferencia gue pasa por un

punto dado y es tangente a dos rectas paralelas dadas.

Sean 81. Jz y P las rectas paralelas y el punto dados.

El punto requeridc por la construccién, pertenece a ciertos
lugares geoméiricos, determinar dos de ellos y scbre tode la
interseccién de dos lugares geométricos equivale a resolver el
problema. En part.i.cular gi la circunferencia debe ser tangente a
las rectas dadas, entonces su centro debe localizarse sobre una
recta b egquidistante a J’_y Jz. el radic de la circunferencia debe
ser igual a la distancia ¢ entre b y cualquiera de las rectas L.
Consecuentemente, si la circunferencia de centro P ¥y radio &
intersecta a la recta b, determinaré sobre b puntos que satisfagan
el requisito de ser equidistantes de las rectas paralelas (1 v tz

y del punto P.

CONSTRUCCION:

Se construyen las rectas b y t, la primera mediante una
reflexidn de :1 sobre tz vy la segunda perpendicular a las rectas
paralelas, la recta t intersecta a (1 y b en los puntos A y B
respectivamente. Se traslada el segmentc AB hacia el punto P v se

rota hasta obtener un punto O que pertenece a b.
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Las socluciocnes de la construccién pueden ser O, 1 o 2
dependiendo de si la distancia del punto P a la recta b es mayor,

igual o menor que d. (Fuig. 42
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EL. PRECALCULO: SU INSERCION EN LA CURRICULA MATEMATICA DEL
BACHILLERATO Y SU POSIBLE REFORMULACION.

M, €. José luis Soto Munguia
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora.

INTRODUCCION.

Los planes para modernizar la educacidn mexicana, actualmente en

marcha, traeran como consecuencia la modificacion de los planes vy

programas de estudio asi{ como los libros de texto del nivel basico,
vigentes desde hace cerca de dos décadas. Como una consecuencia
natural de estos cambios, se espera que en €1 corto plazo el

curriculo de los niveles subsecuentes sea también transformado.

El presente trabajo se refiere al Area de matematicas del
bachillerato, en particular al precilculeo; en €l se pretende dar un
bosquejo del contexto en el que la reforma curricdlar se estaria
impulsando, asi como plantear algunos de los problemas que tendria

que enfrentar y la direccidn en la gque poadrian enfilarse los cambios.
EL BACHILLERATO MEXICANO.

Referirse al bachillerato mexicano suele no ser una tarea
sencilla, el ciclo es ofrecidao a lo largo y a lo ancho del pais por
una gran cantidad de instituciones, bajo diversas modalidades y con
planes y programas de estudio distintos. GSu diversidad ha sido
reiteredamente sefalada - como uno de sus principales problemas,

Pantoja Moran lo hacia ver en 1982 en los términos siguientes:

"En efecto se constata facilmente una gran diversidad de planes
de estudic y de programas de las materias, pues existen
aproximadamente 186 planes de estudio diferentes, que comprenden 275
materias gque presentan diferencias en el nombre, extension, ubicacidn
o contenido pregramatico. 5Se detecta también una dispersidn
significativa por cuanto a criterios metodoldgicos y de concepcidn en

el procesoc enseffanza-—aprendizajie y una indefinicidn sustantivs
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respecto a su funcidn y fines especificas.“1

La década de los 70 se caracteriza por el fuerte impulso dado al
bachillierato, po =d4lo porque en ella se crearon dos de las
instituciones mas importantes del pais gque ofrecen este nivel; el
Colegio de Ciencias y Humanidades (1%971) y el Colegio de Bachilleres
(1973} ¥ se multiplicaron los Bachilleratos Tecnoldgicos,
dependientes de 1la Subsecretaria de Educacién e Investigacidn
Tecnoldégica (SEIT), sino porque ademas se realizaron una serie de
esfuerzos nacionales para atacar los principales problemas de este
ciclo, entre los que destaca el mencionado por FPantoja. Estos
esfuerzos culminaron con la realizacidn del Congreso Nacional del
Bachillerato llevado a cabo en Cocoyoc, Estado de Morelos los dias

10, 11 y 12 de marzo de 1982,

Aunque en términos generales la situacién descrita por FPantoja
subsiste hasta la actualidad, la disparidad mencionada debiera ser
- tomada con cierta reserva, pues un analisis mas detenido permite
observar qﬁe persiste un grupo de 15 materias que cubren el 60X de
las horas—clasez, mostrando al bachillerato como un ciclo mas
homogéneo de lo que parece, al menos en lo que respecta a los

contenidos.
ELL. PRECALCULO EN EL BACHILLERATO.

En lo que se refiere al area de matematicas, existe una gran
coincidencia de contenidos en las djiversas modalidades curriculares.
Practicamente en todas ellas estan presentes los nueve grandes temas

del aArea:

1. Aritmética. é. Probabilidad.

2. Algebra. 7. Estadistica.

3. Geometria, B. C4alculo Diferencial.
4. Trigonometria. ?. Calculo Integral.

5. Geometria Analitica.

Se entiende por grecalcuto €l conjunto de contenidos matemiticos

considerados prerrequisitos para acceder a un curso de calculo. Estos
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contenidos han cambiado a lg largo de la historia del bachillerato

mexicano, por ejemploc la ldgica matematica fue incluida en los 70°s

como consecuencia del movimiento conocido como "matematica moderna",

pero fue desapareciendo ﬁe los programas conforme el movimiento
decaia. En este trabajo consideraremos como precalcule la agrupacidn
de los cinco primeros temas de la 1lista dada anteriormente, los
subtemas tipicos correspondientes puesden observarse en el siguiente

listado:s

ARITMETICA. Sistemas de numeros, operaciones con numeros treales
y sus propiedades, orden y valor abscluto de numeras reales.

ALGEBRA. Exponentes y radicales, expresiones algebraicas,
polinomios vy sSUs operaciones, factorizacion de expresiones
algehraicas, ecuaciones de primer grado, sistemas de ecuaciones
lineales, ecuwaciones de segundo grado, desigualdades. .

GEOMETRIA. Estructura y método de la geometria, rectas vy
angulos, congruencia y semejanza de triangulos, poligonos, 4&reas de
figuras planas, el circuld.

TRIGONOMETRIA.  Razones  trigonometricas, jdentidades
trigonométricas, funciones trigonométricas y sus graficas, ley de los
senos y ley de los cosenos, ecuaciones trigonométricaé, el concepto
de funcidén, funciones exponencial y logaritmica. |

GEOMETRIA ANALITICA. Coordenadas cartesianas, razdn en la que un
punto divide a un segmento, distancia y pendiente, lugares

geométricos, la recta, la circunferencia, la parabola, la Elipée, la

hipérbola, la ecuacidn general de segundo grado, ecuaciones
paramétricas.
Una somera revisidn de las curricula de cuatro de las

principales instituciones del bachillerato mexicano: el Colegio de
Bachilleres (CB), el Colegio de Ciencias vy Humanidades (CCH), la
Escuela Macional Freparatoria (ENF) y la SEIT; ha confirmado que el
precalculo esta presante en las curricula respectivas durante los dos
primerocs afins del cicle, incluse en general el orden de los temas vy
subtemas coincide con el Que aqui se ha dado. Esto significa gque
estos contenidos son obligatorios para todeos los estudiantes gue

cursan el nivel.
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Esto no quiere decir que el precalculo que se ensefia en los
diversos subsistemas es el mismo, perc las principales d:iferencias
podrian no encontrarse en los contenidos, sino en gtra parte: por
ej)emplo en la cantidad de horas dedicadas al area, en la metodologia
de la ensefianza empleada, en el énfasis puesto en| los diferentes

temas, etc.

De cualquier manera, estos contenidos estan intimamente ligados
al objetivo considerado primordial para el ciclo, en el Congreso

Nacional de Cocoyoc y formulado en los siguirentes témrminos:

"En virtud de que el bachillerato s la etapa en la que culmina
la educacidn basica anterior a la especializacion y quizas la wultima
instancia en la que el educénda tiene contacto con la cultura
universal, se hace indispensable que dicho sistema l€ proporcione una

cultura integral bas:ica gque vaya acorde con la época/en la que vive".

ALGUNAS REFLEXIONES ACERCA DE LOS POSIBLES| CAMBIOS EN EL
CURRICULO DEL PRECALCULO.

t.a historia del bachillerato mexicano esta cruz?da poy una gran
diversidad de proyectos educativos, construidos |sobre distintas
concepciones del ciclo, es una historia rica en xperiencias, en
éxitos y fracasos que la reforma curricular en puIrta no debiera

ignorar.

En esta udltima seccidn incluimos una serie de réflexiones acerca
de las posibilidades de cambio en el curriculo del precalculeo, tanto
en lo que se refiere a sus contenidos como a la metpdologia con la

que se ensefia.

#* Una tendencia natural de todo proceso de revision curricular

es la actualizacidn de los contenidos, esto se explica por la

pretensidn de incarporar a la escuela los nuevos congcimientos que el
desarrollo cientifico va generando y las nuevas nec sidades .que la
sociedad va creando. La seleccion de nuevos ontenidos para
incorporar a la curricula tiene sin embargo el riesgo de saturar poco

a poco las curriculas e ir produciendo programas de estudio
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sobrecargados de contenido. Al respecto nos parece oportuno retomar
el criterio sugerido por 1la Comisién Bourdieu-Gros y que podria
resumirse en los siguientes términos: "La incorporacién de nuevos
temas &ebera ser compensada con la supresion de Dtrns“a. En el caso
particular que nos ocupa, la posibilidad de incorporar temas como
veciores y nmatrices, parece una propuesta factible y .« ademas
necesaria, tanto por su importancia conceptual en el desarrollo
actual de la ciencia, como porque asi lo estan exigiendo los cambios
curriculares del Nivel Superior. Seguan el criterio mencionado (aungue
su aplicacion no tendria porque ser mecanical, la inclusidn de nuevos
temas, debiera dar respuesta a la pregunta: . Qué temas del precalculo

actual suprimimos?.

% lLa division del precédlculo en los cinco temas aqui
mencionados, podria no ser la mejor manera de organizar su contenido,
y debiera hacerse una revisidn critica de esta particidn. EI
precéilculo como una coleccisdn de temas superpuestos uno tras otro, ha
traido entre otras consecuentias, una clasificacidén artificial de los
problemas como agquellos Que se resuelven con Aritmética, los que se
resuelven con Algebra, etc., tal clasificacidn es desde luego
completamente artificial y no tiene nada que ver con la realidad. Una
integracisn mis adecuada de sus contenidos podria dar al estudiante
una vision mas global de la matematica y posiblemente permitiria

abordar la resolucisan de problemas mids interesantes.

* La matematica en lo general, y el precilculo en lo particular,
se han ensefiado tradicionalmente siguiendo la secuencia
teoria-problemas que se resuelven con la teoria. La consecuencia de
esto ha sido que la teoria se enseffa carente de significado vy
posteriormente se aborda la resolucidn de problemas como una manera
de darle significacién a los conceptos. Estoc restringe el tipo de
problemas a agquellos donde la teoria se aplica. La posibilidad de
invertir la secuencia iniciando c¢on situaciones problematicas que
hagan ver la necesidad de la teoria y le dén significado nos parece
una posibilidad interesante. El1 algebra como un manejo abstracto de
simbolos, que se utilizan como una herramienta para posteriormente

resolver problemas no pareciera haber resultado hasta ahora muy

atractivo alos estudiantes del bachillerato.
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* Creemos que la Joirmalizacidn de los conceptos “de golpe™, ha
contribuido a formar una visidn en los estudiantes de que 1la
matemitica es uha ciencia arida e incluso innecesaria, a la que sélo
pueden sentir aversidn. Nos parece entonces que aguellos conceptos
que sea necesario formalizar, deberidn ir precedidos por una serie de
tratamientos informales que conduzcan a 1la formalizacidn como una
necesidad. Presentar a los estudiantes la version de la geometria
como una rama de la matematica estrictamente deductiva, nos parece un

buen ejemplo de lo que no debieramos hacer en el bachillerato.

% El1 Consejo MNacional de Profesores de Matemadticas de los
Estados Unidos (NTCM) ha publicado recientemente un estudic titulado
"Estandares Curriculares y de Evaluacidn para la Educacidn
Hatematica“‘. La seccidn de este trabajo que se refiere a la
matematica de los grados nueve al doce, hace referencia a gran parte
de los contenidos de lo que aqui hemos 1llamado precalculo. Las
reflexiones gue aparecen en esta seccidn, tanto en lo que se refiere
a los conténidos como a la metodologia, podrian dar algunas ideas
acerca de las direcciones en las que pudieran orientarse los cambios

curriculares del precalculs.

Pontoja  Mordn, Dawvid. Notas b4 reflexiones acerca da la
historia del Bachillerate. UNAM. 1083, p. 50.
2

efr. Castrején DiLez, J. "Curriculum-” an Prospectiva del
Bachilleratoe 1080-2000. arupo de Estudios sobre el
Financiamiente de Lla Educacidén. SPP-SEP~EHCP. México, 1988, P.
i1,

Bourdieu, P. y droa, F. "Los Contenidos de La Ensefanza.”
Principios para la Refloxidn". Universidad Futura, volumen 2,
No. 4. febrero de 1990,
< .

NTCM, “Estdndares Curriculares v de Evaluacién para La
Educacién Matemdtica”, Traducido v publicado por lLa Sociedad

Andaluza de Educacidén Malemdiica "THALES". Sevilla. 19004,

93



SITUACION ACADEMICA EN MATEMATICAS DE LOS ESTUDIANTES
DE NUEVO INGRESC A LA UNIVERSIDAD DE SONORA
M.C. ENRIQUE HUGUES GALINDO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE SONORA

INTRODUCCION

El presente trabajo surge como una inquietud de parte de un grupo
de profesores del Departamento de Matem&ticas de la Universidad de
Sonora, pensando en dque ésta es una direccidn viable para esclarecer
la problemdtica académica en que se debaten los primeros semestres de
las carreras universitarias y con 1la firme creencia de dque se
arrojaria 1luz sobre algunos supuestos comunes. El estudio se
desenvuelve durante el semestre 91-2 en las aulas de la Universidad de
Sonora, Unidad Hermosillo.

Los trabajos empezaron analizando qué se entenderia como los
conocimientos minimos (en matematicas) necesarios al iniciar wuna
carrera profesional, para ello, se tuvo como referencia planes y
programas de. estudic de algunas de las instituciones del nivel medio
superior (NMS) asi como nuestra experiencia docente. Esto se plasmo
posteriormente en un instrumento de medicién o diagnéstico, mediante
el cual se pretendié obtener una idea del grado en que se alcanzan
tales requisitos. Una vez que se contd con el intrumento de medicién
se pasd a las etapas de: aplicacién, evaluacidén, andlisis de
resultados y conclusiones.

Con el reconocimiento de que existieron algunas limitaciones en
el trabajo, derivados de la falta de una prueba de confiabilidad del
diagnéstico y de wuna aplicacidén mis sistem&tica, de hecho
institucional, a continuacién resumo las etapas del trabajo.

PRELIMINARES: HACIA UNA EVALUACfON DE LA SITUACION ACADEMICA

El analisis sobre los requisitos para ingresar a la Universidad,
nos llevd a gue estos se encuentran vinvulados con la matemitica
escolar denominada como precidlculo o que al menos esto debia ser el
comin denominador, independientemente de la carrera a gue se aspire y
del bachillerato de procedencia. Los planes y programas de estudio
revelaron gue existe un amplio grupo de contenidos, en los diferentes
sistemas del NMS, que responden a las intenciones del precdlculo. Por
lo anterior es que se concibe a esta parte de la matemdtica escolar
como uno de los componentes presentes en la actual concepcién de una
cultura basica del egresado del NMS y a determinar gue los reactivos a
seleccionar debian explorar contenidos en: d&lgebra, geometria vy
trigonometria.

Para facilitar la aplicacidén del dlagnostlco, éste se planificé
en dos partes y a cada una de ellas se le asigné un objet1v0' medir 1la
informacién béAsica gue deben manejar los alumnos que ingresan a la
Universidad (parte I) y medir su formacién matem&tica (parte II).
Antes de la aplicacién masiva, se hizo un pilotaje que permitid
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corregir algunos errores de redaccién y verificar superficialmente la
confiabilidad del instrumento. '

APLICACION DEL DIAGNOSTICO Y RESULTADOS

Como se gueria recabar la imagen de un egresado promedio del
bachillerato en la seleccién de los alumnos que estarian sujetos a la
medicién, se intenté incluir alumnos de todas las carreras que ofrece
la Universidad provenientes de los diferentes bachilleratos del
Estado. Bajo ese finico criterio, se seleccionaron alumnos de nuevo
ingreso en quince grupos de primer semestre (el total de grupos de
primer semestre fue de cincuenta y cinco), participando en 1la
evaluacidén cerca de cuatrocientos alumnos. Para el trabajo anterior se
contd con la colaboracién de algunos compafieros de labores, gquienes
les explicaron a sus alumnos los fines del diagnéstico y las reglas a
gue estaria sujeta su aplicacién.

Para la evaluacidn se elabord un baremo que contemplara el total
de los reactivos (11 de la parte I y 6 de la parte II) y se instruyd a
algunos colaboradores sobre la forma de proceder en el andlisis de
resultados.

CONCENTRACION POR SISTEMA ESCOLAR DEL DIAGNOSTICO 1991
PORCENTAIJES DE RESPUESTAS CORRECTAS POR REACTIVO
PARTEI " Rl R2 R3 R4 RS R6 R7 R$ R¢9 R10 Ri1 SUB
] EVALUADOS
BACHTEC 114 76 71 27 15 3 19 31 S8 S3 9 & 33
COBACH 74 81 8 30. 27 1 31 57 72 55 S5 5 41
PIUNISON 4 70 75 3 13 5 18 55 S8 40 15 3 35
OTRAS 25 52 S6 4 0 0 16 24 52 40 4 4 B
- TOTAL 253 72 74 26 17 2 22 42 61 S50 8 8§ 34
PARTEII SR1 SR2 SR3 SR4 SRS SR6é SUBT
EVALUADOS
BACHTEC 114 32 34 29 18 1 11 2
COBACH 74 26 27 14 9 0 14 15
PIUNISON 40 20 20 28 20 0 8 16
OTRAS 25 28 28 28 8 0 16 18
TOTAL 253 28 29 24 15 0 12 18

En la organizacién de 1los resultados se considerd como un
criterio el sistema escolar de procedencia, tomando como tales:
-BACHTEC: todos los bachilleratos dependientes de la Subsecretaria
de Educacién e Investigacién Tecnoldgica.
—-COBACH: los Colegios de Bachilleres del Estado de Sonora y otros
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Estados.

-PIUNISON: las escuelas preparatorias incorporadas a la

Universidad de Sonora.

-OTRAS: cualquier escuela preparatoria gue no se encuentre en las

clases anteriores.
En la Tabla 1 se resumen los resultados, organizados de acuerdo a este
criteric, en cuyas columnas RJ indica el reactive J de la parte I en
el diagnéstico y SRK el reactivo K en la parte II del diagnéstico.

Otro criterio que también fue utilizado en la organizacién de los
datos es la carrera de ingreso en la Universidad. Un resumen de los
datos, organizados bajo este criterio, se presenta en la Tabla 2, en
la cual se utiliza como notacién: IC= Ing. Civil, IIA= Ing. Industrial
Administrativo, IIS= Ing. Industrial y de Sistemas, LFs Lic. en
Fisica, IM= Lic. en Matem&ticas, IQs Ing. Quimico, QB= Quimico
Bidlogo, IA= Ing. Agrénomo, LAE= Lic. en Administracién de Empresas,
CPs Contador PGblico, LD= Lic. en Derecho y LE= Lic. en Economia.

CONCENTRACION POR CARRERA DEL DIAGNOSTICO 1991

PORCENTAJES DE RESPUESTAS CORRECTAS POR REACTIVG
PARTEI R1 RZ R} Ré RS R6 R7 Rs R9 RiOR:1SUBT
EVALUADOS
1C 43 8 74 40 35 2 58 70 79 8% > 2 49
A 14 8 93 71 29 0 79 86 86 100 43 7 62
118 11 64 82 18 27 9 18 64 91 82 9 0 - 42
LF 5 100 100 B0 100 40 60 &0 100 100 3¢ 40 806
LM 3 100 w0 67 33 0 100 100 100 JoQ 33 33 70
1Q 4 75 75 25 0 25 50 75100100 25 0 S50
QB 24 79 79 33 4 0 17 25 6321 & 4 30
A 24 63 92 29 17 4 17 25 46 46 § 0 31
LAE 3 55 M1 2310 0 0 19 35 26 0 23 24
Cp 65 69 63 9 & 0 23 52 35 3 0 4
LD 15 $3 47 7 6 0 0 727 7 o0 0 13
LE 14 717 7 7T 0 0 8 8 43 7 14 3
TOTAL = 253 72 074 26 17 2 22 42 61 50 8 6 3
PARTE I SR1 SR SR SR SR SR SUBT
EVALUADOS '
Ic 43 8 74 40 35 2 S8 27
lla 14 8 93 M 9 0 79 33
s 11 64 82 18 27 9 18 20
LF 5 100 100 80 100 40 60 44
LM 3 100 100 67 33 0 100 36
IQ 4 7575 25 0 25 50 3
QB 24 79 79 33 4 0 17 19
1A % 63 92 29 17 4 17 2
LAE 31 85071 023 10 0 0 14
CP 65 69 63 9 8 0 3 14
LD 15 3 47 7 0 0 0 10
LE 14 nT MM 7 7 0 014
- TOTAL 253 7 M 2% 17 20219
e
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CONCLUSIONES

Con todo y las limitaciones del diagndstico (las sefialadas y las
omitidas), los resultados muestran suficiente evidencia de que existen
deficiencias en el cumplimiento de los requisitos concebidos. Se puede
hablar de un bajo nivel académico en matemdticas en aguellos dgue
ingresan a la Universidad, lo cual no resulta del todo novedoso para
gquienes realizamos labores docentes en ella. Sin embarge la gravedad
de la situacidén, a la luz de los resultados, merece varias precisiones
que deben hacerse.

Obtener una eficiencia global por debajo del treinta por ciento
puede tener sus explicaciones, entre las gue se encuentran la validez
misma del diagnéstico hasta los posibles inconvenientes de los
actuales programas de estudio en el NMS. Dentro de esto hay aspectos
preocupantes que salen a relucir entre los diferentes matices que se
le pueden dar al estudio.

12 Los resultados muestran una inclinacién hacia la informacién en
detrimento de la formacién en todos los sistemas de procedencia, de
acuerdo con la Grafica 1.

RESPUESTAS OBTENIDIS EN DIAGNOSTIOO
| - AIUMNOS DE NUEVO INGRESD SEP-1991 "
D A \ E
i N\ N\ i\ —
Ef‘éiiﬁiii... AN N N7
L \ZIN\ZN =
L fj ........ %/ A"MT: é ........

OTRAS

o
=z

BACHTEC COBACH PIUNIS
SSYENA ESOLAR

INFORMACION [77] FORMACION

GRAFICA 1

Ante esto cabe preguntarse, si acaso, ¢No es el NMS

escencialmente formativo? ;No tiene, dentro de sus fines, una carater
propedéutico? ¢(C6mo tomar estos resultados desde 1la perspectiva
universitaria?
22 j;Pueden deberse los resultados a una complejidad en los reactivos
utilizados? No s6lo dudo de ello, pienso que una muestra de reactivos
y de 1la eficiencia en su solucién avalan una postura contraria
definida.

Lose reactivos que se nuestran enseguida, remiten a contenidos
basicos gque deben resultar elementales a cualquier alumno que inicie
estudios profesionales. Pero entonces :(Qué podemos esperar de nuestro
alumnos? ¢(Qué saben de 4lgebra y geometria? Han tenido un
acercamiento al cdlculo, a la probabilidad ¢ la estadistica?
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R3.~- Resolver: X%~ 6X + 8 = 0. $RESP. CORR.=26

R6.- Hallar la distancia entre los puntos
(1,2) y (3,5). %RESP. CORR.=22

R11l.- Calcular:
a) Sen 45°%= b) Tan 60°= %¥RESP. CORR.=6

SR2.- En un taller fueron reparados, durante un

mes, 40 vehiculos entre automdviles y bicicletas.

El namero total de ruedas de los vehiculos %$RESP. CORR.=29
reparados fue de 100 exactamente. ZCuantos

automdédviles y cuéntas bicicletas se repararon?

32 Otra cuestién por plantear debe iniciarse con una aclaracién. Antes
se menciond que fueron objeto de evaluacién cerca de cuatrocientos
alumnos pero en las tablas de resultados se reporta s6lo un total de
doscientos cincuenta y tres; esto se debe a que se incluyen s6lo los
alumnos que presentaron ambas partes del diagnéstico con el fin de
revisar una posible relacidn entre los aspectos informativo vy
formativo que se promueven en el NMS, Un primer acercamiento a esta
cuestidén 1lo proporciona la Grafica 2, la cual vuelve a resaltar la
preponderancia del aspecto informativo sobre el formativo con todo y

gque la Tabla 3 muestra que el primerc no sienta bases para el segundo
cuando se hace

RESPUESTAS OBTENIDAS EN DIAGNOSTICO
ALIMNOS DE NUEVO INGRESD SEP-1991

80 .
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¥

C UA IS LF LM 1Q QB IA LAE CP LD LE
CARRERAS
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GAFICA 2

una comparacién alumno por alumno pero aparentemente si la hay tomando
los resultados carrera por carrera..
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NC CEING CEING GLOBAL
) 0.077 0.23 0.2 por alumno
R .
H 0.64 0.93 0.995 por carrera

Al aspecto formativo en matemdticas a éste se le atribuye la

generacién de capacidades para abordar problemas, de ahi su
importancia escolar. Por lo gue habra que replantear su presencia
escolar, concretamente en el NMS.
42 Existe una gran heterogeneidad en la 51tuac16n académica matematica
de quiene ingresan a la Universidad. Como muestra la Gréafica 2, la
eleccién de una opcidn de estudios profesionales depende de ella, con
todo y que se pregone el alcance de una cultura basica para todos.

. .- e - — - .
[—— — —— —— — — ———————

RESPUESTAS OBTENIDAS EN DIAGNOSTICO
ALIMNOS DE NUEVO INGRESO SEP-1691

ol i
1

ALG  GEA  GEE TR

CIENCIAS E ING NO CIENCIAS E ING

GRAFICA 3

52 Otros an&lisis son posibles a partir de 1los resultados aqui
mostrados. Pero en general, debe quedar claro que los supuestos de due
comunmente partimos los profesores universitarios son falsos, que
hacen falta diagndésticos e investigaciones en diferentes momentos del
proceso educativo; que esta responsabilidad debe corresponder tanto a
la Universidad como a 1las Instituciones del NMS y due é&sto es
necesario para una reformulacién de planes y progamas de estudio
realistas.
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INTRODUCCION A LA TOPOLOGIA

Carlos A. Robles Corbala
Departamento de Matematicas
Universidad de Sonora

Octubre de 1992

Introduccién

La historia de la topologia se remonta hace dos siglos. La topologia es el
punto terminal de la evolucién de la geometria. Esbocemos esta evolucion.

Una de las mayores tareas de las matematicas fue el desarrollo de sistemas
geométricos mas y mas sencillos. Histéricamente estos se presentaron asi:

o (Geometria Fuclideana: Geometria elemental familiar.

e Geomelria no Fuclideana: Negacion de la unicidad de paralelas por

Lobachevsky y Bolgai alrededor de 1830.

Geometria Proyectiva: por Poncelet y Von Staudt.

Geometria Afin: Geometria euclideana sin distancia.

Por ultimo la mas simple de todas la Topologia: Geometria donde se
admite solo- transformaciones continuas.

La topologia se ocupa de formds v no de medidas, de calidad y no de cantidad.

Ahora bien, hoy en dia la topologia ha invadido todas las ramas de las
matematicas, es por ello que se presenta como un elemento indispensable de
la cultura de todo matematico.

El objetivo de este curso es presentar los conceptos mds primarios de lo
que asi se ha hechollamar Topologia de Conjuntos 6 Topologia General.
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Espacios Métricos

Primeramente estudiaremos los espacios métricos, los cuales tienen la
propiedad de que dados dos puntos tenemos definida una distancia entre ellos.
Esto es pues, una generalizacién de las propiedades de distancia que tenemos
en los espacios R®". Pondremos una variedad de ejemplos, y distinguiremos
subconjuntos importantes en estos espacios.

Los espacios métricos nos proporcionaran ejemplos de espacios topoldgicos.

Espacios Topolégicos

Dado un conunto X, definiremos lo que es una topologia en X (aqui
el conjunto X no tiene por qué tener definida una distancia}; comparemos
topologias definidas sobre un conjunto X y presentaremos ejemplos impor-
tantes.

Dado un espacio topolégico (X,7) y £ C X definiremos el conjunto
derivado, la cerradura, el interior y la frontera de E, y discutiremos propiedades
de estos operadores. Asimismo, introduciremos el concepto de topologia re-
lativa.

Continuidad y Homeomorfismos

Los conceptos de continuidad y en particular el de homeomorfismo, son
los mas importantes en esta rama de las matematicas. En esta seccién pre-
sentaremos sus definiciones y proposiciones equivalentes a ellas; asi como una
variedad de ejemplos.

Topologia Cociente

Consideraremos un espacio topolégico X, un conjunto Y y una funcion f
suprayectiva de X en Y. Esto nos dard lugar a definir una topologia en Y,
llamada Topologia Cociente que tendra propiedades bastante sugerentes.

Ahora bien, un procedimiento para obtener funciones suprayectivas con-
siste en considerar las clases de equivalencia de una relacién de equivalencia.
De esta forma, si X es un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia
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en X, definimos f : X — X/ ~ por f(z) = [z], la clase de equivalencia que
contiene a x (X/ ~ designa el conjunto de clases de equivalencia). Asi dire-

IMos

que X/ ~ con la topologia cociente ha sido obtenido por identificacién

topologica. Presentaremos ejemplos importantes.

Deformaciones y Contracciones

Utilizando la topologia cociente y la topologia relativa, presentaremos
espacios en los cuales se encuentran curvas cerradas simples que se pueden
deformar a un punto en el mismo espacio (sin salirnos de él); y ain mas,
espacios topologicos que pueden ser deformados a un punto continuamente.

Bibliografia
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TEOREMA DE CLASIFICACION DE
SUPERFICIES

Gabriela Gpe. Hinojosa Palafox
Estudiante de Matematicas
Universidad de Sonora

Octubre de 1992

El concepto topoldgico de superficie es una abstraccion del concepto fami-
liar de superficie. Consideraremos una superficie como un espacio topoldgico
tal que localmente tiene las mismas propiedades que el plano y que cada
dos puntos en él poseen entornos disjuntos. A lo largo de la platica, nos
estaremos refiriendo como superficies a aquellas superficies que son conexa,s,
compactas y con frontera vacia.

En 1925, T. Radé probd que toda superficie admite una triangulacién, es
decir, toda superficie se puede dividir en un nimero finito de triangulos que
cumplen con la condicién de que dados dos triangulos distintos T; y T} o son
disjuntos, o tienen un solo vértice o toda una arista en comin. No se admite
por ejemplo:

A <a <P

)

[AN
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De esta forma una superficie puede considerarse como construida “pe-
gando” primero aquellos tridngulos tal que la figura que nos quede sea homeo-
morfa a un disco con segmentos y una “receta” para pegarlos, por supuesto,
cada segmento tiene su pareja.

Para convencernos de esto, escojamos un triangulo T}, luego fijémonos en
aquellos tridngulos que tienen una arista en comun con 73, tomemos uno de
ellos, lo denotamos por T3 y lo pegamos con T3.

2

Continuando inductivamente sobre el numero de triangulos obtenemos la
figura mencionada. '

Los ejemplos mas sencillos de superficies son aguellos para los cuales el
disco esta dividido en cuatro segmentos.

1. Esfera

~

2. Toro

O @

Y
L d

3. Botella de Kletn

L

h A

A~
~

4. Plano Proyectivo

~ i

F

/
)
.y

(1P
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y la Banda de Moebius que aunque no es una superficie (por tener frontera)
nos sera de utilidad.

PSS

Ahora, apartir de superficies podemos obtener otras superficies por un
proceso llamado “suma conexa”. Sean S; y S; dos superficies. Su suma
conexa, designada por S; # 5, esta formada practicando un pequefio agujero
en cada superficie y pegando entonces las dos superficies a lo largo del borde
de estos agujeros. '

A

Con lo anterior, podemos enunciar el Teorema de Clasificacion de Super-
fictes:

Teorema:Toda superficie es homeomorfa a una esfera, a una suma conexa
de toros, o a una suma conexa de planos proyectivos. Ninguna de estas
superficies es homeomorfa a otra.

Este teorema es muy importante ya que nos clasifica completamente a to-
das las superficies. Su demostracién se basa en la triangulacién de superficies,
ya que como veiamos, una superficie se puede representar como un poligono
y mediante operaciones de “cortar y pegar” se llega a la representacion de
una de las superficies enunciadas en el teorema.
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CURSO DE ALGORITMOS
DE FLUJO EN REDES

Myriam Cisneros Molina
Estudiante de la Lic. en Matematicas
Universidad de Sonora

26 de Octubre de 1992

PRELIMINARES

Para el estudio de problemas de flujo en redes como el de transporte
y otros mas también importantes, se utilizan conceptos y resultados de la
Teoria de Graficas.

Esta primera parte pretende dar un panorama bdsico de Teoria de Gréficas
para dejar en claro conceptos y proposiciones que mas adelante se utilizaran.

GRAFICAS Y DIGRAFICAS
Def. Una Gréﬁca G = (X. A, f) consta de:

L. Un conjunto X = X(G) cuyos elementos se llaman vértices (puntos o

nodos) de G.

[C]

. Un conjunto A = A(G). el conjunto de las eristas (o lineas) de G.

3. Una funcién f: A(G) — X(G) x X(G),la funcién de incidencia de G.

Siempre que nos refiramos a una grafica supondremos de antemano
que es finita.

51 a es una arista de G y f(a) = (u,w) se dice que u y w son los
extremos o vértices terminales de a. Una arista cuyos extremos coinci-

den es un laZO. Dos aristas a y ' son paralelas si tienen los mismos
extremos, es decir si f(a) = f(a'). '
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Def. Una Digréﬁca (o grafica dirigida) es una terna D =
(X, A, f) formada por:
(a) Un conjunto X = X(G) cuyos elementos se llaman vértices {pun-
tos o nodos) de G.
(b) Un conjunto A = A(G), el conjunto de los arcos de G.
(¢) Una funcién f : A(G) — X(G) x X(G) la funcién de incidencia
de G\ . '

Sia es un arco de G y f(a) = (u,v) se dice que u es el extremo inicial
v v el extremo final del arco a.

Obsérvese que la unica diferencia, aunque importante, entre ambas
definiciones, es que en una digrafica los extremos de los arcos estan
ordenados, mientras que en una grafica no.

REPRESENTACION GEOMETRICA
DE UNA GRAFICA

Los nodos de la gréfica se representan mediante puntos y las aristas
por lineas entre nodos. Si es grafica dirigida los arcos se diferencian
poniendo una flecha en la direccién de llegada. Ejemplos:

SUBGRAFICAS

Def.Sea G = (X, A, )y G = (X ,A,f) dos grificas. Se dice
que G es subgréficas de G (G' C G)si X' ¢ X , A" C Ay f(a) = f (a)
para toda aristaade G. Si G = (X, A4, f)yG = (X, A, f)yG CG

. 3 »
se dice que G es una subgrafica



e ay

GRADO DE NODOS

Def. Si v es un vértice de una grifica G, se llama grado de v y se
denota I'(v) al nrhero de arcos de G que tienen a v como extremo.

Def. 51 D es una digrafica y v un vértice, se llama grado de entrada
de v y se denota I't(v) al mimero de arcos cuyo extremo final es v y se
llama grado de salida de v y se denota '™ (v) al mimero de arcos cuyo
extremo inicial es v.

Denotemos I'(u, v) al nimero de arcos con extremo inicial u y extremo
final v.

Proposicion. 51 D es una digrafica, si u, v son dos vértice y a el nimero
de arcos, se verifican las propiedades:

(a) TH(v) = LuexT(w,v) i T7(v) = 3 e x T(u, v)

(b) a = F,exT*(v) = Tyex [ (v)

TH=2 TITHh=2 TITH=0
) =4 TI2)=3 T@=1
=2 TR =1 1P =1
I'd) =4 T =1 T4 =3
IGy=4 TS =1 TG =23

CAMINO, PASEO, TRAYECTORIA
CicLo Y CIRCUITO

Def. Sea G una grafica. Un Camino es una sucesién alter-
nante

(st Q1, V14 000y Un1y G,y vn)
de vértices y aristas de G y cada arista a; tiene por extremo al vértices
vi—1 que le precede y al que le sigue v; '

Si  es un camino, la longitud de v, () es el numero de aristas no
necesariamente distintas que figuran en ~.
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Un Camino no nulo cuyos extremos son iguales se llama Cerrado.

Un camino que no repite aristas se llama Paseo o camino simple.

Un camino que no repite vértices se llama Cadena o camino elemental.
Nétese que toda cadena es un paseo pero no reciprocamente.

Def. Un clclo es un camino cerrado elemental de longitud posi-
tiva.

Def. Sea D una digrafica. Un Camino DiI‘igidO en D es
una sucesién de veértices y arcos.

(Vg, @1, V15 e Vnei. Gn, U )3emn > 0
tal que v;_; y v, son, respectivamente, los extremos inicial y final del
arco a;.

@& &  T>m

Un camino dirigido que no repite vértices se llama Trayectoria Cerrada.

Def. Un Circuito es una trayectoria que no repite aristas.

Ejemplos:
as 0 az1

* N = (]-s aa, 2-, 3z, 3; a43,4, a42, 2,032,3) l(’h) =5ES UN CAMINO
* Y2 = (]-s @51, 3, 54, 4, G45,5, (152,2) l(‘)‘g) =4 ES UN PASEO
® Y3 = (4, (142,2, 632,3) 1(73) =2 ES UNA CADENA

® vy = (1,&21,2,(132,3,(143,4,(154,5,0,51,1) 1(74) =5 ES UN CI‘
CLO
® 7y = (4, d43, 3, (132,2., a1, 1) 1(75) = JES UNA TRAYECTORIA

® Yg = (5,0‘.54, 4,&45,5) I(')‘e) =2 ES UN CIRCUITO
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{CONEXIDAD

Def. Dos vértices u y v de una grifica G se dice que estan conec-
tados cuando existe un camino en G de extremos u y v.

Def. Una grafica G es CONEXA si, y sdlo si para todo par de vértices
u'y v de (7 existe un camino en G que conecta u y v.
' EjempIOS'

=177

Grafica com- ‘ Grafi disco
ARBOLES o fseonen

Def. Una grafica & se dice que es un Arbol s, y s6lo si se
verifican las siguientes condiciones.

(a) G es conexa;

(b} G no posee ciclos (aciclica)

Def. Un arbol A se dice que es un arbol generador de la grafica
(G s1 A es subgrafica de G tal que su conjunto de vértices coincide

con el de G.
Proposicion. Todo grafo conexo posee un arbol generador.

Proposicion. Un arbol con n vértices tiene n — 1 arcos.

Proposicion. Todo arbol con mas de un vértice posee al menos
dos vértices de grado 1.

Arbol -
Arbol
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ARBOLES DIRIGIDOS

Def. Un vértice v de una digrafica I se dice que es una rasz
de la digrafica si existe camino dirigido a todos los demas vértices
de D. |
Def. Un 4rbol con rafz (arbol dirigido) o Arborescencia es una
digrafica tal que posee una raiz y su grafica asociada es un arbol,
o bien se trata de la digrafica vacia.

'A\

Thdo nodo es miz Solo hay une miz Es una arborescencia

Utilizaremos alguna terminologia nueva cuando tratemos con ar-
borescencias:

i. Si el par de vértices u y v son los extremos inicial y final re-
spectivamente de un arco de un arbol dirigido, diremos que
v es hijo de u o bien que u es padre de v.

ii. Llamaremos grado de un vértice al nimero de hijos es decir
I'~. Tengamos en cuenta que I't es uno en todos los vértices
salvo en el raiz que es cero.

ili. Si u es un vértice de un arbol dirigido, llamaremos subarbol
de raiz u al subgrafo generado por el vértice n y todos sus
descendientes.

1v. Llamaremos nivel o profundidad de un vértice a la longitud
del tinico camino que existe con extremos inicial en la raiz
del 4rbol y extremo final en dicho vértice, y diremos que la
profundidad de un arbol es p si p es el maximo de las profun-
didades de sus vértices.

v. Un arbol de profundidad p diremos que es completo de grado
k si todos los vértices del arbol (salvo los de nivel p, es decir
salvo las hojas) tienen grado p. ‘
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ESTRUCTURA DE DATOS

Edelmira Rodriguez Alcantar
Estudiante de la Lic. en Matematicas
Universidad de Sonora

27 de octubre de 1992

Los datos pueden organizarse en muchas formas diferentes; el modelo
matematico o ldgico de una organizacion particular de datos y las operaciones
que en é] pueden realizarse recibe el nombre de estructure de datos.

ARRAYS (ARREGLOS)

Las estructuras de datos pueden clasificarse en lineales y no lineales. Se
dice que una estructura es lineal si sus elementos forman una secuencia o,
en otras palabras, una lista lineal. Los elementos de las estructuras pueden
estar formados de varias partes de informacion, Existen dos formas basicas
de representar estas estructuras lineales en memoria. Una de ellas es repre-
sentando esta relacion de los elementos, almacenandolos en posiciones con-
secutivas de memoria. Estas estructuras reciben el nombre de arrays. La
otra forma es representando esta relacion por medio de punteros o enlaces.
A estas 1iltimas estructuras se les denomina listas enlazadas. Las operaciones
que suelen realizarse habitualmente sobre una estructura lineal, sea esta un
array o una lista enlazada, son las siguientes:

1. Recorrido. Procesarniento de cada elemento de la lista.

2. Bisqueda. Biusqueda de la posicién ocupada por un elemento con un
determinado valor, o del registro con un determinado nimero de clave.

3. Insercidn. Adicion de un nuevo elemento de la lista.
4. Borrado. Eliminacién de un elemento de la lista.

5. Ordenacion. Organizar los elementos de la lista de acuerdo con algin
tipo de orden.

Un array lineal es una lista de un nimero finito de n elementos ho-
mogéneos (i.e. elementos del mismo tipo). El nimero n recibe el nombre
de longitud o tamano del array. Los elementos de un array podemos deno-
tarlos utilizando corchetes

AlLl A[2), ..., Aln)
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El computador no necesita contabilizar las posiciones de todos los ele-
mentos de Grafica, sino que solo necesita conocer la direccién del primer
elemento de Grafica.

RECORRIDO DE ARRAYS LINEALES

Sea A un conjunto de datos almacenados en la memoria del computador.
Supongamos que queremos imprimir el contenido de cada elemento de A.
o que queremos contar el numero de elementos de A que presentan una
determinada propiedad. Esto puede hacerse recorriendo A, i.e., accediendo y
procesando {a veces se dice visitando) cada elemento de A exactamente una
sola vez.

INSERCION Y BORRADO

Sea A un conjunto de datos almacenados en la memoria del computador.
Definimos la operacién de "insercién” como aquella consistente en ahadir un
nuevo elemento al conjunto A. Por el contrario, la operacién de "borrado”
consiste en la eliminacién de uno de los elementos de A.

BUSQUEDA

Sea DATOS un conjunto de datos almacenados en memoria. Supongamos
que se nos da un determinado valor del tipo almacenado, ELEMENTO. El
término busqueda hace referencia a la operacién consistente en encontrar la
posicion LUGAR que ocupa ELEMENTO en DATOS, o bien a la impresién
~ de un mensaje que nos indica que ELEMENTO no se encuentra en la lista.
Existen varios algoritmos de bisqueda distintos. Aqui presentaremos el al-
goritmo mas simple llamado bisqueda secuencial.

BUSQUEDA SECUENCIAL

Sea DATOS un array lineal con n elementos. Si no disponemos de mas in-
formacién acerca de DATOS, la forma mas directa de localizar ELEMENTO
dentro de DATOS es comparar ELEMENTO con todos los componentes de
DATOS uno a uno. Asi, comparamos si DATOS[1}=ELEMENTO, en caso
contrario si DATOS[2]=ELEMENTO, y asi sucesivamente. hasta localizar
ELEMENTO.
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L1STAS ENLAZADAS

Una lista enlazada o lista unidireccional la constituyen una coleccién li-
neal de elementos, llamados nodos, donde el orden de los mismos se establece
mediante punteros. Cada nodo se divide en dos partes: una primera que
contiene la informacion asociada al elemento, y una segunda, llamada campo
de enlace o campo de puntero al ENLACE, que contiene la direccién del
siguiente nodo de la lista. La figura 1 muestra un diagrama esquematico
de una lista enlazada compuesta por seis nodos. La parte izquierda del
nodo representa informacién asociada al elemento (por ejemplo NOMBRE,
DIRECCION), y la parte derecha representa el campo de puntero del nodo
del cual emana una flecha que indica el siguiente nodo de la lista. Esta es
la representacién grafica habitual de las listas enlazadas. El campo puntero
del iltimo nodo contiene un valor especial, llamado valor NULL simbolizado
por e, que es una direccion con la cual indicamos el final de la lista. Las
listas enlazadas incorporan también una variable puntero especial llamada
COMIENZO o NOMBRE que contiene la direccién que ocupa. el primer nodo
de la lista. En la representacién grafica esto se simboliza con una flecha que
saliendo de COMIENZO apunta al primer nodo.

0 .‘\
N N -
o H—n| !t—c o X
pazte de infoemacion del teroer nodo - punteso a siguicote del teroer nodo

fig. 1

REPRESENTACION DE LISTAS ENLAZADAS EN MEMORIA

Sea LISTA una lista enlazada. Almacenamos LISTA en memoria de la
forma siguiente. Como minimo, LISTA estara compuesta por dos partes, a
los que llamaremos INFORM y SIGUIENTE, donde la primera contiene la
informacién y la segunda la direccién del siguiente nodo de la lista. Como
ya se ha citado necesitamos también una variable COMIENZO que contiene
la posicién ocupada por el primer elemento de la lista, y una marca especial
NULL que indica el final de la misma.
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RECORRIDO DE UNA LISTA ENLAZADA

Sea la lista enlazada, almacenada en mermoria mediante dos partes IN-
FORM y SIGUIENTE. Adicionalmente definimos la variable COMIENZO
que apunta al primer elemento de la lista y suponemos que el dltimo elemento
de la lista contiene en su campo SIGUIENTE el valor NULL. Supongamos
que queremos recorrer LISTA para procesar cada uno de sus nodos exacta-
mente una vez. Se utiliza la variable puntero PT R que apunta siempre al
nodo procesado en cada momento. De esta forma la asignacion.

PTR=PTR— SIGUIENTE

tiene el efecto de mover el puntero al siguiente nodo de la lista, como se
‘presenta en la figura siguiente.

—r —te - =-—¢r b

BUSQUEDA EN UNA LISTA ENLAZADA

Las listas pueden ser ordenadas o no ordenadas, dependiendo de lo cual
es la bisqueda. Supongamos que los elementos de lista no estan ordenados.
En este caso podremos localizar ELEMENTO sin mas que recorrer LISTA
utilizando el puntero PT R y comparando ELEMENTO con el contenido de
PTR — INFORM de cada nodo. Supongamos ahora que los datos de
LISTA estan ordenados. De nuevo buscamos ELEMENTO en la lista recor-
riendo la misma utilizando una variable puntero y comparando ELEMENTO
con el contenido de PTR — INFORM nodo a nodo. En este caso, sin em-
bargo, podremos finalizar la biisqueda una vez que ELEMENTO sea mayor
que PTR —» INFORM.

INSERCION EN UNA LISTA ENLAZADA

Sea LISTA una lista enlazada en la que los nodos A y B ocupan posiciones
sucesivas en el orden impuesto en la lista, ver figura 2(a). Supongamos que
queremos insertar en ella un nodo N que debe ocupar un lugar entre A y B.
La representacion esquematica de como se realiza esta operacién se muestra
en la figura 2(b). En resimen, después de la operacién el nodo A apuntara
al nodo N y éste apuntara a B, i.e., el nodo al que apuntaba antes A .
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ELIMINACION DE UN ELEMENTO DE UNA LISTA ENLAZADA

Sea LISTA una lista enlazada en la cual el nodo N se encuentra entre los
nodos A y B, como se muestra en la figura 3(a). Supongamos que queremos
eliminar el nodo N de la lista. Una representacién esquematica de cémo
hacerlo se muestra en la figura 3(b). La eliminacion se produce tan pronto
como e! puntero de enlace siguiente del nodo A apunte al nodo B.

Sl O e W W e r W e
= R TN T

PiLA

Una pila es una lista de elementos en la cual un elemento sélo puede ser
insertado o eliminado por un extremo, Hamado la cima de la pila. En partic-
ular, esto significa que los elementos se sacan de la pila en orden inverso al
que se insertaron en él. Las pilas se pueden representar en las computadoras
de varias maneras, generalmente por medio de una lista enlazada o de un
array lineal. Nuestra pilas se mantendran en una lista enlazada.

Las estructuras de datos hasta aqui estudiadas han sido lineales. A con-
tinuacién presentaremos una estructura de dafos no lineal llamada arbol.
Nosotros veremos el caso particular de un arbol binario.

'ARBOL BINARIO COMPLETO

* Un arbol binario T se defina como un conjunto finito de elementos, lla-
mados nodos, de forma que:
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1. T es vacio (en enyo caso se llama arbol NULL o arbol vacio) o

2. T contiene un nodo distinguido R, llamado raiz de T', y los restantes
nodos de 7" forman un par ordenado de arboles binarios disjuntos T3 y
1.

Si T, no es vacio, su raiz se llama hijo izquierdo de R; y analogamente,
si T; no es vacio, su raiz se llama hijo derecho de R. Un éarbol T se dice
que es completo si todos sus niveles, excepto posiblemente el ultimo, tienen
el maximo numero de nodos posibles y si todos los nodos del dltimo nivel
estan situados lo mas posible a la izquierda. Representaremos un arbol bi-
nario con arrays lineales. Existen tres formas de recorrer un érbol binario
T de raiz R. Estos tres algoritmos son los denominados preorden, inorden
y postorden. Para efectos pricticos aqui solo estudiaremos uno de ellos: el
recorrido inorden.

RECORRIDO INORDEN

El algoritmo de recorrido inorden usa una variable PT R (puntero) que
contendra la posicion del nodo N que se esta examinando, y un array, que
marntendra las direcciones de los nodos que queden por procesar. De hecho,
en este algoritmo, un nodo solo se procesa cuando se saca de la pila.

Algoritmo : Inicialmente meter NULL en PILA (como centinela) y hacer
PTR = RAIZ. Entonces repetir los siguientes pasos hasta que PTR =
NULL.

1. Bajar por la izquierda a partir de PT R, metiendo cada nodo N en la
PILA y parando cuando el nodo N no tenga hijo izquierdo que meter
en PILA.

2. (Vuelta atras). Sacar y procesar los nodos en PILA. Si se saca NULL,
Salir. Si se procesa un nodo N con un hijo derecho R(N), hacer PTR =
R(N) y volver al paso (1). '

Hacemos hincapié en que un nodo solo se procesa cuando es sacado de la

PILA.

ARBOLES EN MONTON

Suponga que H es un arbol binario completo con n elementos. Se dice
que H es un drbol en montdn si cada nodo N tiene la siguiente propiedad:
El valor de N es menor o igual que el valor de cualquier hijo de N,

La manera de quitar y anadir elementos al montén se vera con detalle en
el transcurso de esta conferencia.

117



Lok (o (R A 0

KRUSKAL

Edelmira Rodriguez Alcantar
Estudiante de Lic. en matematicas
Universidad de Sonora

28 de octubre de 1992

Supongamos que tenemos la siguiente red.

Digamos que representa los distintos caminos, con sus costos respectivos,
que pueden construirse para comunicar algunas ciudades, nuestro problema
sera encontrar la forma mas barata de comunicarlas todas.

El problema se transforma en:
Se tiene un conjunto de nodos y un conjunto de aristas. Asociado a cada
arista se tiene un costo y el problema es encontrar un subconjunto del con-
junto de arista de forma tal que se pueda ir de un nodo a cualquier otro ”via-
jando” solo sobre las aristas de este subconjunto y que el costo total (suma
de costos) del subconjunto de aristas sea lo menos posible. Esto lo vamos a
hacer mediante un algoritmo, el Kruskal, que presentamos a continuacion.
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Antes de presentar el algoritmo, analicemos nuestro problema:
Lo que queremos es, dada una ciudad, poder comunirla con todas las demas
de la forma mas barata posible. Asi pues j sera factible tener un camino cer-
rado (ciclo) en la solucién del problema? La respuesta es no, pues si existe un
ciclo la solucién comunicando las ciudades, quitando un arco de la solucion las
ciudades seguirdn conectadas con lo cudl ia solucién obtenida no es la 6ptima.

Visto lo anterior, es claro que el algoritmo debe ser capaz de detectar los
ciclos en caso de que se formen, para asi dar la dptima solucidn.

La solucidn obtenida es un arbol de minima expansién.

Algoritmo Kruskal
Sean
o {a}T, conjunto de aristas.
¢ ; : numero de iteraciones.
¢ k : nimero de aristas en la solucién.
e A’ . conjunto de aristas en la solucién.

1. Primero ordenar el conjunto de aristas en la solucién respecto al peso
{se usa una estructura de montén).

k=3=0
A=29
2.5=5+1
& Tomar a, y si no forma ciclo con las aristas en A’ hacer
A = AU {q;}
k=k+1

Hacer @ hasta que k=n—1
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Para darnos una idea grafica de como detectar ciclos lo que se hace es :
en el conjunto A’ nos fijamos en los nodos con grado uno (nodos pendiente),
l.e., los que tienen sélo un arco conectado, estos arcos los quitamos de la
solucién y nos fijamos en red resultante, si aparecen de nueva cuente nodos
pendiente se repite el proceso hasta que, o queden todos los nodos con grado
cero o bien existan algunos con grado mayor que uno.

Algoritmo para encontrar ciclos

1. Los nodos de grado 1 se meten en una PILA.
2. Sacar un nodo de la PILA.

(a) Si tiene grado 1, quitar el arco de la solucion (i.e. etiquetarlo
temporalmente).

(b) Repetir hasta que PILA= NULL.

3. Revisar si quedaron nodos pendientes (nodos con grado 1).
e Si. Iral.
e No. Hay nodos con grado mayor que cero? (i.e. se formo ciclo)
- Si. @; no entra en la solucién.

Cabe mencionar la existencia de otro algoritmo que resuelve el problema
propuesto. Este algoritmo se llama PRIM y da como solucidn, al igual que
el KRUSKAL, un arbol de minima expansion.
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Problemas de Ruta Minima: DIJKSTRA

Irene Rodriguez Castillo
Estudiante de la Lic. en Matematicas
Universidad de Sonora.

29 de Octubre de 1992

Los problemas de ruta minima estan planteados sobre digraficas, y

pueden ser de tres tipos:

Sea G = [X, A, d] una digrafica.

1.
2.

Dados ¢,3 € X encontrar el camino de peso minimo que va de ¢ a j.

Dado ¢ € X encontrar los caminos de peso minimo para todos los z € X
tales que exista algin camino de i a z. :

Para todo ¢ € X encontrar los caminos de peso minimo para todos los
r € X tales que exista un caminode : a .

Ejemplos de problemas de cada tipo serian los siguientes:

Transladarse de un lugar a otro en un pais de manera que resulte lo
mas barato posible.

Un almacén que distribuye su mercancia en el menor tiempo posible.

Transportaciéon de paqueteria en el pals de tal manera que las rutas
sean lo mas cortas posibles.

El primer tipo de problema es un caso particular del segundo y con el

segundo se resuelve el tercer tipo aplicandolo a todo : € X.

121



1

En esta seccion se presentara el algoritmo de Dijkstra para resolver
problemas del segundo tipo, por ejemplo:

Supéngase que un fabricante desea distribuir su producto desde la
ciudad donde se encuentra (nodo 1) a las cinco ciudades restantes de la
grafica mostrada en la figura 1, las cuales estan comunicadas por carreteras
de un solo sentido (arcos). Los costos de translado (peso del arco) de una
cindad a otra se muestran en la figura. Supdngase que se quiere optimizar el
costo total de la distribucién del producto.

2

Fig. 1

El Dijkstra es un algoritmo de etiquetado en el cual se garantiza la
existencia de solucién siempre y cuando:

l.d: Ao Rt

2. exista algin caminode i az ¥V z € X. (Donde i es el nodo a partir del
cual se desea calcular ruta minima.)

La solucion dada por Dijkstra es una arborescencia de peso minimo
con ¢ como raiz (que no necesariamente es el arbol de minima expansién). Si
d: A — R, es decir, si en la grafica hay algunos nodos con costos negativos,
el algoritmo Dijkstra no da la solucién éptima al problema pero si da una
arborescencia para la grafica.

Existe una versién generalizada del Dijkstra que si da la solucién éptima en
este caso.
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Notacidn:

Seani,7 € X :
ant(z) es el antecesor en la ruta minima de ¢
d(z) es la distancia minima desde la raiz al nodo :.
d(i, 1) es el peso del arco (7, 7)

NOTA: Se utilizara una estructura de montén para ordenar los nodos con
respecto a d(i) de menor a mayor.

Algoritmo Dijkstra
1. Inicializar etiquetas:
ant(i)=1Vie X
d(i) = 0 8t 1 es la raiz {
oo 8t tnoeslararz

Ningun nodo ha sido tocado por el algoritmo. Se tiene una etiqueta de
revision del algoritmo.

2. Se mete la raiz al monton.
3. Se saca un elemento del montén y se hace  p = elemento sacado.

4. Se marca el nodo p como definitivo, después cada nodo ¢ € I'*(p) se
revisa y:
(a) Sino lo ha tocado el algoritmo:
i. se marca ¢ temporalmente,
ii. se hace d(i) = d(p) + d(p,1),
iii. se hace ant(:} = p,
iv. el nodo i se mete al monton.
(b) Si estd marcado temporalmente y si d(¢) > d(p) + d(p,1):
i. se hace d(¢) = d(p) + d(p, 1),
ii. se hace ant(z) = p,
iii. se actualiza el montén.
NOTA: Los nodos marcados definitivamente no se vuelven a revisar.

5. Se repite el tercer paso mientras el montén no esté vacio

Si se termina y quedaron nodos sin que los tocara el algoritmo entonces
no existe una arborescencia de peso minimo.
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PROBLEMAS DE RUTA MINIMA:
FLOYD

Miguel Angel Norzagaray Cosio
Estudiante de MatemaAticas
Universidad de Sonora

30 de Septiembre de 1992

Los. problemas de ruta minima son problemas del siguiente tipo: en una
digrafica, dados dos nodos, encontrar la ruta de minimo peso que los une.

El algoritmo de Floyd es un algoritmo de reetiquetado e insercion de arcos
en el que se encuentran las rutas minimas entre todas las parejas de nodos
de la grafica. Asi mismo, detecta ciclos negativos.

Para su implementacién requiere que los nodos se coloque en una lista.
De cada nodo parten dos listas:

1. Una para los arcos a nodos sucesores, donde cada estructura necesita el
nodo antecesor, el sucesor y el peso, ademas de la direccidn al siguiente
arco de esa lista.

2. Otra lista para los arcos a nodos antecesores, donde cada estructura
necesita el nodo inicial y el peso, asi como la direccion al siguiente arco
de esa lista.

Al término del algoritmo, se dispone en la estructura de todas las rutas
posibles en la digrafica, siempre y cuando no se hallan encontrado ciclos
negativos. El algoritmo se presenta a continuacion:
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1. Se recorre la lista de nodos. Sea k cada nodo.

2. Para cada nodo k, se recorre cada nodo j en la lista de sucesores

3. En cada nodo sucesor j, se recorre cada nodo antecesor 1 del nodo &
Sea d = d(t, k) + d(k,7)

4. Si ¢ es igual a j, y d < 0 entonces hay ciclo negativo y el algoritmo
termina

5. Si el arco (1, 7) existe y d{1,7) > d entonces:

e en la lista de sucesores de 7, a j se le cambia el antecesor por k y
el peso por d

¢ en la lista de antecesores de j, a 2 se le cambia el peso por d

e se continda con el siguiente nodo ¢
6. Si no existe dicho arco, entonces:

e en la lista de sucesores de ¢ se agrega el arco (k, ;) con peso d
e en la lista de antecesores de j se agrega el arco (j, k) con peso d

e se contimia con el siguiente nodo 1

Para el caso de la gréfica de la figura 1, la estructura de datos al comenzar
el algoritmo quedaria como se muestra en la figura 2. La figura 3 muestra
como queda la estructura al terminar la implementacion.
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La estructura de lista ligada presentada puede ser cambiada por otra que
sea mas convenlente dependiendo de las necesidades, como pudieran ser listas
ordenadas para la lista de nodos, arrays, etc.

Fig. 3
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Teorias de Homologia y Ecuaciones de

Yang-Mills

Marcelo Aguilar
Instituto de Matematicas
UNAM

Octubre 1992

El propésito del minicurso es presentar los resultados sobre la clasificacion
de variedades de dimensién 4. Para esto es necesario tratar los siguien-
tes temas. Teorias de homologia; cohomologia y productos: haces fibrados;
conexiones; curvatura y formas diferenciables; ecuaciones de Yang-Mills.

Teorias de Homologia

El concepto de homologia fue introducido por Poincaré a principios de
este siglo. A cada complejo simplicial K se le asocia una familia de grupos
abelianos, H,(K) (¢ > 0), llamados grupos de homologia simplicial. Esto se
hace tomando el complejo de cadenas ordenadas 6 el complejo de cadenas
orientadas. Si X es un espacio homeomorfo a la realizaciéon de un complejo
simplicial |K|, diremos que X es un poliedro. En este caso la homologia
simplicial de X se define como H,(X) = H,(K). En 1915 Alexander probé
que si K v K’ son complejos simpliciales tales que sus realizaciones |K| y
|K'| son homeomorfas, entonces H.(|K|} = H.(|K’|). A este resultado se
le conoce como invariancia topoldgica de la homologia simplicial, ya que
muestra que la homologia simplicial no depende de la triangulacién K, sino
de la topologia del espacio.

En los afios 40, Eilenberg definid la homologia singular. Esta teoria asocia
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a cualquier espacio .X . grupos de homologia H.(.X). De hechosi A C X, tene-
mos definidos grupos H,(X. A) llamados grupos de homologia relativos. Si G
es un grupo abeliano se pueden definir grupos de homologia con coeficientes
en (G y se denotan H,(X.A:G). Cuando G = Z, escribimos H,(X, A).

Estas teorias satisfacen ciertas propiedades que se conocen como axiomas
de Eilenberg -Steenrod y que caracterizan a una teorfa de homologia en la ca-
tegoria de poliedros compactos. Con otros dos axiomas adicionales se pueden
caracterizar a las teorias en la categoria de todos los espacios topoldgicos. -

Cohomologia y Productos

La cohomologia se define para poder tener una estructura algebraica mas
rica. Dado un espacio X se pueden definir grupos H"(.X) llamados grupos
de cohomologia singu.lar de .X. En ellos es posible definir un producto, que
se denota por u, por lo que se conoce como producto “cup”™: U : HP(X) x
HY(X) — H"9(X). Este producto le da a la cohomologia una estructura
de anillo graduado. Para definirlo se usa la estructura de anillo de Z, 6 de
cualquier otro anillo R, definiendo asi H*(X: R). Una teoria de cohomologia
también se puede caracterizar axiomaticamente en forma similar a la teoria
de homologia.

Si M es una variedad orientada, compacta, de dimension n, se tiene un
isomorfismo H*(M) ~ H,_,(M), conocido como dualidad de Poincaré. Esto
permite expresar el producto cup en homologia. Si M es ademas diferencia-
ble, en ciertos casos es posible representar a las clases de homologia usando
subvariedades de M. En este caso el producto “cup” esta dado por la inter-
seccion trasversal.

Haces Fibrados

El concepto de haz fibrado es fundamental en la topologia, en la geometria
v recientemente también en fisica. Su origen esta en €l haz tangente asocia-
do a una variedad diferenciable, en el que las fibras del haz son' espacios
vectoriales v el grupo estructural es GL(n.f?).En el caso general el grupo
estructural es un grupo topologico G que actiia en forma efectiva sobre un
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espacio F. que se conoce como fibra del haz. Un haz fibrado p: £ — X, de
fibra F y grupo G, esti determinado por una cubierta abierta de X, {Ua} vy
una familia de funciones continuas gg, : U’s N /s — G, con la propiedad de
qUE ¢y50g5a = Gva. Dada esta familia el haz se obtiene pegando los cilindros
[’y x F, mediante las funciones gz, y la accion G x F — F (esta accidén en
el caso de haces vectoriales es simplemente la evalucacién de la matriz), Si
pegamos cilindros de la forma U, x G, mediante las funciones gs. v la accion
G x G — (G que consiste en traslacién por la izquierda, obtenemos un haz
de fibra G, llamado haz principal.

Conexiones, Curvatura y Formas
Diferenciales

Si tomamos un haz fibrado p: E — M, de fibra F y grupo & de manera
que todos los espacios son variedades diferenciables, todas las funciones son
diferenciables v (¢ es un grupo de Lie. decimos que es un haz fibrado dife-
renciable. Eu este caso st a € E, el espacio tangente T, E contiene al espacio
[LF. Escoger. en forma diferenciable, una direccion horizontal H,, tal que
T.E =T,F®H,, se llama una conexidn en el haz.

En Muchas ocasiones es conveniente trabajar con conexiones en haces
principales. Si ahora p: P — M es un haz principal de fibra y grupo G, una
conexion estara dada por subespacios horizontales con la propiedad adicional
de ser (G-equivariantes con respecto a la accion libre P x G — P que tiene
todo haz principal.

Si denotamos por (P; g) al espacio vectorial de las p-formas diferen-
ciables en P con valores en g, que es el algebra de Lie de GG, entonces una
conexién esta dada por una 1-forma w € QY(P; g) que es G-equivariantes y
que restringida a T,G C T P, coincide con la 1-forma que identifica al espacio
tangente TG con el espacio tangente en el idéntico T.G, que es por definicion
g. De esta manera para cada b € P, wy : T,P — ¢ es una funcion lineal y la
direccion horizontal esta dada por Hy = KerW,,.

Si denotamos a las p-formas G-equivariantes como 5. (P; ¢) entonces se
tiene un isomorfismo Q%.(P:g) = WP(M; P x5 g), donde e} término de la
derecha son las p-formas en M con valores en el haz vectorial P xg¢ — M,
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asoclado al haz principal P — M. En particular la conexién esta dada ahora
por un elemento. que también denotamos por w. en QUM P x¢g g). Las

formas con valores en un haz se puede expresar como Q7(M: P x¢ g) x

T(P x¢ g) @ Q*(M: R). donde I'(—) denota el espacio de secciones del haz.

Dada la conexion w € Q'(AM; P x¢ g) se puede definir un operador D,, :
QF(M; P xg g) — Y M P xeg). En particular tenemos
D, : QYM:P xgg) — Q*(M:P x¢g). Ala2forma F, = D_(w) se le llama

curvatura de la conexion.

Ecuaciones de Yang-Mills

Sea p: P — M un haz principal diferenciable de fibra G. Denotamos por
G{P) al grupo de nome del haz, es decir,

GPy={f:P— P|f es difeomorfismo, f es G-equivariante
v { hace conmutar al diagrama (*)}
donde (*)

B T S |
N

Denotamos por A(P) al espacio de todas las conexiones en P {que es un
espacio afin). En este espacio tenemos una accion de G{P) y consideramos
el espacio cociente A(P)/G(P).

Tomemos una variedad diferenciable de dimensién 4. M. que sea com-
pacta v l-conexa. Tomemos una métrica Riemanniana en M v una métrica
invariante en (. Esto permite dar un producto interno en los espacios
de formas v definir un operador de Hodfe » : ¢ — Q77 tal que
VA=< V. > vol

En particular tenemos

=]
w: V(M P xg g) = QHM: P xg g).
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Sea ui P) = {[w] € A(P)/G(P)|F, =" F.}. A este espacio se le llama espacio
de las conexiones autoduales. Si consideramos haces con grupo G = SU(2),
se tiene una clase de isomorfismo para cada k € Z, de manera que se tiene
un espacio de conexiones autoduales para cada k, que denotamos por u(k).

Los operadores D, tienen asociados operadores
D7 PYY M P xg g) = QF(M; P x5 g).

Las ecuaciones de Yang-Mills son D> F, = 0, es decir, son ecuaciones que
debe satisfacer la curvatura de una conexion. Dado que la identidad de
Bianchi afirma que D_F, = 0, entonces las conexiones autoduales en pu(k)
satisfacen las ecuaciones de Yang-Mills.

Cuando k = —1, u(—1) es una variedad con singufaridades de dimensién
5. Las singularidades corresponden a conexiones reducibles y cada una tiene
una vecindad que es un cono sobre £ P?, Esto permite construir una variedad
de dimensidn 5, W, tal que su frontera es M y la unién ajena de 9(M) copias
de € P2 donde W M) = #{ulpp(u,u) = 1}/2 y donde pp es la forma de
interseccion de M, par @ Ho(M) x Hy(M) - 2.

Es facil ver que 9(M) < o(M) donde a(M) es la signatura de la forma

de interseccion. v que H M) = o(M) « pp ~z forma diagonal (si ppr es
definida positiva). La existencia de la variedad W implica que

o(M)=0o(CP*U..UCP?) =Y o(CP?
#(M)

pero o¢(CP?) = 4+, —.1 y sabemos que son (M) provectivos. por lo tanto,
o(M) < 9(M) y entonces o(M) = J(M) de donde se obtiene que si M
es diferenciable, 1-conexa con forma @y definida positiva entonces pp ~gz
diagonal. '
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ENSEﬁANZA DE LA SIMETRIA Y LA CONGRUENCIA
Prototipos didacticos.

M.C. Jorge Ruperto Vargas Castro

Coordinador de la Maestria en Clenclas
¢on especialidad en Matematica Educativa.
Divislon de Clencias exactas y naturales
UNIVERSIDAD DE SONORA.

Antecedentes: Durante la realizacidén de las actividades del "Segundo
simposium internacional sobre la ensefianza de las Matem&ticas" realiza-
do en la ciudad de Cuernavaca, Morelos, México, a fines del mes de Ju -
lio de 1990; en una de las conferencias presentadas en el &rea de Geome
tria, en esta ocasién por el Doctor Angel Gutiérrez, investigador de la
Universidad de Valencia, Espafia, afirmé lo siquiente: "...en la ensefian
za de la Geometria, uno de los conceptos mas dificiles de entender para
los nifios Espafioles es el concepto de simetria..."

En esa ocasién me causd extrafieza tal afirmacién, ya que en reflexio
nes previas yo habia ideado ya algunas estrategias did4cticas para ense
flar éste y otros conceptos, sin haberlos llevado ain a la préactica.

En verano de 1991, fui invitado a participar en un evento internacig
nal promovido por el Departamento de Educacién Especial del Estado de -
Sonora, el cual se realizaria em el mes de Noviembre del mismo afio, y -
se me pedia participar con un taller acerca de la ensefianza de la sime-
tria para nifios de nivel primaria que asisten a los centros psicopedagé
.gicos donde reciben dicha educacién especiél, ya que asisten a dichos -
centros a causa de presentar dificultades de aprendizaje durante su es-

tancia en la escuela ordinaria.

Por las circunstancias antes expuestas, me di a la tarea de adquirir
Yy revisar los libros de texto de Matemiticas que se usan en la escuela
primaria, tanto los obligatorios editados peor la SEP, como algunos tex-
tos complementarios sujetos a los programas oficiales publicados por e-
ditoras particulares; la conclusidén de dicho andlisis, en lo gque a la
ensefianza de la simetria se refiere, lo resumi en los siguientes puntos:

1.- La enseflanza del concepto de simetria es muy escasa.
2.- Dicha ensefianza estd muy desarticulada. .
3.- S6lo se hace énfasis en la simetria axial, descuidando 1la
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comprensién de la también importante simetria puntual.

4.- S6lo se analizan las propiedades globales de simetriaque tiene y
na figura dada, tales como trazarle un eje de simetria a dicha fi-
gura si acaso es posible, pero no se analiza localmente las propie
dades matemiticas elementales que tienen, por ejemplo, un par de
puntos simétricos con respecto a un eje dado.

5.~ Las aplicaciones que de dicho concepto se préSentan, son también

muy escasas.-
. PROPUESTA DE SOLUCION AL PROBLEMA,

Tanto en el taller antes mencionado, realizado en el mes de Noviembre
de 1991, como el gue se presenta en esta "Tercera semana regional de in-
vestigacién y docencia en Matematicas", se implementaron las siguientes
dos estrategias encaminadas a dar soluciédn al problema planteado.

I.- Trabajos con papel blanco y papel carbén.

Este trabajo consta béasicamente de los siguientes pasos:

1.- Sobre una hoja blanca, trazar un segmento de recta de borde a
borde:

2.- Doblar la hoja a lo large del segmento trazado, sin ocultar di -
cho trazo.

3.- Colocar una hoja de papel carbén sobre la mesa con la parte en -
tintada hacia arriba y sobre ella colocar la hoja blanca previamep
te dobiada.

4.- Trazar con boligrafo una figura cualgquiera sobre 1la parte
superior de la hoja que fué previamente doblada.

5.- Extender la hoja blanca y descubrir, que con respecto a la linea
trazada originalmente tomada como eje de simgtria, la figura traza-
da y la marcada por el papel carbén por la presién del boligrafo
son simétricas (Visién global).

6.- Colocando de nuevo la misma hoja doblada yal y como se indicd en
el punto 3, marcar sobre la figura trazada con boligrafo y con su-
ficiente presién un punto P, lo cual permitird que sobre la figura
al carbdn quede marcado un punto P’/.
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7.- Extender de nueve la hoja blanca y trazar, con ayuda de una
regla, un segmento de recta que una los puntos P y P7/.

8.~ Con ayuda de escuadra y regla graduada, descubrir propiedades de
puntos simétricos, tales como la perpendicularidad de la linea PP’
con respecto al eje de simetria y la equidistancia de dichos puntos
al mismo eje (Propiedades locales). Esto se puede reafirmar con el
uso de hojas cuadriculadas milimétricas tomando una de las lineas
principales como eje de simetria.

9.~ Hacer aplicaciones del concepto de simetria axial, tales como ana
lizar las propiedadeé cartesianas de puntos simétricos con respecto
a los ejes coordenados; aprovechar el sistema de ejes cartesianos -
para descubrir la simetria puntual a través de una doble simetria
axial y sus correspondientes propiedades expresadas en términos de
coordenadas Cartesianas; hacer el trazo de la inversa de una
funcidén vista como la gri&fica simétrica con respecto a la recta cu-
ya ecuacibén es y = x ; etc,

I1.- Trabajos realizados con ayuda de un dispositivo &ptico,

Este dispositivo consiste de una estructura que sostiene a un marco
‘articulado en el cual se puede colocar, sobre una ranura previamente
'realizada, un éspéjo © un semiespejo de fécil adquicisién en el comer

cio con el nombre de "vidrio reflecta® gue permite adem&s de reflejar
la imagen de los objetos colocados frente a &1, ver los que se encuen
tran detréds de él; y cuya perpendicularidad con respecto a la mesa de
trabajo es posible lobrarla con ayuda de un par de figuras simétricas
logradas con el procedimiento del papel carbén descrito arriba.

Este mecanismo permite repetir, de manera mas viva y colorida, to-

dos los 9 pasos descritos anteriormente.
Utilidades adicionales descubiertas del dispositivo optico.

Debido a gue la simetria es una de las llamadas "transformaciones
isométricas", la imagen simétrica conserva la forma y tamafio del objeto .
original, ello nos permitid utilizar el mismo dispositivo para descubrir
y estudiar las propiedades de figuras geométricas congruentes (Sean
lineales, planas o tridimensionales).
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Si tengo dos trozos de madera de iguales dimensiones (Por lo tanto
congruentes), no es posible compenetrar fisicamente uno en el otro, pero
si es posible compenetrar uno en la imagen del otro y poder verlo con
ayuda de los semiespejos y poder juzgar en forma visual la congruencia o

no de dos figuras dadas.

S1 a los cuerpos geométricos los pintamos de distintos colores,
tendremos también un medio para aprender acerca del fenémeno fisico de
la fusidén o mezcla de colores, y lograr hacer asi mas vivencial y

atractiva la comprensién de ciertosmconceptos matemé&ticos.

Desde estS5e valioso medio hacemos una exhortacién a todos los
profesores de matemdticas de todos los niveles a que investiguen 1la
manera de lograr gque los estudiantes, en cierto modo, "sientan" los
conceptos matemAticos y logren asi comprenderlos y retenerlos més
firmemente. Frecuentemente nos "“cruzamos de brazos" por tener la errdnea
idea de que los medios para lograrlc son siempre caros e inaxesibles,
tal es el caso de algunocs medios electrénicos, tales como la computacién
pero yo pienso que para lograrlo sb6lo se regquieren dos cosas: AMOR E
INGENIO; la primera convensionalmente expresada por una figura simétrica

el corazdn. ;jAdelante!!
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IMPRESO EN:

LOS TALLERES GRAFICOS DEL COLEGIO DE BACHILLERES DEL
ESTADO DE SONORA

HERMOSILLO, SONORA, MEXICO.

El contenido de los articulos es responsabilidad de los autores.
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