MEMORIAS
XXII Semana de Investigacion y
Docencia en Matematicas

DICIEMBRE, 2012

Editores: - Guillermo Davila Rascon
Martin G. Garcia Alvarado
Francisco C. Garcia Duran

Departamento de Matematicas
Division de Ciencias Exactas y Naturales

Universidad de Sonora




MEMORIAS

XXII Semana de Investigacion y
Docencia en Matematicas

Diciembre de 2012

Editores: Guillermo Dévila Rascon
Martin G. Garcia Alvarado

Francisco C. Garcia Durén

“El saber de mis hijos
hara mi grandeza”

Departamento de Matematicas
Division de Ciencias Exactas y Naturales

Universidad de Sonora




QA11. A1
.S44
2012

Semana Investigacion y Docencia en Matematicas (20 : 2012 :
Hermosillo, Sonora)

Memorias de la XXIl Semana de Investigacion y Docencia en Matemati-
cas; Hermosillo, Sonora, diciembre de 2012 / Guillermo Davila Rascon,
Martin G. Garcia Alvarado, Francisco C. Garcia Duran, Editores.- -
Hermosillo, Sonora: Editorial Universidad de Sonora. Divisién de Ciencias
Exactas y Naturales. Departamento de Matematicas,
c2012.

206 p.: Il., Fotog.; 27cm.

ISBN: En tramite

Incluye bibliografia.

1. Matematicas - Investigaciones - Congresos, conferencias, etc.

2. Matematicas - Ensenfianza, Congresos, conferencias, etc. |. Davila
Rascén, Guillermo, ed. |1. Garcia Alvarado, Martin Gildardo, ed.
['11. Garcia Duran Francisco Candido, ed.

Area de Analisis Bibliografico, Subdireccion de Servicios de Apoyo Académico, DSU,
Universidad de Sonora

Memorias de la Semana de Investigacién y Docencia en Matematicas
Editada por Guillermo Davila Rascon, Martian Gildardo Garcia Alvarado y
Francisco Candido Garcia Duran

Derechos reservados para esta edicion:

D. R. © 2012, Guillermo Davila Rascén, Martin Gildardo Garcia Alvarado y Francisco Candido
Garcia Duran (Editores)
D. R. © 2012, Universidad de Sonora

ISBN: En tramite

Universidad de Sonora

Calle Rosales y Blvd. Luis Encinas
Hermosillo, Sonora

C. P. 83000

Teléfono (01-662) 2592155

Fax (01-662) 2592219

Disefio de Portada: Roberto Nufez Gonzalez

Impreso en México
Printed in Mexico

ii



Memorias de la XXII Semana de
Investigacion y Docencia en Matematicas

DIRECTORIO

Dr. Heriberto Grijalva Monteverde
RECTOR

Dr. Enrique Fernando Veldzquez Contreras
SECRETARIO GENERAL ACADEMICO

Dra. Guadalupe Arminda Garcia de Le6n Pefiufiuri
VICERRECTORA UNIDAD REGIONAL CENTRO

Dra. Rosa Maria Montesinos Cisneros
DIRERECTORA DE LA DIVISION DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

Dr. Jorge Ruperto Vargas Castro
JEFE DEL DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

COMITE ORGANIZADOR: Martin G. Garcia Alvarado
PRESIDENTE
Maricela Armenta Castro
SECRETARIA

Miriam Morales Gonzalez
Guadalupe Villasefior Gandara
José Maria Bravo Tapia
Francisco A. Carrillo Navarro
German Caudana Camacho
José D. Davila Galindo
Guillermo Davila Rascén
Francisco C. Garcia Duran
Rodrigo Gonzélez Gonzalez
José Arturo Montoya Laos
Roberto Nunez Gonzélez
Rafael R. Ramos Figueroa
Adrian Vazquez Osorio

iii



iv



Memorias de la XXII Semana de
Investigacion y Docencia en Matematicas

PRESENTACION

La Semana de Investigacién y Docencia en Matematicas, es un evento anual organizado por el
Departamento de Matematicas de la Universidad de Sonora, que es reconocido a nivel nacional y
el cual se ha consolidado como un foro para la difusién y discusién de resultados de investigacion
en las diversas areas de las matematicas y sus aplicaciones, asi como de la computacién y de la
didéctica de las matematicas. Asimismo, la problemaética en torno a la ensefianza de esta ciencia
ha sido uno de los tépicos que siempre han estado presentes en este evento.

Desde sus inicios, la Semana de Investigacién y Docencia en Matematicas ha mantenido vigentes
sus objetivos, a saber:

e Dar a conocer trabajos en matematicas y sus aplicaciones, en computacién y en la docencia
de las matematicas, realizados por profesores e investigadores de diversas instituciones de
educacion superior y de nuestro departamento, en particular.

e Fomentar, entre los participantes, el interés por el estudio y la investigacion en matematicas,
en sus diferentes aspectos.

e Propiciar un ambiente matematico que redunde en la superaciéon de profesores y, por con-
siguiente, en un mejor aprovechamiento por parte de sus estudiantes.

Para cumplir con estos objetivos, en la Semana se realizan diversas actividades, tales como
conferencias plenarias, conferencias por invitacién, mesas redondas, cursos cortos y ponencias por
solicitud, todas las cuales concilian un amplio espectro de intereses académicos de los participantes,
generando con ello un impacto positivo en nuestra comunidad.

En la vigésima segunda edicién de la Semana de Investigacion y Docencia en Matematicas,
aparte de las actividades usuales, también se tuvieron varias sesiones paralelas mas especializadas:
Se llevaron a cabo el Tercer Taller de Geometria y Sistemas Dindmicos, el Tercer Taller de Sistemas
Dinamicos y Control, el Cuarto Seminario de Probabilidad y Estadistica, asi como una Sesién
Especial de Matematica Educativa. Como consecuencia de ello, se tuvo una amplia participacién
de académicos provenientes de més de una veintena de instituciones nacionales, desde universidades
hasta centros de investigacion, asi como de profesores de los diferentes niveles educativos del sistema
escolar de nuestro estado.

Por otra parte, debemos senalar que la Semana se hace posible gracias al empefio y entusiasmo
de profesores, estudiantes y personal administrativo de nuestro departamento, quienes realizan las
diferentes tareas que la sustentan, desde la evaluacion de las ponencias por solicitud, la impresién
de materiales, el registro de participantes hasta la atencién a los académicos invitados, por men-
cionar sélo algunas. Asimismo, es también oportuno senalar que este evento seria imposible sin el
concurso de diversas instancias universitarias que siempre han brindado su apoyo, como es el caso
de la Vicerrectoria de la Unidad Regional Centro, la Divisién de Ciencias Exactas y Naturales, la
Direccion de Comunicacién y los Talleres Graficos de la Universidad de Sonora.



Es por ello que el Comité Organizador de la XXII Semana de Investigacién y Docencia en
Matematicas agradece profundamente a todas aquellas personas y a las instancias que contribuyeron,
una vez mas, a culminar con éxito este evento. Igualmente, expresamos nuestro agradecimiento a
todos los participantes en esta edicién de la Semana, especialmente a todas aquellas personas que
con la presentacién de sus trabajos han colaborado para lograr los objetivos de este foro.

Finalmente, es necesario dejar constancia sobre el trabajo realizado para editar estas Memorias,
ya que la presente edicién marca una diferencia importante con respecto a ediciones anteriores. En
efecto, esta obra ha sido completamente formateada por medio del sistema IXTEX. Asi, el lector
podré constatar una mayor uniformidad en todos los articulos publicados y nuestra expectativa es
que se haya logrado una mejor presentacion de toda la obra. De esta manera, con la edicién de las
Memorias se concluyen los trabajos de la vigésima segunda edicién de la Semana de Investigacién y
Docencia en Matematicas, esperando que lo aqui publicado sea de utilidad y contribuya a fomentar,
en nuestro entorno, un mayor interés por las matemaéticas.

Los Editores
Hermosillo, Sonora,
Diciembre de 2012

vi
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EXISTENCIA DE EQUILIBRIOS DE NASH PARA JUEGOS
ESTOCASTICOS NO COOPERATIVOS

Alejandra Fonseca Morales Fernando Luque Vasquez

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora
e-mail: fluque@gauss.mat.uson.mx

Resumen

El objetivo en este trabajo es presentar algunas condiciones suficientes en las componentes
de un juego estocdstico mo cooperativo para la existencia & equilibrios de Nash. Se establecen
condiciones para dos clases de juegos estocasticos con crierio de pago descontado; un modelo
en el que el espacio de estados es numerable, los espacios de acciones admisibles son espacios
métricos separables compactos y las funciones de pago paracada jugador no necesariamente
son acotadas. El otro modelo representa un juego estocastto con estructura ARAT donde el
espacio de estados es un espacio de Borel, los conjuntos de aciones son espacios métricos
compactos y las funciones de pago no necesariamente son acotadas.

1 Introduccién

El concepto de equilibrio fue introducido por John F. Nash para juegos estaticos de suma
no cero y posteriormente extendido para juegos estocasticos no cooperativos. El estudio del
problema de la existencia de equilibrios de Nash para juegos estocasticos se inicié con los
trabajos de M.J. Sobel [13], T. Parthasarathy [11], entre otros, en los que se considero espacio
de estados finitos. Posteriormente A. Federgruen en [1] establece condiciones para la exis-
tencia de equilibrios para juegos con espacio de estados numerable. Para juegos estocasticos
con espacio de estados no numerable, el problema no se ha resuelto completamente y en la
actualidad se sigue trabajando para establecer condiciones méas generales que aseguren la
existencia de equilibrios. En este trabajo se presentan los resultados obtenidos en la tesis de
maestria Fquilibrios de Nash para juegos estocdsticos no cooperatvos con criterio de pago
descontado, en donde se presentan condiciones suficientes para el caso en el que el espacio
de estados es numerable y el caso en que el espacio de estados es un espacio de Borel (este
ultimo con estructura ARAT, de las siglas en inglés, additive reward and additive transition),
y donde las funciones de pago de cada jugador no necesariamente son acotadas. Juegos con
estructura ARAT se han estudiado en [2], [6], [9], [12] entre otros.

2 Juegos estocasticos no cooperativos

Definicién 2.1 Un modelo de juego estocdstico no cooperativo deN —jugadores, es un sis-
tema de la forma:

G:={X, (A, {Ai(x) :z € X}, 1)1 N, Q}

que consiste en:
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(a) El conjunto X llamado, el espacio de estados.

(b) El conjunto A;,i € I :={1,....,N}, es el espacio de acciones para el jugador
1.

(¢) El conjunto A;(x) C A; (i € I), es el conjunto de acciones admisibles para el
Jgugador i, cuando el sistema estd en el estado x. Definamos la multifuncion
de X en A:= Ay x -+ X Ay por A(z) := Ai(z) X - X An(x) y denotemos
su grafica por, K :={(z,a) :z € X,a € A(x)}.

(d) La funcionr; : K — R (i € I) es la funcién de pago o ganancia del jugador
7.

(e) La ley de transicion QQ es un kernel estocastico en P(X|K).

Un modelo de juego estocastico representa un sistema que evoluciona en el tiempo de
la siguiente manera. En el tiempo t = 0, el sistema se encuentra en un estado inicial x,
entonces, cada jugador escoge independientemente una acciéon de su conjunto de acciones

admisibles determinando asi, ag = (a{, ...,a%) € A(z) y en consecuencia, el jugador i recibe

coy gy

un pago r;(ag). En el tiempo ¢ = 1, el sistema pasa a un nuevo estado x, de acuerdo a la
ley de transicion Q(-/zg,ap) y el proceso se repite indefinidamente.

Un juego estocastico de dos jugadores es ARAT, si la funcion de pago o ganancia r; y la
ley de transicion () tienen estructura aditiva, es decir, existen funciones m; : X x A - Ry
li: X xB—=R (i=1,2) tal que

Ti(xvaab) = mz<x7a)+lz(xab) Z.:1727
y @1, Q2 kernels subestocasticos tales que
Q('/IL‘,(I, b) - Ql('/xva)_{'QZ('/x»b)'

Para cada t = 0,1,2, ..., se define el conjunto de las t—historias por; Hy = X y para
t > 1, H, = K' x X. Obsérvese que un elemento de H; es de la forma;

hy = (x(b gy -y Tt—1, At—1, It)'

Una politica o estrategia para el jugador 7, es una sucesion m; = {7/ : t =0,1,2,...} de
kernels estocésticos 7l € P(A;|H;) tal que

Se denota por II; al conjunto de todas las politicas para el jugador ¢ y a cada elemento
= (my,...,7n) en IT :=TI; x - - - x II,, se le llama una multiestrategia para los N —jugadores.

Definiciéon 2.2 Una estrategia m; = {m! : t =0,1,2,...} € II; es estacionaria, si existe ¢; €
P(A;|X) con ¢;(Ai(z)/z) = 1 para todax € X y tal que para cadahy = (g, ag, ..., Ty—1, A1, T¢)
€ Ht,t = 0, 1,2, . B e %<A1>7

m(B/h) = ¢i(B/x).
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Sea ®; el conjunto de todas las estrategias estacionarias del jugador i e identifiquese la
estrategia {¢, @, ...} por ¢. Se define el conjunto de las multiestrategias estacionarias por

y para m € [l y ¢; € ®;, se usara la siguiente notacion:
(T @) = (W1 ey Wity G Wit 15 ooy TN).

Sea ((X x A)>®,.7) el espacio medible en el que .7 es la o—élgebra producto en (X x A)>
y v es una medida de probabilidad en X. Entonces por el Teorema de C. Tonescu-Tulcea (ver
Proposicién C.10 en [4]), para cada multiestrategia m € II existe una medida de probabilidad
P7 y el proceso estocastico {(xy,a;) : t =0,1,2,...} en (X x A)*,.F), donde z; representa el
estado y a; representa el vector de acciones en el tiempo ¢ tal que para cada B € #B(X),C €
PB(A)y hy € Hy,t =0,1,2, ...

PizeB) = u(B),
Pi(a; € C/hy) = m(C/hy),
Pl (v¢41 € B/hy,ay) = Q(B/wy,a4),

En el caso particular donde v es la medida de Dirac concentrada en un estado x € X, la
medida de probabilidad P] la denotaremos por P] y el operador esperanza con respecto a
PT lo denotaremos por E7.

Definicion 2.3 Sea « € (0,1). Para cadai=1,..., N,z € X y cada multiestrategia m € 11,
definimos la ganancia total esperada a-descontada para el jugador i, por

Vi(z,m) = E;F(Z a'ri(xy, ar)).

En un juego estocastico la ganancia de cada jugador depende de las estrategias que elijan
todos los jugadores lo que hace necesario introducir un concepto de equilibrio.

Definicion 2.4 (a) Una estrategian} € 11; es una respuesta optima del jugadori param € 11
51

Vi(x, (n7%, 7)) = maxVi(x, (77", 7)) Vo e X.

TEHi

(b) Una multiestrategia ™ = (nf,...,m5) € Il es un equilibrio de Nash para el juego si
para cadati = 1,2,...,N, la estrategia 7} es una respuesta optima del jugador i para 7", es
decir,

Vi(z,7*) = maxVj(z, (7%, 7)) Vee X, i=1,...,N.

Tell;
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(¢) Para una distribucion de probabilidad o en X, la multiestrategia estacionaria ¢* =
(01, ..., %) es un pu—equilibrio si,

p{z € X Vilw, &%) > Vilw, ((6°) ", n)) ¥oy € byi € 1}

Definicién 2.5 Sean X un espacio métrico yW : X — [1,00) una funcion medible. Para
cada funcion g € M(X) definimos la W-norma por,

lolly = sup &l
zeX W(Jf)

En el caso en que | g, < 00, a la funcion g se le llama funcion W-acotada. Sea By (X) el
congunto de todas las funciones W —acotadas, notese que By (X) es un espacio de Banach
con la W—norma. Ademds, es claro que B(X) C By (X).

3 Juegos estocasticos con espacios de estados numerable

Consideremos el modelo de un juego estocastico no cooperativo de N-jugadores,
G ={X, (A, {Ai(z) 1z € X} ,1)i=1, N, Q} (1)

donde el espacio de estados X es numerable y para cada ¢ € I, el conjunto de acciones A;
es un espacio métrico separable.

Hipoétesis 3.1 Existe una funcion W : X — [1,00) que satisface:
(a) Para cadax € X,i € I,

arenj(x Iri(x,a)| < KW (x) (2)

donde K es una constante positiva.
(b) Existe 8 € [1,1) tal que para cadaz € X y cada a € A(x),
ZW Qly/z,a) < PW(z).
yeX
Hipoétesis 3.2 Para cadai € I yx € X,
(a) El conjunto de acciones admisibles A;(x) es compacto.
(b) La funcion r;(z,-) es continua en A(x).
(¢) La funcion
a Z Qy/z,a) (3)

yeX

es continua en A(x) para toda funcionu € My(X), (donde M, (X) es el espacio de funciones
medibles y acotadas en X ) y también (3) se cumple conu = W, donde W es la funcion en
la Hipotesis 3.1.
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Teorema 3.3 Bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.2, el juego estocdstico no coopaativo G en (1) tiene
un equilibrio de Nash en el conjunto de las estrategias estacionarias P.

Demostrar la existencia de un equilibrio de Nash para el juego estocastico GG, es equiva-
lente a demostrar la existencia de un punto fijo de una multifuncién definida adecuadamente
en el espacio de las multiestrategias estacionarias. En las subsecciones 3.1 y 3.2 presentamos
un bosquejo de la demostracién del Teorema 3.3 en la cual se utiliza el teorema de punto fijo
de Glicksberg (ver [3]). En el resto de la secciéon supéngase que se satisfacen las Hipotesis
3.1y 3.2

3.1 Estructura del espacio de las multiestrategias estacionarias

Obsérvese que para cadat € I,

{6 € P(A/X) = 6s(-/2) € P(Ay(2)} = [ (A (4)

zeX

(ver Definicién 2.2). En la demostracion de que @ es metrizable, se utiliza la representacion
(4) y el hecho que X es numerable. Como una consecuencia del teorema de Tychonoff y
de la convexidad del conjunto P(A;(x)), se obtiene también que el espacio ¢ es compacto
y convexo. Ademés, para cada z € X y cada i € I, se denota por .#(A;(x)) el conjunto
de medidas con signo finitas definidas en Z(A;(z)). Por lo tanto, el espacio ® es un subes-
pacio metrizable compacto y convexo del espacio vectorial topologico Hausdorff localmente

convexo; [, .y Hf\il M(Ai(2)).

3.2 Correspondencia semicontinua superiormente

Bajo las Hipotesis 3.1 y 3.2, para cada ¢ € ® existe una estrategia n; € ®; tal que para cada
reX,

max (7, (67 1) +a Y Vily, 9)Qy/z, (67", )] (5)

neP(Ai(z)) Jex

= iz, (¢ mi(-/2) +a Y Vily, 6)Q(y/x, (¢~ mil-/x))).

yeX

Sea ¥ : & — 2% la multifuncién definida por

N

U(p) := H{nj € O, :n; satisface (5)}.

i=1

La multifunciéon ¥ es semicontinua superiormente y para cada ¢ € ¥ el conjunto ¥(¢) es
convexo.
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Por el teorema de punto fijo de Glicksberg, existe ¢ = (¢',..., ") una multiestrategia
estacionaria tal que se satisface la ecuacion de optimalidad

Viz,¢) = max [r(x, +OéZV y,9)Qy/x, (67, 1w))].

neP(Ai(z)) Jex

Por el Teorema 8.3.6(c) en [5] p. 47, ¢; es una respuesta éptima para ¢, es decir, ¢ es un
equilibrio de Nash para el juego estocastico G.

4 Juegos estocasticos ARAT
Consideremos el juego estocastico ARAT de dos jugadores
G = (X,A,B,{A(LU) NS X},{B(QJ) LT e X} 7Q7T1>r2) (6>

donde:

Condicién 1(C1). El espacio de estados X es un espacio de Borel y los conjuntos de
acciones A y B son espacios métricos compactos, ademas, A = A(x) y B = B(z) Vz € X.

Condicién 2(C2). El espacio de estados X es un espacio de Borel compacto, los conjuntos
de acciones admisibles A(x) y B(x) son conjuntos cerrados y los conjuntos de acciones A y
B son espacios métricos separables y compactos.

Sea 1 una medida de probabilidad sin atomos en X tal que @) es absolutamente continua
con respecto a u. Se denota por z : K x X — R a la funcion de densidad de () con respecto

a L.

Hipétesis 4.1 Existe W : X — [1,00) una funcién p-medible e integrable, tal que para cada
x € X se satisfacen las sz’guientes condiciones:

(a) Sia, — a en A(x) y b, — b en B(z), entonces

lim / 122, s b ) — 2(2, @, b, y)| W(p)u(dy) = 0. (7)

n—o0

(b) Para una constante positiva K,

max ri(z,a,b)| < KW(z) (i =1,2). 3
(a,b)eA(z)xB(z)| ( )| (z) ( ) (8)

(¢) Existe 5 € [1,1) tal que
/ W(y)Q(dy/x,a,b) < pW(zx) V(a,b) € A(x) x B(x). 9)

Hipétesis 4.2 (a) Para cada (a,b) € A(x) x B(z) la funcion r;(-,a,b) (i = 1,2) es medible
en X y para cadax € X la funcién ri(x,-,-)(i = 1,2) es continua en A(x) x B(x).
(b) Para cada C € B(X) yx € X, las funciones Q1(C/z,-) y Q2(C/z,-) son continuas

en A(x) y B(x) respectivamente.
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Teorema 4.3 Si un juego ARAT G satisface (C1) o (C2) y las Hipdtesis 4.1y 4.2, entonces
existe un equilibrio de Nash para G en el conjunto de las multiestrategias estacionarias ®.

Por medio del teorema de punto fijo de Glicksberg, se demuestra la existencia de un
p—equilibrio, el cual es necesario en la demostracién del Teorema 4.3. Supodngase entonces
que las Hipotesis 4.1 y 4.2 se satisfacen para el resto de la seccion.

4.1 Estructura del espacio de las estrategias estacionarias

Proposicién 4.4 Bajo la condicion (C1) o (C2), el espacio de las multiestrategias esta-
cronarias P, es un espacio topologico metrizable y compacto.

Para la condicién (C1), definamos %) como el espacio de todas las funciones h : X x A —
R tal que para cada a € A, h(-,a) es medible en X, para cada x € X h(z,-) es continua en
Ay

max |h(z,a)| € Ly (p).

acA

donde L () es el espacio de funciones integrables en X. Obsérvese que podemos identificar
(u—rc.d) a cada ¢ € ®; con un elemento de A el dual de ;. Por lo tanto, podemos suponer
que (®1,w]) es un subconjunto del espacio topoldgico (%5, ws), en donde w; es la topologia
débil estrella en Z;. Analogamente, se define %, para el espacio @, y por lo tanto, ($g, ws3)
es un subconjunto del espacio topologico (%5, ws3), en donde wj es la topologia débil estrella
en #s.

Para la condicién (C2) ver Teorema 5.3.11 en [14]. El espacio %} (i = 1,2) definido
anteriormente, es un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexo.

4.2 Problemas de control de Markov asociados

Problema de Control de Markov. Si fijamos ¢ € ®, una estrategia estacionaria para
el jugador 2, entonces podemos considerar el Modelo de Control de Markov (X, A, Q,, rqlﬁ ,)s
en donde

) = @(x,a, G2(-/2)),

) = Q(-/x,a, 9252(/‘7:))’
V1 (x,m) = Vi(x,m, da),

)

= sup V,, (z,m).
w1 €Il

Entonces V¢12(') es un elemento de By (X). Similarmente, si fijamos ¢; € ®;, una politica
estacionaria para el jugador 1, entonces podemos considerar el correspondiente Modelo de
Control de Markov (X, B, Qg,, 73, ).
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Definimos para cada i = 1,2 y para cada (¢1, ¢2) € ® el operador en By, (X) por

T o) = m(%cbl(-/ﬂf),%(-/m))+oz/XU(y)Q(dy/x,cbl(-/x),¢z(-/af)),

y la multifuncién ¥ : ®; x &, — 2%1%®2 por

\Il<¢17¢2) = {<¢T7¢;) : V¢12($) = T;T,¢2V¢12(x) m— c.d. Yy
Vi) = T§1,¢§V¢21 (x) p—ecd}.

Bajo las hipotesis 3.1 y 3.2, la multifuncién ¥ es semicontinua superiormente en ®! x &2
Por el Teorema de Glicksberg, existe (el u—equilibrio) un punto fijo (¢35, ¢3) € ®' x ®? de
U, esto es,

Vis (@) = Ty 3Ves (1) m—cd y Vig(2) =Tg Vi (@) p—ed (10)

Sea D; el conjunto donde (10) se satisface, y sean f; € Fy, fo € Fy tal que para cada x € X,

max |7 (z,a, ¢5(-/x)) + / Vé(y)@(dy/x,a, ¢5(-/7))]

acA(x)

= e @) 03/ +a [ ViwQUyfe. fiw). /)

y
a1, 63(-/).0) + [ V3 ()@l 01 /2),0)
= e 63/, flo) + [ VE@QUy/a.0i(-fo), flo))
Definimos

- o oi(-/z) six € Dy
o1(/x) = { fi(z)  sixe DS,

) ._ ¢5(-/x) sixz € Dy
d2(:/x) = { fo(z) stz e DY,

Utilizando pasos algebraicos se concluye que el par ((;31, ngﬁg) € ®! x ®? es un equilibrio de
Nash para G, el juego estocastico ARAT.
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Resumen

Un operador lineal acotadoT es de Fredholm sidim N(T') < oo y y dim H/R(T) < co. En
este articulo se explora el caso en que usamos diversos cardnales infinitos, de modo que un
operador es a-Fredholm sidim N(T) < a y y dim H/R(T') < «, donde « es un cardinal. Dada
su importancia para ciertos calculos prdcticos, tambid se discute el caso finito.

1 Introduccion

Sea H un espacio de Hilbert. Denotemos mediante B(H) el conjunto de los operadores
lineales acotados en H. Las cantidades a(T) = dim N(T') y f(T') = dim H/R(T') se conocen
como la nulidad y el defecto de T respectivamente.

Un operador T' € B(H) es llamado Fredholm si
a(l) <o vy B(T) < oo.

Es conocido que B(T") < oo implica que R(T") es cerrado (véase, por ejemplo, [1]). En el caso
en que la dimension del espacio de Hilbert subyacente H sea N, es claro que esto significa
a(T) < Xy y B(T) < Ng. Sea Jy, el conjunto de los operadores con rango menor que Ry.
Resulta que la cerradura en norma Jy, de Jy, es el conjunto de operadores compactos. Atn
mas, si H es un espacio de Hilbert separable, entonces el conjunto de operadores compactos
es el tnico ideal (bilateral) cerrado de B(H) (véase [1, Corolario 5.4.23]). Esto es interesante
a la luz de la caracterizaciéon de Atkinson: los operadores de Fredholm son precisamente
aquellos que son invertibles modulo el ideal de los operadores compactos. Por supuesto, en
el caso de un espacio de Hilbert separable no tenemos otro ideal (bilateral) cerrado, pero
cuando estamos trabajando en espacios de Hilbert no separables tenemos varios otros ideales
para escoger.

Cuando H es un espacio de Hilbert no separable tenemos varios cardinales infinitos,
de manera que es natural preguntarnos si tiene sentido reemplazar ¥y en nuestra discusion
anterior por otro cardinal. Esta pregunta ha sido estudiada en varios articulos, por ejem-
plo [2], [3], [4]. A lo largo de esta seccién usaremos « para denotar un cardinal. Hacia
una caracterizacion de tipo Atkinson para este caso general, necesitaremos la nociéon de «
cerradura.

Un subespacio M C H es «a cerrado si existe un subespacio cerrado N tal que N C M y
dim(M N N*+) < a. Es sencillo verificar que un subespacio M es cerrado si y sélo si es g
cerrado si y sblo si es 1 cerrado (véase [3]).

11
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Sea h la dimensién de H, y 1 < a < h. Decimos que T" € B(H) es un operador
a-Fredholm si

aT)<a, B(T)<a y R(T) es a-cerrado.

Notemos aqui que cuando a < Ny entonces J, no es un ideal, sin embargo, podemos
trabajar con este caso hasta cierto punto.

Teorema 1.1 ( [3, Theorem 2.8]) Sea H un espacio de Hilbert de dimension h, sea T €
B(H) y sea 1l < a < h. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es invertible modulo 7.
2. T es invertible modulo 7, .

3. T es a-Fredholm.

2 Operadores a-Fredholm generalizados

En dltimas décadas ha habido un interés renovado en las iwersas generalizadas. En vista
del teorema 1.1, estas nociones generalizadas de invertibilidad llevan de manera natural a
una teoria de Fredholm “generalizada“. Este tema se ha tratado en varios articulos (por
ejemplo, [5], [6]), sin embargo, se ha puesto muy poca atencién en espacios de Hilbert no
separables, lo cual es el proposito de esta seccion.

Un operador T' € B(H) es invertible Drazin de grado 1 si existe S € B(H) tal que
T=TST, S=8STS y TS=S5T.

Por ejemplo, si P es idempotente, P = P? es invertible Drazin de grado 1. Como en
la invertibilidad usual, un operador invertible Drazin de grado 1 conmuta con cualquier
operador que conmute con su inversa Drazin.

Consideremos ahora nuestra primera clase de operadores a-Fredholm generalizados.

Definicién 2.1 Un operadorT € B(H) es a-Fredholm generalizado siT es invertible Drazin
de grado 1 modulo J,.

El conjunto de operadores a-Fredholm generalizados contiene propiamente el conjunto
de operadores a-Fredholm, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.2 1. Ya que los operadores invertibles usuales son invertibles Drazin de grado
1, es claro que los operadores a-Fredholm son a-Fredholm generalizados.

2. 1T € J,, entonces T es a-Fredholm generalizado. SealT € [J,, tomando S = T
resulta T —TST € J, y TS — ST € J,.
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3. Por supuesto, si'T" es invertible Drazin de grado 1, T es a-Fredholm generalizado.
También tenemos la siguiente relacion 1til entrea-Fredholm y a-Fredholm generalizado.
Teorema 2.3 T' € B(H) es a-Fredholm generalizado si y sélo siT |y es a-Fredholm.

PRUEBA. Supongamos que T' es a-Fredholm generalizado. De T'— T'ST € 7, obtenemos
(I —STT € Ja,
asi,
(I = ST)|rry € Ta-
Usando el Teorema 1.1, obtenemos que T'|g(r) es a-Fredholm.

Reciprocamente, supongamos que T'|gr) es a-Fredholm. Por el Teorema 1.1 existe un
operador S" € B(R(T)) tal que

(S/T — TS/)|R(T) € Jas (I — S/T)’R(T) € Ja-
Sea S € B(H) el operador que concuerda con S” en R(T') y es cero en otro caso. Entonces
ST-TSeJ, v ({[-TS)T e J,.

Por lo tanto, T es a-Fredholm generalizado. ]

Corolario 2.4 SiT € B(H) es a-Fredholm generalizado, entoncesT tiene rango a-cerrado.

PRUEBA. Por el Teorema 2.3, T'| gy es a-Fredholm. Asi R(T|r(ry) es a-cerrado, por lo que
existe un subespacio cerrado M C R(T|g(r)) y un subespacio N = M+NR(T|g(r)) tales que
R(T|\rery) =M + Ny dimN < a. Como d(R(T|rr))) < o, existe un subespacio L tal que
R(T) = L+ R(T|g(r)) y dim L < a. Por lo tanto,

R(T)=L+ N+ M,
donde M es cerrado y dim(M+ N R(T)) <dim L +dim N < a + a = a. ]

El precio a pagar por usar la inversa Drazin en vez de la inversa usual se aprecia a la luz
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5 Eziste un operador T € B(H) que es invertible Drazin de grado 1 modulo J,
tal que no es invertible Drazin grado 1 modulo [7,.

Sea H = 0? el espacio de Hilbert separable de sucesiones cuadrado sumdles, y o = Ry.
Entonces J, es el ideal de los operadores compactos. Sea

Tx = (Z’l,%xg,%l’g,...), r = (21,29, T3,...) € L2

Entonces T € B(H) es compacto, y como es invertible Drazin de grado 1, T es invertible
Drazin de grado 1 modulo J,. SiT fuera invertible Drazin de grado 1 modulo J, entonces
por el Corolario 2.4 tendriamos que R(T) es Ro-cerrado, es decir, R(T') es cerrado, lo cual
es falso.
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Mientras que por el Teorema 1.1 podemos usar indistintamente los ideales J, o J, para
verificar si un operador es a-Fredholm, para las generalizaciones subsiguientes tendremos que
restringirnos a usar el ideal J, ya que su cerradora no es adecuada para responder preguntas
acerca de si un operador es a-Fredholm.

A continuacién algunas propiedades de los operadores a-Fredholm generalizados.

Teorema 2.6 Sea T € B(H) un operador a-Fredholm generalizado, entonces

1. T™ es a-Fredholm generalizado, paran € N.

El operador T™ tiene rango a-cerrado.

T + F es a-Fredholm generalizado para todoF € J.,.
dim(N(T)N R(T)) < «.

AR TN

: X
dlmm < Q.

PRUEBA.

1. Se sigue del hecho de que si T" es invertible Drazin de grado 1 con inversa Drazin .S,
entonces S™ es la inversa Drazin para 1.

2. Se sigue de que T es a-Fredholm generalizado y el Corolario 2.4.

3. Sea F' € J,. Entonces T'+ F' y T tienen la misma clase lateral modulo 7,, de donde
se deduce el resultado.

4. Del Teorema 2.3, T'| g(r) es a-Fredholm, por lo tanto, dim(N(T)NR(T')) = dim N(T'|g¢r))
< .

R(T)

5. Usando el Teorema 2.3, T'|g(r) es a-Fredholm, por lo que dim o = dim R —

X
T)+N(T)
codimR(T|g(r)) < o

Ejemplo 2.7 existe un operador T para el cual T™ es a-Fredholm generalizado para algin
n € N peroT no lo es.

Sea H=10?, ya=2Yy. Sea
Tx = (0,21,0, %xg,(), ;11355, c), x = (21,29, T3,...) € L.

Entonces T? = O es el operador idénticamente cero, el cual esRy-Fredholm generalizado.
Sin embargo, ya que T no es No-cerrado no es No-Fredholm generalizado.



OPERADORES o-FREDHOLM 15

Teorema 2.8 §i T, T, son a-Fredholm generalizado yTi Ty — 1317 € J, entonces TiT5 es
a-Fredholm generalizado.

PRUEBA. Como T;, ¢ = 1,2, son a-Fredholm generalizados, existen S; € B(H) tales que
T, —T;5,T; € J,, T;S; — S;T; € J,. Ya que los operadores invertibles Drazin conmutan con
todo operador con el que su inversa Drazin conmuta, tenemos que T; y 5; todos conmutan
modulo 7,. Por lo tanto 5155 es una inversa Drazin de grado 1 para 7775 modulo 7,. =

Ejemplo 2.9 existen operadores a-Fredholm generalizados Ty, Ts tales que TiTy no es a-
Fredholm generalizado.

Sea H=10? ya =Ry. Sea
Tix = (0,29,0,24,0,25,...), r = (x1,29,23,...) € 2,

1 1 2
Tyw = (v1, 71,73, 303, T5, £T5, . . .), r = (r1,%2,T3,...) € L.

FEntonces Tf = T1, y haciendo S; = T obtenemos que Sy es la inversa Drazin de grado 1
para Ty, por lo tanto T} es invertible a-Drazin de grado 1. De la misma manera, Ty =Ty y
T, es invertible a-Drazin de grado 1. Sin embargo,

TITZ‘r = (07 T, OJ %I’g, 07 %SE5, .- )

es un operador compacto, de manera que su rango no esNg-cerrado y resulta que Ty Ty no es
a-Fredholm generalizado.

3 Operadores a-Drazin Fredholm

La inversa considerada en la seccion anterior es un caso particular de la inversa Drazin.

Hay una relacion muy util entre la inversa Drazin de grado 1 yla inversa Drazin de grado
arbitrario.

Teorema 3.1 Un operador T' es invertible Drazin si y solo si T" es invertible Drazin de
grado 1 para alginn € N.

Ahora procedemos de manera natural a una clase mas amplia de operadores que contienen
a los a-Fredholm.

Definicién 3.2 Un operador T € B(H) es a-Drazin Fredholm siT es invertible Drazin
modulo 7.

Ejemplo 3.3 Un operador nilpotente compacto K no serd No-Fredholm generalizado pero
serd No-Drazin Fredholm ya que existe unn € N para el cual K™ = 0 es invertible Drazin de
grado 1.
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Teorema 3.4 T € B(H) es a-Drazin Fredholm si y sélo si existe alginn € N para el cual
T|gerny es a-Fredholm.

PRUEBA. Sea T' € B(H) un operador a-Drazin Fredholm. Sea n el grado Drazin para T
modulo J,. De T" — TST™ € J,, resulta que

(I - ST)T" € Ja,

por lo que
(I — ST)|R(T7') € Ja-

Usando el Teorema 1.1, obtenemos que T'|g(rny es a-Fredholm.

Reciprocamente, supongamos que existe alginn € N tal que T'|gr»y es a-Fredholm. Por
el Teorema 1.1 existe un operador S" € B(R(T)) tal que

(S/T — TS/)|R(Tn) € jo“ ([ — S/T)|R(Tn) & ja.
Sea S € B(H) el operador que coincide con S’ en R(T) y es cero en otro caso. Entonces
ST-TSeJy vy (I-TST € .

Asi, T" es invertible Drazin de grado 1 modulo J,. Usando el Teorema 3.1 obtenemos que
T es a-Drazin Fredholm. ]

Corolario 3.5 5i T es a-Drazin Fredholm, entonces existe alginn € N para el cual T
tiene rango a-cerrado.

PRUEBA. Se sigue de los teoremas 2.3 y 3.1. ]

Los operadores a-Drazin Fredholm se comportan muy bien con respecto a sus potencias.

Teorema 3.6 Sea T € B(H). Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) T es a-Drazin Fredholm.

(b) T™ es un operador a-Drazin Fredholm para todon € N.

(c) existe n € N tal que T™ es un operador a-Drazin Fredholm.

Las siguientes propiedades son inmediatas de sus correspondientes para la inversa Drazin.

Teorema 3.7 1. 5i S, T son operadores a-Drazin Fredholm y ST — TS € J., entonces
ST es un operador a-Drazin Fredholm.

2. 81 S, T son operadores a-Drazin Fredholm y ST = TS, entonces ST es un operador
a-Drazin Fredholm.

3. 81 ST es un operador a-Drazin Fredholm, entoncesT'S también es un operador -
Drazin Fredholm.



OPERADORES a-FREDHOLM

4 Teoria Fredholm de rango finito

En los calculos préacticos, los operadores sobre espacios de dimensién infinita son aproximados
a menudo usando operadores de rango finito. Asi, es interesante considerar el caso en que
el cardinal « es finito. A lo largo de esta seccién escribiremos n en lugar de v como en las
secciones anteriores para enfatizar que estamos trabajando con cardinalidad finita.

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita, y sea 7, el conjunto de los operadores
de rango menor o igual a n.

Definicién 4.1 Un operadorT € B(H) es n-Fredholm si es invertible modulo 7, .

Como es de esperar, tenemos una caracterizaciéon en términos de la nulidad y el defecto
de un operador.

Teorema 4.2 Las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) T es invertible por la izquierda modulo [J,.
(11) dim N(T') <n y R(T) es cerrado.

PRUEBA. (i) = (ii). Sea T invertible por la izquierda modulo J,. Entonces existe S €
B(H), S # O tal que I — ST € J,.

Sea M = N(I — ST)*, entonces H = M & N(I — ST). Como dim R(I — ST) < n,
entonces R(I — ST) es cerrado y
(I —ST)|y: M — R(I — ST)

es inyectivo y sobreyectivo, asi que dimM = dim R(I — ST) < n.
Ahora, para x € N(I — ST) tenemos STz =z y

ISI~H ]l < 1T=|l.

Asi, T es acotado por debajo en N(I—ST), porloque N(T) C M y dim N(T) < dim M < n.
Como Ty es acotado por debajo tenemos que T(M=) es cerrado, y como dim T'(M) <
o0, tenemos que R(T) = T(M) + T(M*) es cerrado.
(i7) = (7). Sea T tal que R(T') es cerrado y dim N(T") < n. Entonces

T|nerye : N(T)*" — R(T)

es inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto es invertible. SeaS € B(H) definida como el oper-
ador que coincide con dicha inversa en R(T) y es 0 en R(T)*. Entonces ST ()2 = I| )t
(I = ST)|nryr = O. Asi, dimR(I — ST) < dim{N(T)*} L= dim N(T) < n. Por lo tanto,
I -S5T¢e J,. [

Una diferencia importante con la teoria de las secciones anteriores es que ahora perdemos
la estructura de semigrupo, porque ahora el producto de dos operadores n-Fredholm puede
no ser n-Fredholm.

17
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Ejemplo 4.3 dim N(T'S) = dim N(T") + dim N(5)

Sean M, N, X espacios de Hilbert y sea H el espacio de Hilbert H= M & N & X. Sea

T$:{0 six e M Sx:{o stx e N

v siz¢g M’ r sir¢ N’
Entonces
) X
STa::TSx:{O SHE%
r sirxeX

y N(T) =M, N(S) =N, N(TS)=M & N.

Sin embargo, el producto de operadores n-Fredholm no se va muy lejos.

Teorema 4.4 Si T, S son operadores n-Fredholm, entoncesT'S es 2n-Fredholm.

PRUEBA. La aplicacion

S": N(TS) — R(S)NN(T), x — Sz,

es sobre y N(S’) = N(S). Por tanto,

dim N(T'S) = dim(R(S) N N(T)) + dim N ()
< dim N(T) + dim N(S)

= 2n.

Por dualidad resulta que codim(7'S) = dim N(S*T*) < 2n, de forma que T es 2n-

Fredholm.
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Resumen

En el presente trabajo se considera la construccion de soluciones analiticas aprorimadas de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales mediante el método de descomposicion de Ado-
mian (ADM) y los métodos de dlgebra computacional. En general, aplicando el método de
descomposicion de Adomian (y sus modificaciones), construimos una solucién analitica apro-
ximada en la forma de una serie infinita, la cual puede converger a una solucidn exacta (si
existe). En particular, se consideran soluciones analiticas aprorimadas que convergen a solu-
ciones exactas y soluciones en la forma de series truncadas para su evaluacion numérica y
visualizacion. Se desarrolla el método analitico y algoritmico para obtener soluciones analiticas
aprorimadas y soluciones simbdlicas de varias clases de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales con pardmetros arbitrarios. En particular, se obtienen soluciones analiticas aproxi-
madas y simbdlicas (apoyados en el sistema Maple) de problemas de Cauchy y problemas de
valor en la frontera para la ecuacién de Burgers.

1 Introduccién

El método de descomposicion de Adomian es un método poderoso y efectivo para resolver una
clase amplia de ecuaciones lineales y no lineales, deterministas o estocésticas (por ejemplo,
ecuaciones algebraicas, diferenciales ordinarias, diferenciales parciales, algebraicas diferen-
ciales, integrales, integro-diferenciales).

El método de descomposicién de Adomian, fue propuesto por primera vez por George
Adomian en 1983 (ver [1], [3], [4]). En la literatura cientifica existe una serie de trabajos
de investigacién dedicados a la aplicaciéon de este método en una clase amplia de ecuaciones
diferenciales e integrales lineales y no lineales (ver por ejemplo, [8]-[10]).

Este método enfoca el problema de una manera directa siguiendo un procedimiento simple
sin necesidad de aplicacion de métodos de linealizacién, perturbacién o cualquier otro método
restrictivo que pudiera modificar el comportamiento fisico del modelo bajo consideracién.

Para ecuaciones diferenciales parciales no lineales, la idea del método de descomposicion
de Adomian consiste en descomponer la funcién desconocida u(x,t), solucién de la ecuacién
en discusién, en una serie infinita de la forma

u(z,t) = Zui(az,t), (1)
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donde los componentes u;(z,t) son determinados recursivamente. El término no lineal F'(u)
(por ejemplo, uu,, uP, senu, e, Inu) se representa en forma de una serie infinita de poli-
nomios de Adomian A;:

:ZAi(uo,ul,...). (2)

Los polinomios de Adomian A; se pueden evaluar para cualquier tipo de no linealidad.
Describiremos los polinomios de Adomian en la siguiente seccion.

2 Polinomios de Adomian

Existen varios esquemas para calcular los polinomios de Adomian. Consideramos el siguiente
esquema, el cual fue introducido y justificado por Adomian y Rach [2] en 1983, para calcular
los polinomios de Adomian para el término no lineal de forma general F'(u):

k r_
A= [d)\l (ZAuk>L . i=0,1,2,....
=0

Otros métodos alternativos, basados en identidades algebraicas, trigonométricas y series de
Taylor, han sido desarrollados en [10].

Calculo de los polinomios de Adomian para varios tipos de no linealidades. Aplicando los
sistemas de algebra computacional Maple y Mathematica [6], se pueden derivar los polinomios
de Adomian para una forma general del término no lineal F'(u) y evaluar estos para varios
tipos de no linealidades (por ejemplo, u?, u?, u2, u3, uu, = %(UQ)Q;, sen u, cos u, senh u, cosh u,
e*, Inu). Las soluciones simbdlicas se describen con més detalles en [7]. Ahora presentamos

algunos polinomios de Adomian para una forma general del término no lineal F'(u)

F(uo),

F'(ug)uy,

LF"(uo)ui + F'(uo)us,

LF" (ug)ui + F"(uo)uyus + F' (uo)us,

L F W (ug)ut + LF" (up)uius + LF" (ug)us + F" (uo)urus + F' (ug)us

y para la no linealidad cos(u)

cos(ug),
— sen(ug)uy,

— 3 cos(ug)ui — sen(ug)us,

Lsen(ug)uj — cos(ug)uiug — sen(uo)U3,

& cos(ug)uj + 5 sen(ug)uius — 5 cos(ug)uj — cos(ug)uyuz — sen(ug)uy
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3 Ecuaciones Diferenciales Parciales No Lineales

Es conocido [5] que si existe una solucién exacta de una ecuacién diferencial parcial dada,
entonces la solucion obtenida en forma de serie converge rapidamente a la solucion exacta.
Si no podemos obtener una solucién en la forma cerrada, entonces podemos considerar una
solucion en forma de una serie truncada para una evaluacién numérica, visualizacién o com-
paracion. Si evaluamos algunos términos de la serie obtenida, tendremos una aproximacion
con alto grado de exactitud comparado con resultados obtenidos via métodos numeéricos.
Otras comparaciones con métodos tradicionales (por ejemplo, métodos de diferencias finitas)
también aparecen en la literatura cientifica. Si comparamos el método de descomposicion de
Adomian y los métodos de perturbacién, podemos observar la eficiencia del primer método
comparado con los calculos tediosos requeridos por el segundo método.

Ahora consideramos la ecuacién diferencial parcial no lineal en dos variables independien-
tes z, t y la condicién inicial u(z,0) = g(x). De acuerdo con el método de descomposicién
de Adomian, esta ecuacién se puede reescribir en la forma de operadores

Dyu+Dyu+L(u)+F(u)=f(z,t), (3)

donde el operador D, incluye las derivadas de u de mayor orden en x, el operador D;
incluye las derivadas de v de mayor orden en ¢, el operador L incluye los términos lineales
de derivadas de u de orden inferior, F'(u) es un término no lineal, y f(z,t) es un término
no homogéneo. Es conocido que las soluciones para u(x,t) obtenidas con respecto a los
operadores D,u y D,u son equivalentes y convergen a la soluciéon exacta [9]. Por gemplo, si
resolvemos la ecuacién no lineal respecto a la variable ¢, obtenemos

Diu=f(x,t)—Dyu—L(u)—F(u).

Aplicando el operador inverso D; ! en los ambos lados de esta ecuacién y utilizamos la,
condicioén inicial, obtenemos la solucién

u(z,t)=0—D;  f(x,t)—D; "Dyu—D;  L(u)—D; ' F(u), (4)

donde ® es la funcion
M=n—1
1 iaMu
para
_ o
ot

Luego, representamos la solucién u(z,t) y el término no lineal F'(u) en la forma de las series
(1) y (2), donde los polinomios de Adomian se pueden generar para todas las formas de no
linealidades. Finalmente, los componentes u;(z,t) (i > 0) de la solucién u(z,t) se pueden
determinar recursivamente y entonces podemos obtener la solucion en la forma de una serie.

L,
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4 Problemas de Cauchy

Ahora resolvemos algunos problemas de Cauchy utilizando el método de descomposicion
de Adomian para encontrar una solucién analitica aproximada que converge a una solucion
exacta y una solucién analitica aproximada en la forma de una serie truncada.

Ecuacion de Burgers inviscida. Problema de Cauchy. Consideramos el problema de
Cauchy para la ecuacion de Burgers inviscida

up +uu, =0;  u(z,0) =x+a,

donde {x € R,t > 0} y a es un parametro. Si aplicamos el método de descomposicién de
Adomian, mostramos que la soluciéon de este problema de Cauchy tiene la siguiente forma

u(@,t) = (x+a)/(t+1)

y verificamos que esta solucién es solucion exacta de este problema.

Primero reescribimos la ecuacion de Burgers inviscida en la forma de operador
Diu = —uiy,,

donde D; = 9/0t. El operador inverso D; ! tiene la forma
¢
D)= [ (e
0

Si aplicamos el operador inverso D; ' en ambos lados de la ecuacién y utilizamos la condicién
inicial, obtenemos
u(z,t) — o — a = D; tuu,.

Luego, si sustituimos las series de la solucién (1) y del término no lineal (2) (donde los
polinomios de Adomian se generan para la no linealidad wu,), en la ecuacién, obtenemos

o0 oo
<Zul(x,t)> —r—a= D{1<2A1>.
i=0 i=0
Como resultado, obtenemos la relacién recursiva:

up(w,t) =z +a, upii(z,t) = —D;HAy).

Por ejemplo, los primeros dos componentes son: uy =z +a 'y u; = —(x + a)t. Por lo tanto,
la solucion aproximdada analitica tiene la forma

u=(r+a)(l—t+t*—t+..),

la cual se puede reescribir en la forma cerrada u(z,t) = (x +a)/(t + 1), |t| < 1.
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FEcuacion de Burgers inviscida. Problema de Cauchy. Ahora consideramos la ecuacion
de Burgers inviscida con otra condiciéon inicial:

utuu,=0;  u(z,0)=cos(ax),

donde {z € R,t > 0} y a es un parametro. Si aplicamos el método de descomposicién de
Adomian, mostramos que la soluciéon analitica aproximada de este problema de Cauchy es
representada en términos de una serie de funciones

u(z,t)=cos(az)+iatsen(2ax) — [2a” cos(3az) + La” cos(ax)]t?

—[%a’ sen(2ax)+3a” sen(4az)|t*+O(t*). (5)

Para aproximaciones numéricas, la solucién obtenida (5) es méas préctica comparada con la
forma paramétricade la solucion que se puede obtener utilizando el método de caracteristicas.

Como antes, reescribimos la ecuacion de Burgers inviscida en la forma de operador Dyu =
—ut,, donde D; = 3/0t. Si aplicamos el operador inverso D; ' en ambos lados de la ecuacién
y utilizamos la condicién inicial, obtenemos

u(z,t) — cos(ax) = D;  uu,.

Luego, si sustituimos las series de la solucién (1) y del término no lineal (2) (donde los
polinomios de Adomian se generan para la no linealidad wu,), a la ecuacién, obtenemos

<Zulmt>—cosax (ZA)

Finalmente, obtenemos la relacion recursiva:
uo(z,t) = cos(ax), upyi(x,t) = —D; ' (Ap).

Por ejemplo, los primeros dos componentes son: ug = cos(az) y u; = a cos(azx) sen(ax)t. Por
lo tanto, la solucién analitica aproximada tiene la forma (5).

5 Problemas de Valor en la Frontera

Ahora resolvemos un problema de valor en la frontera mediante el método de descomposicion
de Adomian para encontrar una solucién analitica aproximada que converge a una solucién
exacta.

Ecuacion de Burgers. Problema de valor en la frontera. Consideramos el problema de
valor en la frontera para la ecuaciéon de Burgers

UpFUUp=Ugy; U(O, t) =01 (t), Uy (07 t) =32 <t>7

donde
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y a es un pardametro (a € N). Si seguimos las ideas del método de descomposicién de
Adomian, mostramos que la solucién de este problema de valor en la frontera tiene la forma
x 2

u(, t):? Crtat

y verificamos que esta solucién es solucion exacta de este problema.

Como antes, generamos los polinomios de Adomian para el término no lineal uu, y
reescribimos la ecuacién de Burgers en la forma de operador D,u=D,u+NLu, donde D, =
0?/0x2, Dy = 0/0t, y NL es el operador no lineal. Puesto que en este problema tenemos
las condiciones de frontera, resolvemos el problema en la variable z, es decir, si aplicamos el

operador inverso
D)= [ [ ¢deda
o Jo

en ambos lados de la ecuacion y utilizamos la condiciones de frontera, obtenemos la ecuacion:

2 r 2 1 1

Si sustituimos las series de la solucion (1) y del término no lineal (2) (donde A; son los
polinomios de Adomian para la no linealidad wu,), en la ecuacién

2 2 x T x x
u___|_§+_x:/ / utdxdx—i—/ / uu, dr dx,
at t  a%t? o Jo 0o Jo

obtenemos la ecuacién

2+m+ 2z
u — — — _— =
at  t  a?t?

+/ / Wo(Wor+Wi o+ Wop+Wsy+Way )+ W1 (Wo o +Wip+Way+Wa, ) +Wa(Wo 4+ Wi +Woa,)
o Jo
+W3(Wou+Wiy) +WiWo, dx dzx.

x x
/ / ugy + U1 + Uy + U3y + Uy drda
0 0

De acuerdo al método de descomposiciéon de Adomian, determinamos las siguientes rela-
ciones recursivas,

up=—2/(at)+x/t+2x/(a*?),  w1=D; up + Dy Ay,

y obtenemos la solucion analitica aproximada, la cual se puede reescribir en la forma cerrada
u(z,t)=x/t—2/(x+ at). Finalmente, verificamos que esta solucion es solucién exacta de este
problema.

6 Conclusiones

En el presente trabajo hemos considerado los métodos analiticos para la construccion de
soluciones analiticas aproximadas y simbélicas de ecuadones diferenciales parciales no li-
neales mediante los sistemas de algebra computacional. Desarrollamos nuevos algoritmos
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matematicos para obtener soluciones analiticas aproximadas de varias clases de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales con parametros arbitrarios. En particular, consideramos
problemas de Cauchy y problemas de valor en la frontera para la ecuacién de Burgers. Re-
solvemos estos sistemas deterministas mediante el método de descomposicion de Adomian.
En general, si aplicamos el método de descomposicién de Adomian (y sus modificaciones),
construimos una solucién analitica aproximada en la forma de una serie infinita, la cual se
puede converger a una solucién exacta (si existe). En particular, consideramos soluciones
analiticas aproximadas que convergen a soluciones exactas y soluciones en la forma de una
serie truncada, las cuales se pueden evaluar numéricamente y visualizar.
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Resumen

Ezisten varios esfuerzos por parte de las autoridades educativas relacionados con la bisqueda
de alternativas que permitan identificar problemas relacionados con el bullying, sin embargo,
atn no se ha considerado la perspectiva del ciberbullying, y por consiguiente, tampoco se han
tomado medidas de control adecuadas desde el punto de vista de una aplicacion. En este articulo
se propone un modelo de sequridad para el andlisis de mensags intercambiados entre menores
de edad (ninos de 9 a 18 anos de edad) a través de un chat centralizado, la cual utiliza tecnologia
de agentes software con el fin de proporcionar alertas sobre wsibles amenazas o acosos que se
pudieran presentar.

1 Introduccion

El problema de ciberbullying, el cual se define por el hecho de que una persona sea maltratada,
amenazada o acosada a través de medios electronicos, ha generado gran controversia en los
ultimos meses ya que este tipo de violencia suele ir en aumento conforme avanza el uso de
las nuevas tecnologias [1,2].

Dado que existen varias formas de ciberbullying, en este trabajo se propone un modelo
centrado en la deteccion de amenazas y agresiones verbales a las que un menor de edad suele
estar expuesto, tomando como base el comportamiento de las victimas y agresores con el fin
de detectar amenazas, utilizando técnicas de andlisis de contenido de la informacién [4-6],
asi como, el uso de una arquitectura de agentes llamado ARSEC-AMS [3].

Para efectos de organizacion, el presente trabajo se estructura de la siguiente manera:
en la seccion 2 la descripcion del modelo antes mencionado, los componentes del analisis
de contenido y la arquitectura ARSEC-AMS. Por tultimo, las conclusiones y referencias
bibliograficas son presentadas.

2 Modelo para la detecciéon de amenazas

Este modelo esta enfocado en la deteccion de amenazas y agresiones verbales a las que
un menor de edad esté expuesto, por lo tanto, estd compuesto del andlisis de contenido y
tecnologia de agentes software con la arquitectura ARSEC-AMS [3], la cual permite imple-
mentar conceptos de seguridad computacional para medir la peligrosidad del mensaje.
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2.1 Arquitectura ARSEC-AMS

El modelo propuesto se basa en la arquitectura ARSEC-AMS [3] (véase figura 1), la cual
contempla el uso de cuatro moédulos: reactivo, deliberativo-cognitivo, de seguridad y de
control de pizarra, de tal forma que las senales que se reciben en el sistema de agentes
a través de sensores, son filtradas por un intérprete que se encarga de actuar en forma
coordinada, y dar un seguimiento al conjunto de acciones a realizar para alcanzar los objetivos
correspondientes, aplicando esto en el modelo para detectar la peligrosidad de los mensajes
intercambiados a través de un sistema de Mensajeria Instantdnea (MI), para una referencia
amplia de la arquitectura mencionada se encuentra descrita en la referencia [3].

Ambiente fa R
Maodulo

Pizarea

Modula

/! R .
. | —> Deliberativo- .
Sensores Intérprete Cognitivo Efectores

43 o X o
Modulo

Segmidad
I".. .
Module
Reactiva e
N 4

Figura 1: Arquitectura ARSEC-AMS

2.2 Modelo de Agentes

Para llevar un buen seguimiento a las acciones que se realizaran se implementan tres agentes,
a continuacion se describe la funcion de cada uno de ellos:

e Agente Coordinador: Es el agente software encargado del flujo de las transacciones
que permiten aplicar niveles de seguridad en el sistema y en el trabajo de los agentes
locales y de red. Ademaés, se encarga de analizar el contenido de los mensajes, y en su
caso registrar las alertas correspondientes para el administrador.

e Agente Local: Es el agente software encargado de analizar y revisar los mensajes de los
usuarios de forma local.

e Agente de Red: Es el agente encargado de monitorear los mensajes enviados por el
usuario y de hacerlos llegar al sistema ya cifrados.

Para mostrar el control que tendran los agentes en el sistema se decidi6 incluir el diagrama
de secuencia para el analisis de contenido con el fin de modelar el funcionamiento de la
aplicaciéon (véase diagrama 1).
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Diagrama 1: Analisis del Contenido

A continuacion se detallan los pasos que realiza el agente coordinador en el diagrama 1
presentado anteriormente:

(1).

. Divide el Mensaje en componentes 1éxicos.

LESENCVEN V)

oo ot
e N N N N N N

e N N N N T N T R
N D

Pasa Mensaje original.

. Codifica componentes 1éxicos.

Busca Palabras.

Regresa Palabras Clave.

Envia Palabras Clave.

Bisqueda de patrones de coincidan con amenazas de ciberbullying.
Regresa la Peligrosidad de las palabras clave.

Almacena informacién del usuario y el mensaje original.

10). Muestra mensaje de alerta.

2.3 AnAlisis de Contenido

En el analisis de contenido se encuentran dos componentes o médulos que ayudan a de-
tectar si la frase es danina para otro usuario, dichos componentes son el analizador 1éxico
(tokenizador) y la programacién del conocimiento.



32 P. J. CASTRO P,, C. J. LUCERO V., M. DE G. COTA O., J. P. SOTO B.

Analizador léxico: Descompone la frase analizada en tokens para procesarlos segun la
tabla 1, después es comparado con las palabras contenidas en la base de datos, por medio
de consultas se determina si es una palabra clave. Programacion del Conocimiento: Evalua
a partir de reglas tipo Prolog si las palabras claves son amenazantes o agresivas para otros
usuarios.

Estos componentes se utilizan ya que proporciona un medio rdpido y exacto para el
analisis de los mensajes y brinda la posibilidad de evaluar la informacién tal como lo hace
un ser humano.

Sustituto | Letras o Silabas
0 b,v
ce,ci,si,se,zi,ze
d,de
g
i,y,ll
ca,co,cu,ka,ko,ku
qui,qi,ki,que,qe,ke,q,k
t,te
u,w
x,cs,xh,cc,sh,zh
sa,s0,s11,za, 70,z
s,es
pe,p
N
— R
Se omite | Primera letra 'h’

¥ QIO W N

S|+

Tabla 1: Sustitucion de Palabras

En la tabla 2 se presentan ejemplos de algunas palabras que estan contenidas en la base
de datos.

Palabra | Nucleo | Procesada
Golpear | Golp 3ol+
Tonto Tont Ton7
Matar Mata maTa
Pegar Peg +3

Tabla 2: Ejemplo de palabras contenidas en la base de datos.
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3 Conclusion

Con el modelo propuesto se pretende ayudar a detectar a tiempo los casos de ciberbullying,
evitando casos de amenazas y agresiones que puede estar sufriendo el nino o el joven en la
escuela. El hecho de que haya un interés en los ninos el usar herramientas basadas en las
tecnologias de informacién y las comunicaciones, los hace sentir parte de la ola tecnolégica de
la cual nadie se quiere quedar atras. Dichas herramientas dan pie a canales de comunicacion
que no estan excentos de amenazas o agresiones por parte de usuarios hacia personas con
baja autoestima y altos niveles de vulnerabilidad.

Por tales motivos es importante contar en los centros de computo de las escuelas de nivel
basico una herramienta que pueda detectar el ciberbullying por medio de un sistema con
agentes software que interactiie en tiempo real, apoyandse de las técnicas del anélisis de
contenido de la informacion que intercambian los usuarios como ninos o jovenes.
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Resumen

En este trabajo proponemos una modificacion novedosa del Aforitmo Genético Estocdstico
(StGA) presentado por Krishnakumar et al, para optimizar funciones multimodales. El algo-
ritmo modificado es nombrado StGA2 para el cual utilizamos una tasa variable de mutacion por
bit basada en la aptitud y controlado por una subtasa, con la idea de mejorar su capacidad para
escapar de optimos locales. Dicha capacidad es ilustrada malizando la convergencia y precision
del algoritmo desde dos hasta 30 dimensiones. La convergencia se discute desde el punto de
vista tipico generacional de la funcion de aptitud pero también de las variables de decision;
se utiliza elitismo con los cuatro mejores individuos y agregamos un andlisis de convergencia
poblacional que muestra como el mecanismo de mutacion dirgido, de acuerdo a una longitud
de paso, permite contraer la poblacion hacia un optimo loal, o bien, expandir la bisqueda hacia
un mejor optimo local en caso necesario. Ademds, presentanos una aplicacion del StGA2 en
conjuncién con el algoritmo de estimacién de fuentes MUSIC (Multiple Signal Clasification)
Multidimensional con el fin de estimar, en presencia de multitrayectorias, la direccion de arri-
bo (DOA) de las senales que provienen de usuarios activos en un sistema de comunicaciones
moviles de tercera generacion con antenas inteligentes en la estacion base.

1 Introduccion

El Algoritmo Genético Estocastico (StGA) fue presentado originalmente por Krishnakumar
et al [1], como un algoritmo robusto para resolver problemas de optimizacién multimodal
con restricciones de intervalo [2]. Dichos problemas aparecen en aplicaciones como detectar
la direccién de arribo (DOA) de una senal en telefonia celular. Las funciones multimodales
presentan gran cantidad de 6ptimos locales y necesario proponer modificaciones que mejoren
la capacidad de los algoritmos para escapar de estos Optimos locales. En este trabajo pro-
ponemos variantes de como dirigir el proceso de mutacion para controlar la longitud del salto,
ademas de seleccionar la conveniencia de mutar o no una variable de decisiéon mediante la
eleccion de tasas adecuadas por cromosoma (cadena) o variable de decisién (subcadena).

35
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2 Antecedentes y justificacion

Existe una gran variedad de técnicas evolutivas como son algoritmos genéticos [3]-[4], bis-
queda tabu y recocido simulado [5], conglomerado de particulas [6], programaciéon evolutiva
y estrategias evolutivas. Entre ellas el StGA resulta ser el méas prometedor segun [2] y ha
sido aplicado a problemas de diseno aerodinamico [6]. Posteriormente Tu Zhenguo y Lu
Yong muestran la robustez del StGA para problemas dificiles de optimizacién global en [2],
usando 20 funciones de prueba de tamano moderado con 30 y hasta 100 variables. Para estas
funciones el algoritmo muestra mejor desempeno (mucha menor complejidad en el niimero
promedio de evaluaciones de la funcién objetivo y mejor calidad de solucién) en comparacién
con las técnicas heuristicas de Algoritmo Genético (AG) onvencional, recocido simulado [4],
estrategias evolutivas, programacién evolutiva [7], conglomerado de particulas [5] y el algo-
ritmo TGA (Taguchi Genetic Algorithm) [8]. Ademas, en [2] se menciona que el método de
conglomerado de particulas (swarm intelligence) tiene un desempeno pobre comparado con el
StGA, al no lograr encontrar el 6ptimo global de las funciones de prueba. Aunque existe otro
método prometedor denominado ARGAs (Adaptive Range Genetic Algorithms) [9] y [10],
tanto para codificaciéon real como binaria, sin embargo su robustez no ha sido tan justificada
como la del StGA, atn cuando éste tltimo se ha implementado sélo para representaciéon bi-
naria, dejando abierta la posibilidad de mejorar su complejidad usando representaciéon real.
Algunas referencias recientes para optimizar funciones multimodales mediante enjambres ar-
tificiales de abejas se pueden encontrar en [11]; o bien a través de conservacion de especies
usando algoritmos genéticos en [12]; ademds, Idoumghar (2011) presenta un método hibrido
muy reciente que combina la técnica de optimizacion mediante ciimulo de particulas y re-
cosido simulado [13]. Por otro lado, el problema de estimar las DOAs de senales coherentes
a través del algoritmo MUSIC Multidimensional, en adelante algoritmo MDM (Multidimen-
sional MUSIC), es un problema de optimizacién multivariable [14], cuya funcién objetivo
es maximizar el espectro angular de senal, sujeta inicamente a restricciones de intervalo.
Para més detalles, el problema del DOA es presentado ampliamente en [15]-[16]. El espectro
de senal resulta altamente multimodal, ya que conforme el nimero de dispersores (postes,
edificios, etc.) crece, el nimero de éptimos locales aumenta considerablemente, dependiendo
también del nimero de elementos de antena, de la separacion espacial en términos del ancho
de haz y del nivel de ruido [14]. Por ejemplo, para 2 dimensiones con dos usuarios, tenemos
hasta 25 6ptimos locales tres senales incidentes.

3 Algoritmo StGA2

Por cuestion de espacio, sélo mostramos los detalles témicos del StGA. Una discusiéon méas
amplia se puede encontrar en [2]. El StGA utiliza una cadena binaria de longitud total
Lioy para representar el vector de m variables de decision. Dicha cadena esta dividida en
m subcadenas de L bits, una subcadena para cada variable z;. La longitud L determina
la precision en la estimacion, dependiendo de los intervalos de variacion de las incognitas,
pudiendo ser entre 8 y 12 bits. A diferencia del AG tradicional donde cada cromosoma
representa un solo individuo, en el StGA el cromosoma representara una regién estocastica
R de individuos con distribucién normal multivariada. Asi, el cromosoma decodificado en
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realidad estara descrito por un vector de medias (variables de decisién) que determinan el
centroide de la regién R (que puede interpretar como un elipsoide) y un vector de m varianzas
reales utilizadas para generar una seleccion local de N hijos asexuales por cromosoma dentro
de R. La seleccion local se utiliza con dos propoésitos: para actualizar el centroide cuando
uno de los hijos resulte con mejor aptitud, y para actualizar las varianzas de acuerdo a la
regla de 1/5, i.e. si el cromosoma C; es mejorado por al menos uno de sus N = 5 hijos
asexuales Cj; (k =1,...,N), entonces el mejor hijo Cj; toma el lugar del cromosoma Cj,
y cada varianza Vj; (j-ésimo cromosoma, i-ésima variable) se disminuye por un incremento
lineal d;, o en caso contrario se aumenta. Los valores iniciales de las varianzas V}; y del valor
0; son seleccionados uniformemente en los siguientes intervalos

| 11 2 5
[1/ g —_— . — . . = R -
v (120 80) bi—al v d {100 Y100 V}

donde Ii, es el intervalo de la varianza
de z; cuyo dominio es [a;,b;], y V es un
valor aleatorio uniforme dentro de I{,. La
ecuacién (1) es una regla empirica que
debe ajustarse dependiendo de la apli-
cacion. La poblaciéon inicial se genera
aleatoriamente, seleccionando las medias
(variables de decisién) uniformemente en
el dominio de cada variable. Después
de actualizar la poblacion con la se-
leccion local, se aplica seleccion global
por torneo binario elitista del 10%. Di-
cho elitismo consiste en llevar un reg-
istro actualizado de los K mejores indivi-
duos (stuper individuos) obtenidos hasta
la generacion actual, donde el valor K
representa al 10% de la poblacién, luego
el 10% de los peores padres selecciona-
dos para apareamientos en el torneo son
reemplazados con estos K super indivi-
duos, los cuales son actualizados después
de la seleccion local. El cruzamiento es
de un punto y la mutaciéon es uniforme
bit a bit. El mecanismo de supervivencia

Pablacién inicial
{Medias y Varianzas)

Evaluar
v

Actualizar

Poblacién
Ajustar

Varianza

Seleccidén Local

Seleccion Global

Seleccion

Pl ——

Reemplazo
Elitista 10%

EVOLUCION

Mutaeién
Reemplazo
generacional

; Convergencia?

Te

i
rminar

Diagrama de Flujo de StGA

es generacional. El diagrama de flujo del StGA se presenta en la figura 1.

4 Desempeno y modificaciéon StGA: Algoritmo StGA2

(1)

Una ventaja de las modificaciones que aqui se presentan es que se pueden aplicar a cualquier
AG que utilice un mecanismo de mutaciéon. Una funciéon multimodal tipica es similar a la
hiper-superficie de la conocida funcién de prueba F'8 [2], figura 4, cuya ecuacién para para
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dimensién n viene dada por (2).

Analizaremos primeramente la efi-
ciencia del StGA2 para minimizar F'8
con 10 variables de decisién, y una vez

probada su eficiencia, se aplicara al pro- 20

blema del DOA desde el espectro de 1000

senal para 2 y 30 multitrayectorias. Al ERTR il 6t i o
implementar el StGA tal como se es- -1000

tablece originalmente, éste se quedaba e 0
atrapado constantemente en un 6ptimo Xen [500.500]
local, por lo que realizamos ciertas mod- venpaooso) aom” gy

ificaciones para obtener el StGA2. En [2]

se propone mutacion simple uniforme bit Figura 2: Superficie F'8 en dimensién dos (m = 2)

a bit, con tasa de mutacion 0.02; sin em-

bargo, nosotros proponemos una nueva variante de mutacion integrada por tres conceptos:
la aptitud del individuo, el orden del bit y el nivel de subcadena.

F8(x1,...,xm) = Z —x;seny/|x;|, @ € [-500,500], i=1,...m. (2)
i=1

Aunque todavia no se tienen resultados concluyentes, podemos decir de manera pre-
liminar que este esquema de mutacion para diversificar la bisqueda es una estrategia que
logra un desempeno superior al alcanzado por el esquema de mutacion constante propuesta
originalmente en el StGA.

La tasa de mutacién variable para cada bit se implementa de principio a fin, aunque
puede ser recomendable aplicarla en la primera mitad o cierto porcentaje de generaciones
o hasta la segunda mitad. Para corregir asignamos mayor tasa al bit mas significativo,
esto permite grandes saltos en la poblacién. La tasa de mutacion resulta variable y esté en
funciéon de la aptitud de cada individuo, de esta forma podemos decidir si preferimos mutar
los mejores o los peores individuos, y en cualquiera de los casos se puede regular la mutacion
con una subtasa, ya que antes de decidir si se muta cualquier bit en una subcadena, se verifica
con base en la aptitud del individuo si la subcadena es sujeta de mutaciéon, controlando asi
la conveniencia de mutar o no una variable de decisiéon. En nuestro caso, consideramos
que a mejor aptitud (menor valor caso de minimizacién) mayor probabilidad de mutar la
subcadena, con la idea de corregir aquéllas variables que atin no convergen a su valor éptimo.
Las reglas de mutacién se establecen en (3)-(6), donde se considera que el primer bit (k = 1)
a la izquierda de la subcadena es el més significativo y el bit més a la derecha (k = L) es el
menos significativo (ver [4]):

fnor(i) = (fz - fmin) (fmax - fmin) ) (3>
tsc(i) = [1 — fuor(1)] (fmax — tmin) + tmin, (4)
T = fnor(i)(tmax - tmin) + tmim (5>
tasa_bit(k) = Lokl xT, k=1,...L, (6)

L
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donde fo:(7) representa la aptitud normalizada entre (0,1) del individuo ¢; T es un factor
para favorecer en este caso a los peores individuos; fuim ¥V fmax son las aptitudes minima
y maxima de la poblacion actual; t,,;, y max son las tasas minimas y maximas permitidas
de mutacion, respectivamente. La ecuacion (4) sirve paraasignar una tasa de mutacién por
subcadena (tsc) basada en la aptitud normalizada en (3), y sirve para controlar el porcentaje
de mutaciones ya que antes de mutar cualquier bit en una subcadena, se pregunta si dicha
subcadena es sujeta de mutacion, si la respuesta es no, la mutacién se sigue a la siguiente
subcadena. La tasa_bit(k) en (6) es la tasa de mutacién para el k-ésimo bit en la subcadena,
la cual asignara mayor tasa al bit mas significativo.

Alternativamente se puede usar (7) para asignar mayor tsc a los peores individuos (caso
minimizacién), o bien usar (8) y (9) para asignar a los mejores individuos una tasa variable
mayor para el bit menos significativo:

t5¢(1) = faor(1) (tmax — tmin) + tmin, (7)
T = [1 - fnor(i)] [(tmax - tmin) + tmin: (8>
tasa bit(k) = T hil xT, k=1,...L. 9)

Antes de implantar alguna de las estrategias anteriores, debemos preguntarnos ;Qué
individuos conviene mutar: los mejores o los peores? ;Qué tamano de salto se quiere:
grande o pequeno? y ;Qué variables debo cambiar: la de un individuo bueno o uno malo?
La tasa por bit controla el tamano de los saltos y la probabilidad de mutar los peores o
mejores individuos, mientras que la tsc controla la conveniencia de mutar una variable.
A continuacion presentamos un andlisis de la ejecucion del algoritmo StGA2 para F'8 con
10 variables y 50 corridas, generando una poblacion inicial diferente por corrida. El 6ptimo
tedrico [2] se encuentra en z; = 420.967 para toda ¢ =1, ..., 10, con valor minimo —4, 189.86.
En la figura 3a se muestra el comportamiento de la mejor aptitud por generaciéon en 50
corridas, se observa que la convergencia al 6ptimo global (linea punteada horizontal inferior)
se da en general entre las primeras 30 a 70 iteraciones. Este hecho se corrobora con las
cuatro mejores soluciones de una corrida tipica mostradas en la figura 3b.

Por otro lado, la figura 4 que presenta el valor 6ptimo al final de cada corrida, se muestra
que 49 de las 50 corridas fueron exitosas al encontrar el 6ptimo global, y que sélo una (la
tercera) no convergié al éptimo global. La figura 5 muestra la distribucién final del StGA2
por corrida; aunque soélo se aprecia un punto, a cada abscisa le corresponden en realidad 10
puntos en el eje vertical representado los valores 6ptimos obtenidos de las 10 variables en
[—500, 500]. Observe que unicamente en la tercera corrida, sélo una de las 10 variables de la
solucion se encuentra alejada de su linea 6ptima de 420.96 al quedar atrapada en un éptimo
local en —300. Esto deja claro la capacidad del StGA2 para escapar de Optimos locales a
razon de 49 : 50 éxitos.
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El comportamiento generacional analiza la distribucién de la variable z; en la figura 6; a
cada abscisa le corresponderan 40 valores (tamano de la poblacién). Note que la biisqueda
esta basada en un concepto de bloques constructores y no en una simple buisqueda aleatoria,
ya que la diversidad disminuye conforme aumentan las iteradones. Lo mismo se cumple para
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el resto de variables. La figura 7 muestra la convergencia para x3, la cual pudo escapar del
optimo local —300 en las primeras 20 iteraciones. La convergencia al éptimo global se dio en
menos de 50 iteraciones para todas las variables. El promedio de la mejor aptitud en las 50
ejecuciones fue —4187.2 (muy cercano al éptimo teérico —4, 189.8), la desviacion estandar
fue 16.74, la mejor solucién final fue (421.32, 421.07, 421.01, 420.95, 420.89, 420.71, 420.89,
420.83, 421.07, 421.19) y la mejor aptitud fue el 6ptimo tedrico.

5 Aplicacion del StGGA2 a comunicaciones moviles

Estimar la direccion de arribo (DOA) de las fuentes activas en comunicaciones moviles, es
un problema central en el procesamiento de senales de un arreglo de antenas. Conociendo
los DOAs de interés es posible dirigir electronicamente el haz principal de cada patrén
de radiacion de manera eficiente, por un lado para dar mayor ganancia en recepcién o
transmision a los usuarios, y por otro lado para buscar cancelar interferentes. La figura
8 representa la transiciéon de los sistemas actuales con radiaciéon omnidireccional hacia los
sistemas con antenas inteligentes con patrones directivos.

A. Algoritmo MUSIC

Para estimar las DOAs existen métodos como el algoritmo MUSIC [16] de alta resolucién
para clasificacion de senales recibidas en un arreglo de antenas. MUSIC est4 basado en el
modelo de la senal incidente al arreglo (figura 9), el cual explota la eigen-estructura de la
matriz de correlacién para determinar la DOA de las fuentes de interés de usuarios activos.
De acuerdo a la figura 9, el modelo de la senal incidente w viene dado por (10), [14]-[15],
donde sy, es la senal incidente correspondiente a la fuente k (usuario de interés 6 interferente),
ay es conocido como el vector de direccionamiento del arreglo debido a los desfasamientos,
i, (1=1,..., M)y N el vector de ruido en cada rama.

Sefales Pesas

Transicion hacia los sistemas con Inducidas
Antenas Inteligentes | comor

Conformacién Digital de Haz (DBF) Movi 1 S
DOA pardmetro fundamental (Usuario. de I

a—

gl
SISTEMA interés) S
ACTUAL sy
L.
A P

Movil 2

SISTEMA CON ANTENAS (interferente) =
INTELIGENTES - Con respuesta | o,
optima

Con capacidades
Incrementadas
Figura 8: Transicién hacia los sistemas Figura 9: Modelo de senal
con antenas inteligentes para un arreglo lineal uniforme.
con direccionamiento de haz
hacia la direccién angular DOA.
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Uy a1k
Uz - a2k
u = ) = Sqa,4 + Z sgap + N, donde ai= i ) (10)
: = :
Upg Ak

En particular, para un arreglo lineal de antenas uniforme con M sensores separados uni-
formemente entre si una distancia d, el vector de direccién es

a(¢) _ [1’ ejﬁdsenqﬁ’ - ejﬁd(M—l)senqﬁ}T’ (11>

donde ¢ es la DOA de la senal con respecto a la normal del arreglo tomando como origen
el primer elemento, 8 = 27/\ la constante de fase, con A la longitud de onda. a(¢) son
los desfasamientos de la senal debido a la ubicacién relativa de los elementos de antena. El
modelo (10) se expresa matricialmente como

u=As+ N, (12)
donde A es la matriz de vectores de direccién. Asi, la matriz de correlacién resulta
R,, = Eluu''] = AE[ss"]|AH + E[nn'],
R,, = AR, A" + o021 ’

con R,, = E[ss!!] la matriz de covarianza de la sefal.

(13)

La descomposicion de los vectores propios sugiere que dado un vector de la matriz R,
los angulos eléctricos de las senales que arriban al sistema se determinan buscando vectores
a; que sean ortogonales al subespacio de ruido, el cual esta determinado por los M — D
eigen-vectores de la matriz V,, dada por V,, = [gp,qp+1, - - -, qum—1], cuyas columnas son los
vectores propios q; asociados con los M — D valores propios A; mas pequenos de R,,. En
[16] el espectro MUSIC se expresa como

1
Puwsiel®) = Qi) v, Via(o)
Los D picos mas grandes corresponderan a las DOAs reales de las senales. Por tanto, el
problema de estimacion de DOAs es un problema de optimizacién multimodal de la funcion
(14).
B MUSIC Multidimensional (MDM)

En la presencia de multitrayectorias el modelo de senal se basa ahora en el concepto de
firmas espaciales, que representan una combinacién de las senales asociadas a un usuario de
interés, la senal directa més sus multi-trayectorias. Ia firma espacial v; o combinacién de
sehales esta dada por [14]

(14)

v = [a(@. a(0). .. a(én)) | ] (15)
v, =A;8; = Z aria(p; + k) (16)

k=0

donde
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¢; = DOA del i-ésimo usuario,

¢; + 0= Angulos de Arribo (AOA) de la k-ésima, multi-trayectoria del i-ésimo usuario,
Ori= Angulo con respecto al DOA ¢;,

ar;= Amplitud de la k-ésima multi-trayectoria del i- ésimo usuario,

s; la senal directa del i-ésimo usuario,

Ski la k-ésima réplica de la senal 7.

Es decir, cada firma espacial v; se forma con una matriz A; de vectores de direccion,
con un vector correspondiente al DOA del i-ésimo usuario (¢) y L vectores de direccién
correspondientes a los AOAs de las L multi-trayectorias (¢;’s), multiplicada por el vector
amplitudes s;, de las multiples senales incidentes asociadas a cada senal de usuario s;(t).

Si la i-ésima senal es s;(t) = ay; e’27fit cuya frecuencia portadora es f;, entonces el vector
s; se puede expresar como
1 727 fiT0i
a14 ej27ff iT14
S; = aor . Sl(t) = Sip ° Si(t), (17)
aLi ej.27r fiTLi
aop;
donde ;o es la amplitud de la senal directa o en linea de vista (LoS) del usuario i. s;, es
el vector de amplitudes complejas normalizado por «;g, los retardos o tiempos de llegada
(TOA) de las multitrayectorias son representados por 7x;.

Asi, la senal w recibida en el arreglo para cada instante de tiempo ¢ se puede expresar
como:
u = [A181n, A282y, ..., ApSpn]s + N,
u=Fs+ N ’

donde F' = [A;s;,] es la matriz de firmas (normalizadas) y s el vector de senales de usuarios.

(18)

Si, de nuevo, s es un vector de senales no coherentes como en (12), cuyos DOAs generan
vectores linealmente independientes, las multi-trayectarias generadas con amplitudes dife-
rentes generaran firmas espaciales independientes, haciendo que F' sea de rango completo
(como la matriz A para MUSIC normal). Asi, es posible obtener la matriz de covarianza
de (13) con el que generaremos el espectro MDM, al proyectar las firmas espaciales (en vez
de los vectores de direcciéon) sobre el espacio de ruido. Debemos notar que para generar
una firma espacial v; en (18), es necesario conocer (o simular) un vector de amplitudes nor-
malizadas ¢y y un vector de L + 1 dngulos de arribo (¢;,0y,...,601) correspondientes a un
DOA; y L AOA, de multi-trayectorias. El espectro multidimensional, Py;pys, esté dado por
la ecuacion (19)

1

Prou(@,6:,-,02) FH(¢,0y,...,00)VNVi(6,61,...,01)
Los D picos mayores corresponderan a las D firmas espaciales de usuarios de interés. Asi,
hay que encontrar los dngulos que maximizan el espectro MDM. El reciproco de (19) se
conoce como el espectro de senal, s6lo que la matriz V' se forma con los vectores propios del
subespacio de senal en vez de los vectores propios del subespacio de ruido.

(19)
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C Estimacion de DOAs aplicando StGA2

En esta seccion presentamos una aproximacion al problemade optimizar el espectro MDM
mediante el StGA2. Analizamos la convergencia y precision del StGA2 para el espectro de

senal en dos y 30 dimensiones?.

Caso para dos dimensiones y dos usuarios: Simulamos un escenario con dos usuarios
y asignamos a cada uno un dispersor de acuerdo al modelo Gaussiano [15]. El usuario
Ul esta situado a 800 m de la EB en direcciéon 50° y cuya multi- trayectoria resulté en
38.75°, mientras que el segundo usuario U2, se encuentra a 600 m de la EB ubicado a -30
grados y con una multi-trayectoria en -34.2°. Las combinaciones de amplitud y fase fueron
cy1 = [1,0.9e(525m/180)] v ena = [1,0.8¢e(31207/180)]. El espectro de senal usuario Ul
se muestra en la figura 10. La figura 11 presenta el comportamiento de las cuatro mejores
aptitudes en 50 generaciones, usando el espectro de senal (figura 10) como funcién de aptitud
(19). Note que la convergencia ocurre entre las iteraciones 10 y 20. La aproximacion y rapidez
del algoritmo es muy buena y en general la desviacién de la estimacion es menor de medio
grado, tal como resultaron las estimaciones 49.94° y 38.75°. A pesar de que el espectro de
senal es multimodal, con crestas de 6ptimos locales muy cercarnos a su maximo global pero
cuyas coordenadas pueden resultar lejos de los angulos reales, el StGA2 es capaz de escapar
de dichos 6ptimos locales y converger rapidamente.

Espectro de sefial U1

| Optimo

Espectro MDM dB

L L L L L L N L L
5 10 15 20 25 I 3F 40 45 w0
Namero de Generacion

Figura 10: Espectro de senal Figura 11: Cuatro mejores aptitudes
para usuario Ul por generacién usuario Ul

La convergencia del StGA2 desde el punto de vista poblacional se analiza en las figuras 12-15,
las cuales muestran la evolucién de la poblacional en distintas generaciones. La figura 12
representa la poblacion inicial totalmente diversificada sobre las curvas de nivel del espectro
de senal Ul. En la generacién 10 (figura 13) se han localizado dos grandes nichos, incluso
la “firma” del segundo usuario U2 parece mas prometedor, sin embargo, en la iteracion 20
(figura 14) se escapa hacia la “firma” del usuario Ul que representa el éptimo global. Una
vez que se da la convergencia, la poblacién poco a poco tiende a diversificarse y contraerse
de nuevo como ilustra la generacién final de la figura 15

Ldimensiones 2 y 30



STGA2 APLICADO A COMUNICACIONES MOVILES

Contomos sefial Ut y Po
- -

P /
— e O SN
Hhejor A
8 Mejor
] S @
L — e S NS Indviduo
ke / i s
v s ) (
o / \ / \
£ /) (Fmauty |
3 \ { ) {
s \ )
g 75 L.
Z 9 { / I 0 q
g N ) ) \
g \ )
§ /
< b i
\ ('/
W
40 \Firma yZ N ]
v % = — \ /
! W [O~T I {
0 / A f /A A \
60 20 20 0 2 0 50

Figura 12: Distribucién de la poblacién

60

DOA de sefial directa

inicial (P0) usuario Ul

Contornos sefial U1 y P20

AOA de multitrayectoria

60 vi T -
== T
S o @
e * i
) .
20 / ) { )
: )
{ )
0 ) [ 4
/ \
)
&\} {
2 Ny
) NGO~ VI
50 / Ly f f L \
-60 -40 -20 0 20 40 60

Contornos sefial U1y P10

DOA de seiial directa
Figura 13: Poblacién después
de 10 generaciones

Contornos sefial U1y P50

\ e \ 7
— e e e - e ——c S 93
4D & a0p e R
P N, P ey C e
= K, N L ) / (
S 20 Y = 5 / ) ({ Fima U
3 { 2 ( / \ DOA=507
s \} Ef \ ] aoa=34(79
2 g { \
=0 . 4 S \ {
g { 2 ) {
3 ! 8 { )
\ {
S-20 5. ) (.
) < ——
40 \ ; iy 1 i Y
W il g \ / *\
i i T 7 > {
DY/ N[N, | |
60 L A . L L LY i N
60 40 -20 0 20 40 60 60 40 20 0 20 40 60

DOA de seifial directa

Figura 14: Poblacion después

de 20 generaciones

DOA de sefial directa

Figura 15: Poblacién final

en 50 generaciones

45

Espectro MDM para 30 multi-trayectorias: En este caso se aumenta el niimero

de generaciones debido al tamano del espacio de busqueda.

El escenario con usuario y

dispersores que generan la multi-trayectorias se muestra en la figura 16; el comportamiento
de la mejor aptitud por generacion, la distribucién de la solucion final y el corte del espectro

multidimensional se muestran en las figuras 17, 18 y 19, respectivamente.

De nuevo, el

algoritmo exhibe convergencia hacia el 6ptimo global (0 dB en este caso), pero aun cuando
estd muy cerca de dicho punto, la distribucion estimada de angulos difiere de la distribucion
real esperada. Esto sucede debido a que el algoritmo esté disenado para encontrar el mejor
valor de la funcién objetivo (espectro de senal), indistintamente del punto que lo defina. En
la figura 18 aproximadamente ocho variables coinciden pradicamente con su valor correcto,
mientras que el resto presenta desviacion; la mejor aptitud fue 0.0060 muy cercano al 6ptimo
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Figura 16: Escenario con 30
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Figura 17: Mejor aptitud por corrida,

30 multi-trayectorias
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Valor de variable (grados)
Corte MDM Sefial (dB)

E = L
o 5 10 15 20 25 30 -60 -40 -20 20 40 60

2 0
Indice de variable DOA (grados)

Figura 18: Soluciones reales vs. Estimadas, Figura 19: Corte en DOA del espectro
30 variables de senal MDM-30D

6 Resumen y conclusiones

Presentamos una modificacién del Algoritmo Genético Estocastico (StGA), denominado
StGA2, en conjuncion con el algoritmo de estimacion de fuentes MUSIC Multi-dimensional,
con el fin de estimar las DOAs en presencia de multi-trayectorias en sistemas de comunica-
ciones moviles. Se analiza la convergencia del algoritmo, desde el punto de vista generacional
y poblacional, para el caso de dos y 30 dimensiones, mostrando que el StGA2 converge con
precision y rapidamente. Para dimensiones de hasta treinta multi-trayectorias se mostro
empiricamente que el algoritmo converge al 6ptimo global aunque no necesariamente es
la combinaciéon de DOAs reales. El problema para lograr una estimacion correcta no se
debe al algoritmo, sino a la complejidad geométrica del espectro multidimensional MDM,
el cual contiene generalmente multiples crestas en el paisaje que dificultan discriminar la
combinacién correcta.
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Apéndice

PARAMETROS UTILIZADOS POR EL STGA2

MaxGen = 20 a 200
NP =40 a 100
N=5

Gap= 0.1*NP
L=5u8

p. = 0.85

Pm = 0.2
tasa_max = 0.35
tasa_min = 0.02
Tn =2

[—60°, 60]

I‘i/ =10.2°,4°]

V =V;+rand(1, M)(V,, — V}) en I},

Maximo No. de Generaciones
Tamano de la poblacion
Ntumero de hijos asexuales
Porcentaje de elitismo = 10
Longitud de subcadena, 5-12 bits
Probabilidad de cruzamiento
Probabilidad de mutacién
Tasa maxima de mutacién
Tasa minima de mutacién
Tamano del torneo

Dominio de las variables 6,
Intervalo para las variazas Vj;
para calcular §;
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Resumen

En este articulo se presenta un modelo de sequridad basado en la arquitectura ARSEC-AMS
que implementa un sistema multi-agente para el andlisis de contenido. FEl sistema propuesto
utiliza reglas tipo Prolog para la deteccion de patrones qe coincidan con el contexto de un
conjunto de mensajes comunes previamente obtenidos, que han sido utilizados para confundir
al receptor y ser victima de fraudes o enganos.

1 Introduccion

En la actualidad, el correo electronico sigue siendo uno de los medios de comunicacion
mas utilizados para intercambiar informacion de manera electrénica. Cabe mencionar que
mantener un intercambio constante de informacién puede representar un riesgo tanto para
los usuarios como para el propio sistema.

Existen varios métodos de robo de informacion, siendo uno de ellos el phishing, el cual
se caracteriza por ser utilizado para obtener informacién confidencial de las personas de
forma fraudulenta a través del engano [1]. Otro método cantinmente utilizado son los bots
(abreviatura de robots), el cual es un programa informético que simula a un ser humano
para interactuar con las personas y enganarlas [2]|, dicho programa suele utilizarse para
enviar archivos infectados por algtiin tipo de medio electronico a través de una frase comin,
por ejemplo, el correo electronico.

Con el fin de buscar una alternativa que contribuya a disminuir dicha problematica, en
este trabajo, se propone un modelo de seguridad basado en la tecnologia de agentes que
analiza el contenido de la informacién intercambiada en el correo electrénico. Dicho analisis,
permite la deteccién de amenazas de tipo phishing y bot.

Para efectos de organizacion, el documento se ha integrado en 4 secciones, presentandose
en la seccion 2 las herramientas actualmente utilizadas para atacar esta probleméatica. Por
otro lado, en la seccion 3, se describe el modelo de seguridad propuesto, y por ultimo, las
conclusiones y referencias bibliograficas son presentadas.
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2 Herramientas actuales

Hoy en dia, existen varias herramientas que son utilizadas por programas de clientes de correo
con el fin de ofrecer cierto grado de seguridad para el usuario. Las aplicaciones de escritorio
més utilizadas para el correo electrénico son: Microsoft Outlook [3], Mozilla Thunderbird
[4], Windows Mail [5], etc. Por otro lado, existen otras aplicaciones basadas en la web para
revisar el correo electrénico, tales como: Windows Live Hotmail [6], Gmail [7], Yahoo! Mail
8], etc., que al igual de las aplicaciones de escritorio, tienen su propio método de deteccién
de mensajes maliciosos.

Ademés de este tipo de herramientas existen otras externas que ayudan a filtrar los men-
sajes, por ejemplo: ESET, Symantec, Avast Software, Panda Security, Kaspersky Antivirus
y McAfee Secure [9-14].

A pesar de de la amplia variedad de propuestas, en la literatura no se encontré una apli-
cacion de correo electronico que implementara analisis de contenido al recibir o intercambiar
mensajes a través de este medio. Tampoco se detectdé una empresa o institucién que se
encuentre estudiando o desarrollando algiin modelo parecido al propuesto en este trabajo.

3 Metodologia

Como una alternativa para resolver esta problemaética, se presentara una propuesta de de-
sarrollo de un sistema basado en agentes, tomando como base la arquitectura ARSEC-AMS
[15] que se ilustra a continuacién (Figura 1).

Ambiente f
Modulo
Pizarma
Madulo
Deliberativ
Sensores érprete Cognitivi Efectores
\ Modulo
Seguridad
Maodulo
Beactivo —

Figura 1: Arquitectura ARSEC-AMS

La arquitectura ARSEC-AMS se compone de médulos que permiten implementar un
sistema multi-agente aplicando conceptos de seguridad y que sera aplicada para detectar la
peligrosidad de los mensajes intercambiados mediante el correo electronico.

3.1 Detalles de la implementacion

En cuanto a la programaciéon del conocimiento, se aplicaran reglas tipo Prolog y técnicas
de analisis de contenido. Por otra parte, y con el fin de proteger la informacién que se
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intercambia a través de la red se utilizaran las libreriss OpenSSH y OpenSSL, los cuales hacen
la conexion del usuario con el sistema y la transaccién de informacién de forma segura.[16
- 17]. Ademas se disené un analizador 1éxico (tokenizador), el cual descompone la frase en
tokens para un manejo méas sencillo en el analisis de contenido, una base de datos para el
control de sesiones de agentes, un glosario con una clasificacion ontoldgica de las palabras
que son consideradas con un grado de peligrosidad para el usuario, y una pizarra para el
control de las ocurrencias de eventos que son considerados como una amenaza a la seguridad
del sistema.

3.2 Anilisis de Contenido

El anélisis de contenido es un conjunto de técnicas, que permiten distinguir el significado
simbolico de los mensajes con respecto al modo de produccion. Estos mensajes por lo regular
no tienen un unico significado, ya que en ocasiones cambia su semantica segtin el contexto
en que se presenta cierta informacién [18-19].

3.2.1 Componentes del analisis de contenido

e Objetivo

Realizar una inspeccion en las frases para identificar aquellas que representen un peligro
para el sistema o para el usuario.

e Universo

a) Solicitud de datos personales
b) Solicitudes de datos de tarjetas bancarias.

c) Enganos sobre falsos premios y ofertas.

Hay infinidad de temas que se pueden abordar, sin embargo, nos enfocaremos al universo
descrito anteriormente, ya que es importante reconocer que el idioma espanol es muy extenso,
lo cual hace que el analisis de la informacion sea complejo. Para efecto de prueba se tomaron
frases relacionadas con los temas planteados en parrafos anteriores [20-23].

Del estudio realizado sobre las frases se hizo una selecciéon de las palabras claves que
pueden proporcionar informacién significativa en la interpretacion del mensaje enviado, a
fin de poder detectar patrones que permitan identificar alguno de los problemas que se
mencionan en el universo planteado en el sistema.

Dado que una oracién se compone de sustantivos, verbos y adjetivos, las palabras fueron
clasificadas siguiendo dicho esquema, para después obtener los nicleos de estas mismas y
cambiar por simbolos cada letra del niicleo, de esta manera, se evitan problemas de repeticion
de palabras. Ademaés se agregaron las palabras que llevan mala ortografia, ya que es comun
que este problema se presente en este tipo de comunicaciones de mensajeria instantanea.
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3.3 Tokenizador

Un tokenizador es un programa que separa las palabras, toma cada palabra y la compara
con las contenidas en la base de datos, por medio de consultas se determina si la palabra
pertenece al conjunto de verbos, sustantivos o adjetivos.

Después de ordenar las palabras, éstas son evaluadas con reglas tipo Prolog, y asi analizar
los mensajes para determinar la peligrosidad.

Con la clasificacion de las palabras claves bajo el esquema de verbos, sustantivos y adje-
tivos, se clasifican en funcién al problema con el fin de tener un mayor control e identificar
la amenaza que se detecte.

3.4 Programacion del Conocimiento

Después de clasificar las palabras, éstas son enviadas al médulo de programacion del cono-
cimiento donde son evaluadas a partir de reglas tipo Prolog, ya que proporciona un medio
facil para el analisis de los mensajes y asi determinar la peligrosidad de estos.

Con la clasificacion de las palabras claves bajo el esquema de verbos, sustantivos y ad-
jetivos se procedi6 a clasificarlas segin el problema en el que se abordara esto con el fin de
tener controlada e identificada la amenaza que se estara detectando.

A continuacién se describe un ejemplo de clasificacién para las amenazas de “solicitudes
de falsos premios” y “solicitudes de datos de tarjetas bancarias”. Cabe recordar que en los
siguientes ejemplos, las palabras claves no han sido modificadas, esto es para tener un mejor
entendimiento de las reglas por utilizar.

Solicitudes de falsos premios:
verbo_f (ganado) .
adjetivo_f (gastos).
sustantivo_f (premio) .

A continuacién se presenta un ejemplo estructurado de reglas tipo Prolog para detectar
la amenaza de solicitudes de falsos premios:

foto(X,Y) :— verbo_f(X),sustantivo_f(Y).

foto(X,Y):- adjetivo_f(X), sustantivo_f(Y).

foto(X,Y,Z2) :- verbo_f(X), adjetivo_f(Y), sustantivo_f(Z).
foto(X,Y,Z) :- verbo_f(X), adjetivo_f(Z), sustantivo_f(Y).
foto(X,Y,Z) :- verbo_f(X), adjetivo_f(Y), sustantivo_f(Z).

3.5 Modelo de Agentes

La arquitectura ARSEC-AMS define los siguientes perfiles de agentes (ver figura 2):

e Agente Coordinador:
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“Realiza una actividad especializada, orientada a la coordinacién de transacciones que
permiten aplicar niveles de seguridad en el sistema, y a la coordinacion del trabajo de
agentes locales y de red” [11].

e Agente Local:

Tiene asignadas como principales actividades, la de vigilar los mensajes enviados y
recibidos, revisar el comportamiento de los usuarios de forma local en el sistema. Estos
mismos agentes haran el analisis de contenido del mensaje.

e Agente de Red:

Tiene como funcién monitorear los mensajes enviados por un usuario y hacerlos llegar
al sistema.

Agente Coordinador

Agente Local

Agente de Red

Figura 2: Jerarquia de Agentes

3.6 Manejador de Pizarra

“En base al analisis realizado se ha decidido implementar la arquitectura de pizarra especifi-
cada como uno de los médulos de ARSEC-AMS que ha sido denominada BLACKBOARD-
ECRE, tomando en cuentas las siguientes especificaciones” [15]:

La arquitectura de pizarra sirve como medio de comunicacién en un sistema de agentes
a través de sus componentes:

e Pizarra
e Fuentes de conocimiento

e Mecanismo de Control

En este proyecto la pizarra se ha disenado de tal manera que ésta llevara un registro de los
diversos eventos que estan ocurriendo los cuales serian:

e Tener un seguimiento de los mensajes que se consideren peligrosos

e Registro de los usuarios que envien mensajes considerados peligrosos
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Con la pizarra se pretende tener un registro general de los eventos y un control de la infor-
macién que se va generando al usar el modelo. En la figura 3 se muestra el control de la
pizarra.

I Agente Local y de Red * ]f'
4 '

] I
: ¥
| Sensores | ‘ Efectores [

Pizarra

Seguimiento
de eventos

Base de
conocunientos

Agente Coordinador **

Datos  =---p»
Control ——» T

*  Funciones: monitoreo v registro
## Funciones: monitoreo. analisis, registro v control

Figura 3: Médulo Blackboard-Ecre

4 Conclusiones

El correo electronico ha sido un gran impacto para el ambito social como el empresarial, por
tal motivo es uno de los recursos mas utilizados, en América Latina, para hacer fraudes y
enganos a los usuarios por medio de mensajes de doble intencion, donde el usuario no es capaz
de percatarse facilmente de la intenciéon del mensaje, ya que son frases usadas cominmente
por el lenguaje coloquial.

La motivacion de este trabajo nace del hecho de que aunque hay muchos tipos de aplica-
ciones para la deteccion de bots y phishing, estas no son un tanto por ciento seguras porque
solo guardan registro de las actividades que se tiene conocimiento y no de patrones que
tienen algunas aplicaciones daninas a los sistemas o a los usuarios. El sistema se enfoca a
las vulnerabilidades llamadas bots y phishing, ya que es donde se tiene un mayor impacto a
los usuarios, al robar su identidad y generar fraudes sin que el usuario se percate de lo que
pasa.

Por tal motivo en el sistema se analizan los correos electréonicos que el usuario recibe
y por medio del anélisis de contenido se puede obtener la verdadera intencién mensaje.
Esto es posible con la ayuda de la programacion del conocimiento, apoyada por agentes que
intercambian informacion, para asi tener mayor seguridad con ciertos patrones de mensajes
malintencionados y no confiar en solo actividades ocurridas con anterioridad.

Por ultimo cabe mencionar que el sistema es una propuesta de solucién para la seguridad
en el correo electréonico implementado en Microsoft Outlook 2010, en el ambiente Windows-
NT y que facilmente puede extenderse a otras plataformas en base al modelo planteado.
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Resumen

Se explican aqui las caracteristicas fundamentales del software libre Sage. Se muestra a
través de ejemplos, como ejecutar algunas funciones de esta herramienta considerando algunos
problemas matemdticos. Sage es una gran herramienta para la investigacion, estudio y apli-
cacion de las matemdticas en general. Se busca ademds con este articulo difundir el uso de
Sage y de todo el software libre como herramienta para la investigacion y la ensenianza de las
matemdaticas en las instituciones de educacion media superior y superior. Esto redunda en un
gran beneficio tanto para los estudiantes y profesores, como para las instituciones y el pafs.

1 Introduccién y ventajas con Sage

Sage es un programa y conjunto de librerias o bibliotecas que sirven como herramienta para
hacer investigacion en matematicas o para la ensenanza de las mismas. Sage es software libre
bajo la licencia GPL, es decir, es gratis con acceso a todo el cddigo fuente y sin limitaciones
para su instalacion. La misién principal con Sage es convertirlo en una excelente o mejor
alternativa a los programas comerciales como son Mathematica®, MATLAB®, Maple™ o
Magma entre otros [5] [4] [1]. Sage esté disenado y enfocado para la investigacion y ensenanza
en geometria, computo numérico, teoria de ntimeros, algebra, calculo, criptografia, combi-
natoria y demas areas relacionadas. Sage es relativamente nuevo y apenas se empieza a
conocer en el mundo académico. Es muy sencillo convertir los programas de Mathematica®
para correrlos en Sage ya que este ultimo cuenta con una gran cantidad de funciones equiv-
alentes. Hay varias ventajas a enumerar en Sage y no solo el costo que en estos dias ya es
mucho decir. Con Sage tenemos una mayor flexibilidad e integraciéon para trabajar en la
investigacién y/o ensenanza de las matematicas de una manera mas interactiva.

1.1 Los inicios

La primer versiéon de Sage aparecié el 2005, su creador y actual lider del proyecto es el
doctor William Stein que es profesor de matematicas en la universidad de Washington. Sage
nacié como software libre bajo la licencia GPL, lo cual significa que todo mundo tiene acceso
total a su codigo fuente y que no hay que pagar por usarlo. Actualmente Sage cuenta con
cientos de desarrolladores alrededor del mundo y hasta con una fundacién para continuar
financiando el proyecto. Desde antes de Sage ya existian programas en software libre para
mateméticas como SciLab, RLab o GNU/Octave entre otros. Sin embargo, ninguno tiene la
vision o cumple con las expectativas de Sage. Por ejemplo, GNU/Octave es solo un clon de

o7
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MATLAB® y sus objetivos se limitan a solo eso. Una copia no podré nunca llegar a ser igual
que el original. La visiéon y misién de Sage van mucho mas alla, Sage no es clon de ningin
otro, es un programa original que busca ser una alternativa mejor que cualquier programa
de licencia comercial para matematicas.

1.2 Sage y Python

En Sage se usa Python como lenguaje de programaciéon base, lo cual es otra gran ventaja
para los investigadores y estudiantes. Python es un lenguaje estandar de programacion y
también es software libre. Es muy usado en la ciencia por su gran soporte y por ser facilmente
integrable con otros lenguajes y herramientas; es un lenguaje de alto nivel, orientado a obje-
tos, de proposito general y facil de aprender que aumenta la productividad en sus usuarios.
No por nada es que Python es usado en la NASA y en muchas otras instituciones publicas o
privadas que se dedican a la ciencia. En el software comercial para matematicas cada fabri-
cante usa su propio lenguaje particular para la interfaz de usuario, lo cual es una desventaja
ya que el esfuerzo y tiempo empleado para aprender dicho lenguaje exclusivo, solo sirve
para trabajar en dicho software comercial. Python es ademas un lenguaje mas maduro, mas
desarrollado y mas flexible que cualquiera de esos lenguajes exclusivos.

1.3 Desventajas con el software comercial para matematicas

Unas de las mayores desventajas en el software comercial para matematicas, ademas de los
precios elevados por licencia de uso, es que son como una caja negra ya que los usuarios
no tienen acceso al coédigo fuente y no se sabe exactamente que algoritmo es el que se esta
utilizando en las operaciones y calculos. Es decir, no se le puede hacer un escrutinio al codigo
para saber como el programa llegd a determinado resultado. Para los investigadores, el no
poder revisar el codigo o algoritmo utilizado en el programa de computadora es como publicar
un teorema y no hacer su demostracion o validaciéon. Con Sage tenemos una transparencia
total en las operaciones, el codigo fuente esta a la vista de todo mundo. Ademas de ser libre
y gratis, Sage también es multiplataforma, se puede instalar y correr en Microsoft Windows,
en Macintosh, en Linux o en otros *NIX.

1.4  Sage en el supercémputo

El computo de alto rendimiento es actualmente una gran herramienta para hacer inves-
tigacion y desarrollar tecnologia en practicamente todas las areas de la ciencia. Esto a
través de la mineria de datos, calculo intensivo o simulaciones. Las supercomputadoras son
maquinas que cuentan con cientos o miles de procesadores interconectados entre si y traba-
jando coordinadamente. Sage cuenta con un moédulo llamado dsage donde la letra d viene
de “distribuido”. Este médulo permite a Sage dividir el trabajo en partes que pueden ser
computadas separadamente para después ensamblar esos resultados parciales y obtener asi
la solucion. El beneficio es obviamente en tiempo. Hay casos donde la cantidad de datos
y operaciones son tal que llevarlas a cabo en un solo procesador tomaria varias horas, dias,
meses o hasta anos terminarlas. Un ejemplo sencillo de esto es el buscar o descubrir nuevos
niameros primos.
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1.5 Sage y KTEX
Sage tiene también integrado WTEX y BibTeX para el manejo de formulas y referencias bibli-

ograficas. Cuenta ademéas con una interfaz grafica muy amigable conocida como “Notebook”
que se beneficia de esto. Mas datos sobre Notebook en la seccién 2.3.

1.6 Documentaciéon y la comunidad

Sage cuenta con muy buena documentaciéon que se puede descargar gratis también desde
su péagina oficial [8] [7]. Gracias a la gran comunidad de usuarios que crece dia a dia, es
facil encontrar ayuda en los foros para resolver cualquier duda en su manejo. Similarmente,
cualquier falla se resuelve rapidamente ya que todo mundo tiene acceso al codigo fuente.

2 Sage en la ensenanza de las matematicas

El uso de las herramientas adecuadas para coadyuvar en la ensenanza/aprendizaje de las
matematicas es pieza clave para facilitar este proceso. Actualmente cada vez mas gente
tiene acceso a recursos de computo e Internet lo cual trae grandes beneficios para maestros
y alumnos para que todo sea mas interactivo y las matematicas mas faciles de ensenar y
también de asimilar. A continuacion agregamos unos ejemplos ilustrativos del uso de Sage.

2.1 Sage interactivo

Con Sage podemos de manera interactiva resolver ecuaciones, al llamar al programa por ter-
minal, este nos da acceso para entrada de comandos. Aqui algunos ejemplos bajo la versién
3.1.4:

sage: 372
9
sage: integral(sin(x),x)
-cos(x)
sage: integral(sin(x), x, 0, pi/2)
1
Lo que Sage nos resolvi6 fueron las siguientes ecuaciones:

32=9

/sinxdx = —cosz +c

w/2
/ sinzdr =1
0

Procedamos ahora a resolver una funcién periddica dadas las siguientes caracteristicas:

0 i —ra<r<0
fa) =1, Z 0;3 <””7T ademas f(z) = f(27 + )
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Esto es obviamente una senal periddica de onda cuadrada. Para expresar dicha senal en
forma de ecuacién requerimos determinar los coeficientes de las series de Fourier [2] [6] [3]
de acuerdo a su definicién que agregamos aqui con fines practicos.

Definicién 1 Sea f(x) una seccion de una funcion periddica en el rango [-m, 7). Entonces,
las series de Fourier de f(x) estdn dadas por la serie:

o)
ap + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1

Donde los coeficientes a,, y b, en la serie estan dados por:

1

ag = —
21

7rf(a;)d:r : an:%/if(x)cosnxdx : bn:—/Tr f(z)sinnzx dx

—Tr —T

En Sage procedemos de la siguiente manera:
sage: f1 = lambda x:0
sage: f2 = lambda x:1
sage: f = Piecewise([[(-pi,0),f1],[(0,pi),f2]])
sage: x = var(“x”)
sage: n = var(“n”)
sage: assume(n, ‘integer’)
sage: assume(n > 0)
sage: f.fourier_series_value(0,pi)
1/2
sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(n,pi)
0
sage: f.fourier_series_sine_coefficient(n,pi)
(1 - (-1)"n)/(pi*n)
sage: f.fourier_series_partial_sum(9,pi)

2xsin(7+x) /(7+pi)+2xsin(5+x) / (5xpi)+2*sin(3+x) / (3xpi)+2*sin(x) /pi+1/2
Lo que Sage nos dice es que los coeficientes de las series de Fourier son los siguientes:

1—(=1)" 0 si n es par
nm 2 si n es impar
nm

ap=1/2 , y para n>1, a,=0, b,

También el altimo comando nos da la suma parcial de los primeros nueve elementos, apare-
cen solo cinco ya que omite los ceros de la funcién de cosenos. La serie de Fourier de la senal
periédica de onda cuadrada es entonces:

ap + a1 cosx + ascos2x +agcos3xr + - -+ +bysinx + bysin 2z + bysindz + - - -

2 2 2 2
=—+ —sinx+ —sindr 4+ —sindr + —sin7xr + - - -
2 7 3T 5% 7T
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Obviamente en Sage también podemos dibujar esta senal usando el siguiente comando:
sage: show(f.plot_fourier_series_partial_sum(50,pi,-10,10))

Lo que le estamos diciendo a Sage con el comando anterior es que queremos la grafica
evaluada en los primeros cincuenta términos de la serie y la muestra en el rango de -10 a 10
en el eje de las equis. El segundo valor es para indicar cual es la mitad del periodo de la
senal que en este caso es . La grafica que Sage nos devuelve se observa en la figura 1.

=T

0.5k

0.25-

Figura 1: Onda cuadrada periddica resultado de la evaluacion
de los primeros 50 términos de la serie de Fourier.

Podemos usar un filtro también para suavizar la salida de la suma parcial de la serie. En
Sage hay varios filtros para las series de Fourier, vamos a usar el filtro de Hann que es un fil-
tro pasa-bajas utilizado para remover ruido de altas frecuencias. En Sage damos el comando:

sage: show(f.plot_fourier_series_partial_sum_hann(50,pi,-10,10))

La grafica que obtenemos se muestra en la figura 2 y como puede apreciarse, la salida esta
suavizada. Con Sage se puede trabajar también en la solucion de ecuaciones diferenciales,
transformadas de Laplace, transformadas de Fourier, transformada Z, transformadas y poli-
nomios de Legendre, funciones y polinomios de Chebyshev, series de potencias, matrices,
nimeros complejos, probabilidad y estadistica, combinatoria, teoria de grafos, criptografia,
etc., etc.

2.2 Gréaficas 2D y 3D en Sage

Con Sage podemos dibujar o trazar funciones como ya vimos en el ejemplo de las series de
Fourier. Podemos generar graficas polares como se muestra con el siguiente comando. Sage
nos dibuja la mariposa que se observa en la figura 3.

sage: polar_plot(exp(sin(x))-2+cos(4+x)+(sin(x/12)"5), 0, 24xpi, rgbcolor=‘orange’)

Procedamos ahora con el trazado en 3D de la ecuacién (x? +3y2)61_5”2_y2 donde la grafica
de salida se aprecia en la figura 4 desde diferentes angulos. La figura puede rotarse usando
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I (‘ r
0.5

0.25-

-10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5 10

Figura 2: Onda cuadrada periddica resultado de la evaluacion
de los primeros 50 términos de la serie de Fourier
y pasada a través del filtro Hann.

Figura 3: Grafica polar de la ecuacién es™* — 2 cos 4z + sin® 5
evaluada de 0 a 24r.

el ratén de la computadora, nétese como tiene efectos de sombra. Los comandos usados son
los siguientes:

sage: x, y = var(‘x,y’)
sage: plot3d((x~2 + 3xy~2)*xexp(1l-x"2-y~2), (x,-2,2), (y,-3,3), adaptive=True, \

color=[‘red’,‘yellow’,‘green’], max_depth=10)

Sage nos permite también hacer proyecciones paramétricas en 3D de vectores de ecua-
ciones. En el siguiente ejemplo usaremos las ecuaciones f(z) = (2 + £ cosu)cosv , f(y) =
(24 scosu)sinv y f(z) =zsinu+% que nos producen un serpentin o tubo en espi-
ral. A continuacién se senalan la serie de comandos que utilizamos en Sage para esto y 1 a
imagen 3D de salida se muestra en la figura 5. La imagen se puede rotar con el ratéon de la
computadora y nétese como con el comando “opacity=.5" la hicimos semitransparente.

sage: u, v = var(‘u,v’)

sage: fx = (240.8xcos(u))*cos(v)

sage: fy = (240.8xcos(u))x*sin(v)

sage: fz = 0.8xsin(u)+v/2
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Figura 4: Gréfica en 3D de la ecuacion (22 + 3y2)e! "¢’

sage: parametric_plot3d([fx,fy,fz], (u,0,2*pi), (v,-3*pi,3+ pi), frame=False, opacity=.5, \

mesh=True, color=*“orange”)

Figura 5: Imagen paramétrica en 3D generada por el vector de ecuaciones

[(2+ 2 cosu)cosv , (2+ 3 cosu)sinv , £sinu+ ]

2.3 La interfaz Notebook en Sage

Una de las mas grandes ventajas de Sage respecto del software comercial, ademas del precio,
es su interfaz grafica para Internet que se puede acceder desde cualquier navegador. Esta
caracteristica es la que le da una gran versatilidad y es de gran ayuda en la ensenanza de
las matematicas ya que Sage puede ser instalado en un servidor de Internet y los usuarios
o alumnos acceder el recurso desde cualquier parte. Esta cualidad, a la fecha, no la tiene
ningun software comercial en la competencia. Un ejemplo de uso de Notebook se muestra en
la figura 6, y este se invoca desde Sage con el comando: sage: notebook()
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fl = lambda x:0

f2 = lambda x:1

f = Piecewise([[(-pi,0),f1],[(0,pi),f2]])
x = var("x")

n=var("n")

assume(n, 'integer')

assume(n > 0)
show(f.fourier_series_partial_sum(9,pi))

2sin(7z)  2sin(5z) 2sin(3z) 2sin(z)
+ + +

1
*3

T 5 3 T

Figura 6: Céalculo de la serie de Fourier del ejemplo de la seccién 2.1
usando el Notebook de Sage.
Notese como la lectura del resultado es méas amigable.

Esto abre automéaticamente el navegador de Internet en la direccion http://localhost:8000 para
trabajar localmente en Sage. También se puede configurar el Notebook como servidor de
Internet para trabajar en red o remotamente, uno o mas usuarios.

Otro forma muy didéactica en como usar Sage de manera interactiva para la ensenanza
de las matematicas, en este caso para ilustrar la teoria del caos, se muestra en el programa
para trazar el modelo de Lorenz (figura 8) en el Notebook. Como resultado obtenemos el
applet que se muestra en la figura 7.

3 Como obtener e instalar Sage

El software de Sage puede descargarse totalmente gratis a través de su pagina oficial que
se encuentra en la direccion http://sagemath.org en donde se redirecciona a diferentes sitios
espejo. Sage esta disenado para correr de forma nativa en sistemas operativos Linux/Unix,
como es el caso de las distribuciones Ubuntu, Debian, CentOS, entre otras de Linux; y
Mac OS X, Solaris, OpenSolaris, FreeBSD, entre otras de Unix. Normalmente se descarga el
codigo fuente para compilarlo, aunque también existen paquetes ya precompilados (binarios)
para ciertas distribuciones de Linux o versiones especificas de Mac OS X o de Solaris. En el
caso de los diferentes sistemas operativos de Microsoft Windows, Sage tiene que correrse de
manera virtualizada para lo cual se recomienda instalar la herramienta VirtualBox (también
gratis) y dentro de esta instalar Linux/Unix y después Sage. En el mismo sitio oficial se
encuentra una guia de instalacion detallada segiin sea el caso.

4 Conclusiones

El futuro de Sage es muy prometedor, en poco tiempo ha mejorado bastante y ha captado la
atencion de mucha gente, organizaciones e instituciones alrededor del mundo. Esto se debe
no solo a que sea gratis sino a que es un software muy bueno e innovativo y de cédigo abierto,
de gran flexibilidad y programable mediante un lenguaje estandar universal. Esto entre otras
cosas es lo que lo hace muy atractivo para los investigadores. La interfaz grafica para acceso
por Internet es otro de los atributos de Sage que ninguno de los programas comerciales para
matematicas poseen. Esto capta la atencion de los profesores de matematicas e ingenieria
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Atractor de Lorenz

Las ecuaciones que gobiernan al atractor de Lorenz son:

Donde o es llamado el valor Prandtl y p es el valor Rayleigh.
a,p, > 0, aunque usualmente o =10, § =8/3 y p varia, dandose el
comportamiento cadtico cuando p= 28.

El valor de k determina el nimero de iteraciones.

sigma [to
rho [z8
beta hw

Kk : 1498

21 -25

Figura 7: Modelo (o “Atractor”) de Lorenz interactivo en 3D con cubo rotatorio.

para usarlo como herramienta de apoyo para facilitar la ensenanza y la asimilacion en las
clases. De continuar esta tendencia, en poco tiempo Sage podria desplazar al software com-
ercial para matematicas cominmente usado en la educaciéon, en los laboratorios y centros de
investigacion en general. Precisamente el proyecto Sage lo inici6 un investigador inconforme
con las limitaciones impuestas por el software comercial y en poco tiempo muchos otros in-
vestigadores se unieron a la causa y lograron que el proyecto despegara. Actualmente existe
ya la fundacién Sage y reciben apoyo econémico de diversas instituciones y gente alrededor
del mundo para que se siga trabajando en el proyecto y que Sage sea mejor cada dia en
beneficio de todos.
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S admin |Toggle | Home | Published | Log | Settings | Report a
Notebook Problem | Help | Sign out
Atractor-Lorenz S R R

Fieo. 1] Acton. < oata. 21 Y ioriconce |

sage v| [ Typeset

#Atractor de Lorenz
#Grafica la 6rbita del punto (1,1,1) usando el método simple de Euler.

html (*<h3>Atractor de Lorenz</h3>")

html (*Las ecuaciones que gobiernan al atractor de Lorenz son:<br>*)

html(r'<span class="math*>\frac{dx}{dt}=\sigma(y-x)</span>')
html(r'$\frac{dy}{dt}=x(\rho - 2) - y $')

html(r'$\frac{dz}{dt}=xy-\beta z $<br>')

html(r'Donde $\sigma$ es Llamado el valor Prandtl y $\rho$ es el valor Rayleigh.')
html(r'$\sigma,\rho,\beta > 0 $, aunque usualmente $\sigma = 10§, $\beta =8/3 ~§ y
$\rho$ var&iacute;a, deaacute;ndose el <br>comportamiento caoacute;tico cuando
$\rho = 28%. <br>EL valor de k determina el n&uacute;mero de iferaciones.')

@interact
def _(sigma=10, rho=28, beta=8/3,k=(1500, (50..3000)) ):
X=1; y=1; 2z=1; h=0.01; #x,y,z, son €l origen; h es el intervalo de tiempo.
puntos=[1
for i in range(k):
X,y,2=x+h*( sigma*(y-x)), y+h*(x*(rho-z)-y), z+h*(x*y-beta*z)
puntos.append( (x,y,2))
show(point3d(puntos, color='red'))

evaluate [sMath

Figura 8: Programa usado en el Notebook de Sage para dibujar el modelo
(también conocido como “atractor”) de Lorenz.
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Resumen

Se presenta el siguiente avance de tesis de Maestria, el cual consiste en el diseno de reac-
tivos en linea sobre la funcion cuadrdtica que se estudia en el nivel superior del drea econémico-
administrativa. Se utilizan las herramientas del sistema de evaluacion y entrenamiento en linea
“Maple, T.A”. Se consideran para la estructuracion de la propuesta elementos teéricos de Ray-
mond Duwval, el cual se basa en el uso de los registros de representacion semiética algebraico,
grafico, tabular y lenguaje natural. Se reportan los antecedentes, justificacion, el contexto tec-
noldgico, objetivo, la estructura para el diseno que se construyo con base en las consideraciones
tedricas, un ejemplo y conclusiones.

1 Introduccion

La propuesta que se aborda en el presente reporte se enmarca en el proyecto denominado
“Tareas y Exdmenes en linea para Matematicas I usando el Maple T.A.” el cual tiene como
antecedentes los proyectos: “Seguimiento de la imparticién de los cursos de Algebra bajo el
esquema del Nuevo Modelo Curricular de los programas de la Divisiéon de Ingenieria de la
Universidad de Sonora” y “Diseno e implementacién de tareas y exdmenes estandarizados en
linea para el curso de Algebra de los programas de la Divisién de Ingenieria de la Universidad
de Sonora”.

El proyecto mencionado inicialmente se refiere al curso de Matematicas II que se ofrece
a estudiantes de la Divisiéon de Ciencias Econémicas y Administrativas de la Universidad
de Sonora, cuyos temas se refieren al Célculo Diferencial. Particularmente, en el tema de
funciones se estudia la funcion cuadratica como modelo matematico de situaciones de interés
en el area, por ejemplo, funciones que modelan ingreso, demanda, oferta, costo, utilidad,
entre otros. En esta propuesta se muestran avances en el disenio de reactivos sobre el modelo
matematico que representa esas situaciones de variacién cuadratica.

El sistema en el que han sido disenados los reactivos es, como se ha mencionado es
el Maple T.A., el cual cuenta con herramientas matematicas propias software matematico
Maple, asimismo tiene una diversidad de formatos para generar reactivos, por mencionar
algunos: de complementacion, seleccion multiple, opcién multiple, de relacion, preguntas
abiertas, formulas matematicas, numéricas, falso y verdadero. En todos ellos es posible
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generar una amplia variedad de opciones para cada reactivo por contar con la posibilidad
de programar dindmicamente cada uno de ellos. Con esta potencialidad se pueden construir
tareas, examenes, actividades de repaso y estudio con una estructura comun, pero con difer-
entes presentaciones para cada usuario. Adicionalmente el sistema permite que los reactivos
puedan ser automaticamente evaluados, inmediatamente después de haberse realizado una
practica o examen.

Algunas consideraciones tomadas del en cuenta en la construcciéon de los disenos son las
siguientes:

v" Del modelo curricular de la Universidad de Sonora,

- La incorporacién de algin recurso tecnolégico como apoyo en las propuestas
didacticas, sobre todo aquellas que requieren de calculos numeéricos, analisis graficos,
estadisticos, etc.

- Importancia y necesidad de evaluacion significativa por parte de los docentes, au-
nado con la elaboracion de tareas que contribuyan en la construccion del conocimiento
por parte de los estudiantes.

v' De algunos reportes sobre errores y dificultades que se presentan en la ensenanza y
aprendizaje del concepto de funcion y que alertan sobre:

- Las consecuencias negativas de un proceso de ensenanza repetitivo, que en el
caso de las funciones consiste en partir siempre de la expresion algebraica para el
aprendizaje de un objeto matemaético.

- Que los estudiantes interpretan las funciones solamente como funciones continuas.

- La falta de coordinacion de los diferentes registros de representacién para la
funcion.

Atendiendo a lo expuesto hasta este momento, se propone como objetivo el siguiente:

Disenar e implementar reactivos dinamicos en linea para su disponibilidad en
el sistema Maple T.A. sobre la funcién cuadrdtica que se propome para su
estudio en el curso de Matematicas II de la Division de Ciencias Economicas
y Administrativas.

El avance de tesis que aqui se reporta, considera los elementos teéricos de Raymond Duval
sobre el uso de los registros de representaciéon semidtica para la aprehension conceptual de
un objeto matematico.

Duval (1998) define a las representaciones semidticas como producciones constituidas
por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, estas pueden ser:
lenguaje natural, figuras geométricas o graficas, algebraicas, tabular. El autor lo senala en
los siguientes términos: “Para que un sistema semiotico sea un registro de representacion,
debe permitir las tres actividades ligadas a la semiosis:



DISENO DE REACTIVOS EN LINEA PARA LA FUNCION CUADRATICA USANDO MAPLE T. A. 69

- La formacion de una representacion identificable: la enunciacion de una frase, com-
posicion de un texto, escritura de una formula,

- El tratamiento: es la transformacion de esta representacion en el registro mismo donde
ha sido formado. El tratamiento es una transformacion interna a un registro, es im-
portante mencionar que existen reglas de tratamiento propias de cada registro, como
por ejemplo las distintas formas de la ecuacion de la recta.

- La conversion: es la transformacion de esta representacion en una representacion
de otro registro conservando la totalidad o solamente una parte del contenido de la
representacion inicial. ”

Uno de los principales planteamientos en dicho enfoque teérico enfatiza el uso de los diferentes
registros de representacion semiotica, ya que segiin el mismo autor, el tratamiento en cada
registro y la conversién entre ellos, permite aprehender el objeto matematico de estudio y
asi llegar a su conceptualizacion.

También afirma que no puede existir noesis sin semiosis, considerando a la semiosis como
el producto o aprehension de una representacion semidtica y la noesis a la aprehension
conceptual del objeto matematico.

Ademas, Duval (1998) muestra que algunas de las dificultades reflejadas en diversas
investigaciones se deben a la imposibilidad de los estudiantes para leer informacién prove-
niente de algun registro especifico de representacion, por ejemplo, el grafico. Duval menciona
que dichas dificultades se originan por el desconocimiento de las reglas de correspondencia
semiotica entre los diferentes registros de representacion, es decir, por desconocer la existen-
cia de una asociacién entre un registro y otro.

2 Descripcién de la propuesta

Para poder realizar el diseno de dichos reactivos, primeramente se partié del analisis de
las variables visuales propias de la funcién cuadrética en su expresiéon grafica como lo son:
simetria, vértice, concavidad, amplitud o apertura, posicion de la parabola respecto al eje
x, traslacion vertical, traslacion horizontal, interseccion de la parabola con el ejey, intersec-
ciones de la pardbola con el eje = (raices), dominio, rango, entre otras.

Esto sirve para observar globalmente el grafico cuando variamos cada uno de los parametros
de la funcién en su expresion algebraica, para ello tomamos en consideracién cada uno de
los siguientes casos:

. y=2*(a=1,b=c=0)

. y=-2?(a=-1,b=c=0)

M.y =2+ c (Tres casos: ¢ > 0,c=0,c<0).

IV. y = —22+ ¢ (También tres casos: ¢ > 0,c=0,c < 0).

V. y=az® (Tres casos: |a| > 1,]a| =1,0 < |a] < 1)
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VI. y=ar’+c

VII.  y =22+ bx (Tres casos: b > 0,b=0,b < 0)

VIl y = —2%+ bx (También tres casos: b > 0,0 =0,b < 0)

IX. y = az?+ bx (ocho casos : ab > 0,ab < 0,a <0y b>0,a>0yb<0,a==+ly
b>0,a=+1yb<0)

X. y=ar’+br+c

Con base en estos casos se construyo una extensa tabla en la que se desglosan las distintas
variables visuales y que sirvido como guia para el diseno de los reactivos. Una parte de ella
se muestra a continuacion en la Figura 1 con el fin de mostrar el formato.

VALORES DE LAS]VALORES DE LASJVALORES DE LAS|VALORES DE LAS
VARIABLES |VARIABLES VISUALES |VARIABLES VISUALES |VARIABLES VISUALES |VARIABLES VISUALES

v =ax®+bx+c y=ax*+bx+c y=ax?+bx+c y=ax*+bx+c

VISUALES a<0, bc>( b<0, ac>0 c< 0 a,b>0] aqb<0, c>0

traslacion

vertical !
hasta Y:E'4BC'b2 V-4 traslacion hacia arribalhasta Y:[“iac'b: )/{trasistion ‘hacia arriba hasta
que es la ordenada allhasta Y=(4ac+b®)/4a, quelque es la ordenada al Y=[-8ac+b’)/-43, que es la
origen. es la ordenada al origen Jorigen. ordenada al origen

traslacion sofenasi- \

horizontal /\ . /

N _ ra

Figura 1

Se plante6 que para el diseno de los reactivos de dicha funcién se debe de considerar cada
una de estas variables visuales con los valores de los parametros determinados anteriormente,
pero tomando en cuenta las bondades del Sistema Maple, T.A., con respecto a la aleatoriedad
de los parametros e implementacion de graficas entre otros, se redujo el niimero de reactivos
a disenar. Con la intencién de mostrar la lista de reactivos, en los que se realiza la variacion
de los parametros de la funcién y el tipo de reactivo que se contempla para cada variable

visual, se desarrollo otra tabla. De la cual se muestra en la siguiente Figura 2 un pequeno
extracto:
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REACTIVOS DE CONCAVIDAD FUNCION RANGOS DE LOS PARAMETROS
PROPOSICION SOBRE CONCAVIDAD:
FALSA O VERDADERA y= ax®+ bx+ c, b=c=0
PROPOSICION FALSA a positivo, entero o fraccionario 1<a<5h, b=c=0
PROPOSICION VERDADERA @ negativo, entero o fraccionario —-5<a<—-1, b=c=0
y=ax*+bx+c
SELECCIONAR TIPO DE CONCAVIDAD by c positivo o negativo
1<a<4, -3<h<3,
SELECCIONAR CONCAVIDAD HACIA -3 <c
ARRIBA a positivo, entero o fraccionario <3
-4 <a<-1, —3<hb<3,
-3<c
a negativo, entero o fraccionario =3
y=ax*+bx+c,
CARACTERISTICA COMUN by c positivo o negativo
1<a<4, -3<b<<3,
-3<c
CONCAVIDAD HACIA ARRIBA a positivo, entero o fraccionario <3
-4 <a<-1, —3<hb<3,
-3<c
CONCAVIDAD HACIA ABAJO a negativo, entero o fraccionario <3
SELECCIONAR GRAFICAS SEGUN SU y=ax*+bx+tec,
CONCAVIDAD b =c= 0 o positivo o negativo
) 1<a<h, —4<bh<4,
SELECCIONAR GRAFICA CONCAVA -3 <c
HACIA ABAIO a positivo, a, b, ¢ enteros o fraccionarios <3
i —-5<a<-—1, —4<b<4,
SELECCIONAR GRAFICA CONCAVA —-3<c
HACIA ARRIBA a negativo, @, b, € enteros o fraccionarios =3

Figura 2
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En el trabajo de tesis se hace una minuciosa descripcion de los reactivos, senalando su
correspondencia con los elementos del marco tedrico que respalda su diseno. En este resumen
se muestra a continuacion, en la Figura 3, una imagen de la organizacion de los reactivos de
concavidad en el sistema Maple T.A.

Topics in this
Question Bank

Figura 3
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3 Conclusiones

El presente trabajo es un avance sustancial de proyecto de tesis, del cual atin no se tienen las
conclusiones correspondientes, sin embargo, se puede adelantar que ya se dispone de algunos
bancos de reactivos que se estaran trabajando a manera de pilotaje durante el inicio del
semestre 2012-1, y del cual se espera obtener resultados para saber si es necesario realizar
correcciones a los reactivos elaborados, enriquecerlos, o bien, elaborar otros reactivos que
complementen aspectos de interés en el estudio del objeto matematico en cuestion.
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Resumen

En este articulo se mencionan los avances generados en el desarrollo del proyecto “Ela-
boracion de herramientas de aprendizaje de estadistica mra dispositivos méviles”. Hasta el
momento, se han disenando seis MIDlets que los alumnos pueden incorporar a sus teléfonos
celulares y complementar el aprendizaje de la estadistica descriptiva. El primer MIDlet cons-
truye un histograma o un diagrama de barras. El seqgundo calcua las medidas de centralizacion.
El tercero calcula las medidas de dispersion y ecuacion deregresion lineal. El cuarto calcula las
medidas de forma de Pearson y Fisher. El quinto y el sexto MIDlets permiten enviar y recibir
archivos desde y a un teléfono celular equipado con Java. Como trabajo futuro se probard la
pertinencia del Mdédulo Iy realizaremos estudios acerca dela eficacia de los dispositivos méviles
en relacion a la conectividad dentro del campus universitario.

1 Introduccién

En la Universidad de Sonora, los estudiantes de las licenciaturas en Matematicas, Fisica y
Ciencias de la Computaciéon toman un curso obligatorio de introduccion a la estadistica. El
objetivo del curso es ensenar a los estudiantes herramientas estadisticas basicas y familia-
rizarlos con el analisis estadistico usando software estadistico. Estas herramientas corren
solamente en computadoras de escritorio o en laptops, lo que implica que los alumnos deben
estar en el laboratorio de computo o cargando sus laptops.

Por otra parte, tomando en cuenta que en 2009 habia casi 80 millones de subscriptores
celulares en México [1], que una gran parte de estos teléfonos esta en manos de los estudiantes
y que mundialmente alrededor del 50% de los teléfonos celulares estédn habilitados para Java
2], estamos interesados en saber si podemos utilizar todo el potencial de la tecnologia mévil
y usarla para resolver problemas estadisticos, ayudando a los alumnos a aprender estadistica
a cualquier hora y en cualquier lugar y liberandolos de tener que cargar una laptop o de
tener que estar en un centro de computo. De esta manera, tratamos de aprovechar el papel
que juega la comunicacion y la interaccion en el proceso de aprendizaje y que puede llegan a
convertirse en un factor de éxito. Es dentro de este contexto, donde el aprendizaje electronico
(e-learning) y el aprendizaje moévil (m-learning), pueden contribuir en gran medida a mejorar
la calidad en la educacion, porque eso es lo que proporcionan una buena comunicacion y los
ambientes de interaccion.
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En febrero de 2010 el proyecto “Elaboracion de herramientas de aprendizaje de es-
tadistica para dispositivos moéviles” fue propuesto a la Division de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad de Sonora con el objetivo de producir herramientas para la
ensenanza/aprendizaje de estadistica en teléfonos celulares utilizando Java ME (edicién mi-
cro). Java ME fue seleccionado porque casi todos los celulares de rango medio y alto estéan
habilitados para Java, lo que significa que los programas escritos en Java ME, conocidos
como “MIDlets”, son portables entre los distintos sistemas operativos moviles.

En este articulo se presentan los principales avances que s han generado en el desarrollo
del proyecto antes nombrado, después de ocho meses de su aceptacion por la instancia antes
citada y que han dejado grandes logros satisfactorios, disenando seis MIDlets que los alumnos
pueden incorporar a sus teléfonos celulares y usarlos para complementarse en el aprendizaje
de la estadistica descriptiva ofrecida en sus areas de estudio, ademas de poder enviar archivos
al facilitador del aprendizaje (maestro), y a sus companeros desde su dispositivo movil,
asimismo de recibir archivos de los mismos a manera de retroalimentacion. El resto de este
documento se compone como sigue: la seccién 2 presenta la definicion del aprendizaje movil
y sus principales ventajas con respecto a otro tipo de aprendizaje. La seccion 3 detalla el
lenguaje Java ME, y lo que se puede crear en dispositivos moviles con el uso de este lenguaje.
La seccién 4 muestra los resultados obtenidos en el desarrollo del proyecto antes mencionado.
La seccién 5 presenta las conclusiones este avance y las pesquisas futuras de investigacion.
Por 1ltimo, en la secciéon 6 se muestran las referencias bibliograficas.

2 Aprendizaje Movil

El aprendizaje movil (m-learning) es algo novedoso en la actualidad y proporciona oportu-
nidades de aprendizaje a la persona que lo desee, a la hora exacta y en lugar donde éste se
encuentre mediante los dispositivos electronicos moéviles. En un futuro préximo, este tipo de
aprendizaje podria ser desarrollado por personas autodidactas las cuales buscan contenidos
“justo a tiempo”, “a su medida”, que se ajusten de manera muy concreta a su perfil, que
puedan usarse en el momento en que él o ella elija, y que sean lo suficientemente breves y
manejables. El aprendizaje moévil es la adquisicién de conocimiento por medio de alguna
tecnologia de cémputo mévil [3]. Por dispositivos mévies entendemos teléfonos celulares
y agendas personales digitales (PDAs). Con los dispositivos antes mencionados y los re-
cursos educativos siempre disponibles, el aprendizaje movil ofrece grandes opciones para la
personalizacion del aprendizaje de acuerdo a las necesidades reales del alumno.

Las diferencias del aprendizaje movil con otros tipos de aprendizaje se pueden estudiar
desde dos puntos de vista: el tecnologico y el de la experiencia educacional. Respecto a la
tecnologia, el aprendizaje movil se distingue por el uso de equipo portatil que permite al
estudiante tener acceso a los objetos de aprendizaje a cualquier hora y desde cualquier lugar.
Con respecto a la experiencia educacional, Traxler [4] define el aprendizaje mévil usando
palabras clave. De esta forma, el aprendizaje movil es ‘personal’, ‘espontaneo’, ‘oportunista’,
‘informal’; ‘ubicuo’, ‘privado’; ‘sensible al contexto’, ‘segmentado’ y ‘portatil’. El mismo
autor remarca que algunas de estas caracteristicas pueden desaparecer conforme la tecnologia
movil avance, pero propiedades como informalidad, movilidad y contexto permaneceran. Las
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principales ventajas del aprendizaje movil son:

e Eliminacién de restricciones de tiempo y espacio. El aprendizaje esta disponible a
cualquier hora y en cualquier lugar.

e Permite la comunicacion entre pares y con el profesor sin necesidad de contacto fisico.
e Permite recibir instruccién que dependa del lugar donde el alumno se encuentra.

e Permite disenar tareas y exdmenes y que el alumno reciba retroalimentacion instantanea.
e Permite recibir objetos de aprendizaje con video y audio integrado.

e En aquellos dispositivos con cadmara integrada, las fotografias y videos se pueden uti-
lizar como formas alternativas de aprendizaje.

3 Java ME

Java es un lenguaje de programaciéon orientado a objetos que se compila a un codigo de
bytes que corre en una maquina virtual. La maquina virtual de Java (JVM) es una com-
putadora simulada que ejecuta los codigos de bytes ya sea interpretandolos o convirtiéndolos
a instrucciones reales que son ejecutadas en el acto. La JVM permite a los programadores
escribir un programa y correrlo en distintos sistemas operativos sin necesidad de cambios.
El lenguaje Java ha evolucionado y ahora consta de cuatro ediciones, cada una de las cuales
esta orientada al desarrollo de aplicaciones en equipo computacional a distinta escala. Java
EE (edicién empresarial) para servidores, Java SE (edicién estandar) para computadoras
personales, Java ME (edicién micro) para dispositivos méviles y Java Card para tarjetas
inteligentes. Java ME permite diseniar programas, llamades MIDlets [5] que pueden ser car-
gados y ejecutados en dispositivos moviles habilitados para Java. Las librerias disponibles
en Java ME permiten escribir MIDlets con interfaces graficas de usuario, almacenamiento
persistente y comunicacién con otros dispositivos o servidores. Sin embargo, por seguridad
un MIDlet necesita permiso del usuario para tener acceso a informacion personal almacenada
en el dispositivo o comunicarse con otro equipo mévil o con un servidor.

Por lo general, los MIDlets se distribuyen como parte de una suite, que es un conjunto de
MIDlets que realizan tareas semejantes y que comparten recursos tales como bases de datos
e imagenes. Las principales ventajas de programar en Java ME son:

e La JVM es gratis y facil de instalar. En el caso de los teléfonos celulares habilitados
con Java y de algunas PDAs, la JVM ya viene instalada de fabrica.

e NetBeans, un ambiente de desarrollo para Java ME, con editor, compilador y simulador
incluidos, es gratis.

e Los manuales de referencia y los tutoriales son gratis.

e Los programas son portables entre distintos sistemas operativos moviles.
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La portabilidad es especialmente importante en aplicaciones moviles porque en este seg-
mento no existe un sistema operativo dominante como lo es Windows en el mercado de las
computadoras personales. En cémputo moévil, los sistemas operativos mas populares son
siete, que en orden alfabético son: Android, BlackBerry, iOS, Linux, PalmOS, Symbian y
Windows Mobile [6, 7].

4 Resultados

Hasta el momento, y con ocho meses de haber iniciado nuestro proyecto, hemos logrado
desarrollar objetos de aprendizaje para Estadistica Descriptiva mediante una suite de seis
MIDlets que nombramos Mdédulo 1. Escribimos, ademaés el respectivo manual de usuario e
instalamos la suite en cinco teléfonos celulares habilitados con Java propiedad de la Univer-
sidad de Sonora. A continuacién describimos la suite Médulo 1 y su instalacion.

a) Al correr la suite aparece la pantalla que se muestra en la Figura 1 con el ment
principal que permite seleccionar alguno de los seis MIDlets del médulo 1. Cada uno
de los primeros cuatro MIDlets presenta una primera pantalla en donde el usuario puede
capturar y procesar los datos necesarios. A continuacién se describen brevemente cada
uno de los seis MIDlets. Los datos de entrada se escriben en parejas separadas por
espacios o brincos de linea (es indistinto). El primer dato de cada pareja representa
una categoria y el segundo dato es un niimero asociado con esa categoria. Un ejemplo
de la salida del MIDlet se muestra en la Figura 2.

ISelect one to launch:
[ Diagrama de barras

Grafica de dispersion
Histograma

Medidas sumarias
Expariar datos

Importar datos

Figura 1 Figura 2

b) Gréfica de dispersién. Este MIDlet permite ver la gréfica de dispersién, calcular el
indice de regresion de Pearson y calcula la ecuacion de regresion lineal ademas de
graficar la recta correspondiente sobre la grafica de dispersion original. Los datos de
entrada se escriben en parejas de ntimeros separadas por espacios o brincos de linea. La
pareja de ntimeros representan los valores de dos variables para un conjunto de datos.
Por lo general, el primer niimero de la pareja es el valor de la variable independiente,
mientras que el segundo niimero es el valor de la variable dependiente. En caso de que
no exista una relacion de dependencia, entonces el orden se puede intercambiar. Un
ejemplo de la salida del MIDlet se muestra en la Figura 3.
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ICorrela cion: Pearson

Indice de
correlacién

r: 0.994

Significancia de 1la
correlacidn

t: 34.501

Student-t(13,
34.501): 0.999

(a) (b)

Figura 3

c) Histograma o diagrama de barras. Este MIDlet permite visualizar un histograma o un
diagrama de barras. Los datos de entrada se capturan en parejas de ntimeros separados
por espacios o por brincos de linea. El primer ntimero de la pareja es el limite inferior
del rango, y el segundo niimero es el valor asociado al rango. La ultima pareja puede
estar completa o incompleta dependiendo de si el ultimo rango es abierto o cerrado.
Un ejemplo de la salida del MIDlet se muestra en la Figura 4.

d) Medidas sumarias. Este MIDlet permite calcular varias medidas sumarias para una
secuencia de numeros reales que se reciben como entrada. A la salida, el MIDlet
presenta los nimeros ordenados de mayor a menor y de menor a mayor, ademas de las
siguientes medidas sumarias: cuartiles, deciles, moda, maximo y minimo, promedio,
mediana, desviacion estandar de la muestra y de la poblacion, varianza de la muestra
y de la poblacién. Un ejemplo de la salida del MIDlet se presenta en la Figura 5.

e) Medidas de forma. Con este MIDlet se calculan los coeficientes de asimetria de Pearson
y de Fisher, asi como el coeficiente de curtosis de Fisher Un ejemplo de la salida del
MIDlet se muestra en la Figura 6.

ed. s

Medidas de forma

De magor a menor (*) Coef Asim. Pearson:

26.2 24.0 22.0 21.1
192.1 192.8 17.8 17.8
15.0 12.82 =

De menor a mayor

12.82 15.8 17.8
17.8 19.8 19.1 21.1
22.0 24.8 26.2

8-5 5-18 10-1515-28 Cuartiles
FSatT Bnterior ANterio

-0.427948
Coef. Asim. Fisher:
0.0425577
Coef. Curtosis:
-1.3928571

4

Figura 4 Figura 5 Figura 6

f) Exportar datos. Este MIDlet permite exportar los datos contenidos en las bases de
datos internas de los cuatro MIDlets antes mencionados, a un archivo de texto que se
puede copiar a una computadora personal para su posterior procesamiento.

77



78 F.J. TAPIA M., H. A. VILLA M., C. A. LOPEZ M.

g) Importar datos. Este MIDlet permite importar datos desde un archivo de texto, a
alguna de las bases de datos internas de los cuatro primeros MIDlets mencionados.
Cabe aclarar que estos dos ultimos MIDlets funcionan sélo si la implementacion de
Java ME del dispositivo moévil, soporta el paquete opcional JSR-75.

5 Conclusiones y pesquisas futuras

Se han presentado los principales avances del proyecto “Elaboraciéon de herramientas de
aprendizaje de estadistica para dispositivos méviles”. Hemos disenado seis objetos de apren-
dizaje con los cuales, se colabora con el aprendizaje intuitivo de los conceptos estadisticos
de diferentes areas del conocimiento, haciendo uso tnica y exclusivamente de un teléfono
celular, aprovechando la ubicuidad de la tecnologia personal con propésitos educativos, es-
pecificamente, las posibilidades de la telefonia celular para ensenar y aprender estadistica.
También, se ha creado el manual del usuario que permite a los alumnos y maestros: 1)
realizar las instalaciones del software necesario que requiere su dispositivo mévil, para el
procesamiento de datos estadisticos y 2) aprender el manejo de cada uno de los MIDlets a
fin de obtener el mayor beneficio en el proceso ensenanza/aprendizaje.

Como segunda etapa de este proyecto, se tiene contemplado probar la pertinencia de
la suite Médulo 1 en los dispositivos méviles de los alumnos. Es decir, estudiaremos la
facilidad con que los estudiantes pueden usar el teléfono celular, con el proposito de al-
canzar un objetivo especifico, dada una actividad de aprendizaje de estadistica descriptiva.
Para ello, se levantara una encuesta basados en una muestra representativa de la poblacion
universitaria que usa teléfono celular. De los resultados de dicha encuesta se conocera: la
proporciéon de teléfonos celulares, propiedad de los estudiantes y que estan equipados con
Java, la proporciéon de alumnos que saben instalar aplicaciones Java en su dispositivo movil,
y la proporcién de los estudiantes que estaran dispuestos a recibir un curso corto y aprender
a realizar este tipo de instalaciones. Asimismo, conoceremos la opinién de los estudiantes
los cuales estan en continuo contacto con los dispositivos moviles, que han hecho suyos, y
que finalmente son los que decidiran si el aprendizaje movil de la estadistica es un método
apropiado o no.

Por tdltimo, dado que la Universidad de Sonora, pone a disposiciéon de los universitarios
una red moévil con areas de cobertura Wi-Fi (Wireless Fidelity) dentro del campus que
permite a los usuarios de equipos moviles: iPad, iPhone, notebooks, PDAs (HP iPAQ),
agendas electrénicas, teléfonos celulares y otros dispositivos méviles, tener acceso a la mayor
parte de todos los servicios que brinda la red universitaria, no podemos omitir la realizacién
de estudios experimentales acerca de la eficacia de los dispositivos méviles en relacién a
la conectividad dentro del campus universitario a fin de optimizar el envio y recepcion de
informacion con propositos meramente educativos.
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Resumen

La investigacion consiste en determinar qué factores influyen de manera benéfica o perjudi-
cial en la calificacion del alumnado del ITCH especificamente en la materia de Calculo Integral,
con el apoyo de maestros de la Academia de Matemdticas, psicologos y alumnos se realiza una
busqueda y seleccion que considere las variables importantes. Después de determinar las teorias
se creard una encuesta para ser aplicada a los alumnos que incluya: preguntas personales de
opcion maltiple, preguntas abiertas por si algin alumno incluye algin factor no considerado
en la encuesta y una valuacion diagnostica para identificar el conocimiento previo. Los datos
serdn correlacionados con las calificaciones del curso, se analizan resultados y se exponen los
hallazgos.

1 Introduccion

Los Estudiantes, son seres con comportamientos, educacion, necesidades y razonamientos
que varian de una persona a otra, inclusive una persona cambia dichas caracteristicas en un
breve lapso de tiempo, por lo que se torna complicado identificar las deficiencias en un grupo
numeroso. Los alumnos con bajo rendimiento académico pueden tener algunas caracteristicas
en comun y se les puede atender de manera especifica, buscando que esto no complique la
clase del docente. Por lo cual es importante conocer primero las necesidades, debilidades
y fortalezas del alumnado para poder tener un panorama claro y actuar eficazmente. Al
conocer las necesidades del grupo con una encuesta que puede ser aplicada por internet, se
obtienen datos de manera rapida.

2 Antecedentes

En la Universidad Auténoma del Estado de México (UAEM) los alumnos que més reprue-
ban se registran en las Ingenierfas (Civil, Mecanica, Electrénica y en Computacion), asi
como en la carrera de Médico Cirujano impartida por la Facultad de Medicina, segtin datos
proporcionados por la institucién via transparencia [1].

Segtn un estudio realizado en el Instituto Tecnolégico de Milpa Alta [2], las materias
con més indice de reprobacién se alojan en las matematicas. Se expresé que estas materias
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son unas de las que no se entiende con claridad o que no se le pone interés ya que no son
de agrado de los alumnos. El alumno dice que es mas pesado la forma de evaluacion de
la ingenieria en sistemas que la de las otras ingenierias por eso se da el caso de que en un
segundo semestre u tercer semestre el alumno se decide a cambiar de ingenieria.

CAUSAS POR LAS QUE REPRUEBAN

Los alumnos en algunos de los casos encuestados expresaron que:

Frecuentemente al maestro no le ensenaba bien.
Le faltaba al maestro explicarse un poco mejor en su materia o en su rama.

Ellos no ponian de su parte para el mejor aprovechamiento de los recursos que se les
brindaba por parte del profesor.

En algunas de las encuestas expresaron que preferian no entrar ya a esa clase.

SOLUCIONES A ESTE PROBLEMA

Los alumnos con mejor aprovechamiento académico, mencionan las siguientes buenas
practicas como sugerencia para los alumnos de menor rendimiento.

Compartir y recibir informacion de algunos temas.

Usar mas la web para estudiar y obtener informacion faltante en clases, ya que en
la red se pueden encontrar muchos temas que a veces en clase no se ven, aunque en
muchos de los casos nada maés se utiliza la red como un método de distraccion.

Crear grupos de trabajo en donde todos los integrantes participen resolviendo las tareas
asignadas en la web, buscando la guia de algiin maestro.

Existen asesorias en la Web de diferentes asignaturas.

Creer en su total concepto que se es estudiante, y a estudiar se deben dedicar, ser
consciente del nivel en el que se encuentran, un estudiante que cree en su desarrollo
académico no tiene descansos, siempre debe buscar, encaminarse, adelantarse a esa
informacion que su profesor le va a dar en el aula, volverse investigador nato auténomo
y buscando esas habilidades que le hacen falta para que sea un alumno de éxito y no
el mediocre que quiere ser estudiante.

3 Marco tedrico

Terminado el curso Enero-Junio del 2011 se realizé el taller “Planeacion de estrategias
didacticas por parte de los maestros de la academia de Matematicas”, participando los
docentes: Mireya Diaz, Ma. Isabel Manzanera, Blanca Limas Frescas, Rosana Morales Tor-
res, Jesus Juarez Martinez, Amalia Aguirre y Gilberto Aguilar, donde se analizaron las listas
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Figura 1: En las horizontales los nombres de los maestros, verticales el nimero de alumnos,
la barra azul indica la cantidad total de alumnos en el grupo de cada maestro
y la verde indica el nimero de alumnos aprobados.

finales del curso de cada maestro en todas las materias de Matematicas, observandose los
siguientes datos.

La materia de calculo integral esta programada en las reticulas para cursarse en 2do.
Semestre y se considerara como base de la investigacion. Conociendo que como resultado
aprobatorio en la materia se requiere como minimo de calificacién un 70/100 y que la ma-
teria requiere de conocimiento previo de céalculo diferencial, algebra y trigonometria prin-
cipalmente. La materia se imparte a alumnos del sistema escolarizado del programa por
competencias.

4 Objetivos

- Identificar los posibles factores segin antecedentes, conocimiento de los profesores de
la academia de célculo integral y psicologos que se tiene creencia que influyen en los
alumnos de célculo integral del semestre Ago-Dic 2011 del ITCH.

- Realizar una encuesta a los alumnos de célculo integral del semestre Ago-Dic del 2011
por medio de la plataforma.

- Realizar correlacion de los factores que afectan la calificacién contra las calificaciones
de fin de curso, se realizara con el céalculo del coeficiente R de Pearson.

5 Metas

- Identificar al menos 10 factores que influyen en los alumnos de célculo integral del
semestre Ago-Dic 2011 del ITCH.

- Realizar una encuesta a los alumnos de célculo integral del semestre Ago-Dic del 2011
por medio de la plataforma que contenga al menos 30 preguntas.
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- El resultado de la correlacién del coeficiente R de Pearson debe de ser al menos de 0.7
[3].

6 Justificacion

Determinar los factores que influyen en el resultado aprobatorio de la materia de céalculo
integral en los alumnos del periodo Agosto-Diciembre del 2011 aporta el conocimiento para
indicar como actuar y buscar influir de manera positiva en la calificacion de los estudi-
antes, considerando que no soélo el conocimiento en la materia influye, sino también aspec-
tos sociales, econémicos, psicologicos y de salud abre el panorama para una mejora en el
aprovechamiento del alumnado y se apega al pensar y actuar en base al sistema por compe-
tencias.

7 Metodologia

- Identificar los principales factores que afectan al alumnado del Instituto Tecnolégico
de Chihuahua en la materia de calculo integral mediante una biisqueda de informaciéon
en la web, reunién extraordinaria de academia de Matematicas, consulta a psicélogos y
maestros de tutorias, solicitar antecedentes en el departamento de desarrollo académico
del ITCH.

- Realizar un instrumento que identifique los factores que afectan a los alumnos. Incluir
evaluacion diagnoéstica. Una vez determinados los factores realizar una encuesta con
preguntas abiertas y de opciéon multiple para obtener datos del sujeto de investigacion.
La evaluacion diagnéstica sera establecida por un acuerdo en una academia de los
profesores de calculo integral del ITCH.

- Aplicar el instrumento en la totalidad de los grupos de calculo integral del ciclo Ago-Dic
2011. Procurando que sea bajo las mismas condiciones.

- Recopilar datos de las calificaciones de los alumnos encuestados.
- Correlacion de los resultados de las encuestas con los resultados de fin de curso.
- Calculo de los valores del coeficiente R de Pearson para cada factor considerado.

- Identificar los principales contribuyentes en la reprobaciéon de la materia de calculo
integral.

8 Resultados

Al correlacionar los factores considerados con la variable: Indice de reprobacién, se obtu-
vieron los siguientes resultados:
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No. | Factor correlacionado | R? r de Criterios
de con Reprobacién Pearson
preg.
52 CENEVAL (Calculo- | 0.9953 | 0.9976 Relacién alta de dependencia
Diagnostico)
25 Frecuencia de consumo | 0.9803 | 0.9901 Relacion alta de dependencia
de tabaco
53 CENEVAL 0.9239 | 0.9611 Relacion alta de dependencia
(Matematicas-
Diagnéstico)
54 Evaluacién Diagnostico | 0.8874 0.942 Relacién alta de dependencia
ITCH
31 Horas de sueno 0.8421 | 0.9158 Relacion alta de dependencia
8 Horario de clases 0.8096 | 0.8997 Relacién alta de dependencia
29 Nivel socioeconémico 0.7896 | 0.8885 Relacion alta de dependencia
36 Horas de estudio diario 0.7772 | 0.8816 Relacion alta de dependencia
50 CENEVAL (R Log Mat- | 0.7287 | 0.8536 Relacién alta de dependencia
Seleccién)
44 Idea propia de las | 0.6765 | 0.8225 Relacion alta de dependencia
Matematicas
37 Hrs. x semana de estudio | 0.6731 | 0.8204 Relacién alta de dependencia
de célculo
33 Tiempo de traslado a la | 0.6147 0.784 Relacion entre moderada
escuela y acentuada
45 Dominio de las | 0.5531 0.7437 Relacién entre moderada
matematicas y acentuada
24 Frecuencia de consumo | 0.49 0.7 Relacién entre moderada
de alcohol y acentuada
10 1ra opcién educativa 0.5008 | 0.7076 Relacion entre moderada
y acentuada
32 Horas de trabajo 0.463 0.68 Relacién entre moderada
y acentuada
51 CENEVAL 0.4593 | 0.6777 Relacién entre moderada
(Matematicas-Seleccién) y acentuada
17 Asistencia a clase 0.422 0.6496 Relacién entre moderada
y acentuada
35 Horas de diversién 0.3377 | 0.5811 Mediana relacion
2 Cuidad de origen 0.219 0.467 Mediana relacién
11 Carrera 0.1787 | 0.4227 Mediana relacion
6 Comunicacién con | 0.1743 0.417 Mediana relacion
padres
46 Atribucién de las habs. | 0.1738 | 0.4168 Mediana relacion
matematicas
49 ICNE (CENEVAL | 0.1302 | 0.3608 Ligera relacién
Global)
3 Estado civil 0.0914 0.302 Ligera relacion
1 Edad 0.051 0.225 Ligera relacién
23 Motivacion de | 0.0457 | 0.2137 Ligera relacién
matematicas
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47 Opinién hacia los mae- | 0.044 | 0.2097 _
stros de Nivel Medio Su-
perior

22 Factor que cree alumno | 0.0128 | 0.1131 | Relacién fortuita
afecta estudios 6 insignificante

9 Escuela de procedencia 0.0062 | 0.078 -:

34 Horas extraescolares 0.0056 | 0.074 Relacién  fortuita

6 insignificante

5 Vive con: 0.0033 | 0.0574 | Relacion fortuita 6 insignificante
Tiene hijos - - No aplica
Apoyo familiar - - No aplica

12 Primer opcion carrera - - No aplica

13 Conoce de céalculo inte- | - - No aplica
gral

14 Curso semestre de capac- | - - No aplica
itacién

15 Calculo  ordinario o | - - No aplica
repeticién

16 Cursa materia de | - - No aplica
repeticion o especial

18 Puntualidad - - No aplica

19 Tiene laptop - - No aplica

20 Acceso a internet - - No aplica

21 Ingresos suficientes - - No aplica

26 Alimentacién en mal ho- | - - No aplica
rario

27 Horario de alimentaciéon | - - No aplica

28 Alimentacién balanceada | - - No aplica

30 Tiene beca - - No aplica

38 Dejo otra escuela y entrd | - - No aplica
al ITCH

39 Opinién de habitos de es- | - - No aplica
tudio

40 Deja para al ultimo el es- | - - No aplica
tudio

41 Tiene lugar de estudio - - No aplica

42 Tiene libro de estudio - - No aplica

43 Piensa: No vale la pena | - - No aplica
estudiar

48 Pertenece a algin grupo | - - No aplica

6 asociacion

Tabla 1. Enlistados los factores en la columna 2, el coeficiente de determinacién R?
en la tercer columna, en la cuarta columna se aprecia el valor
del coeficiente de correlacién r de Pearson

y en la tUltima columna la interpretacién del valor r de Pearson.
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Resumen

En el trabajo se presenta el andlisis y valoracion de la idoneidad diddctica de una secuencia
de actividades diddcticas para el tema de muestreo del programa del curso de Estadistica I
(Estadistica Inferencial) del Area Econémico Administrativo de la Universidad de Sonora

1 Introduccidon

El trabajo que se presenta se enmarca en una tesis de desarrollo docente titulada “Actividades
didacticas para promover un acercamiento intuitivo a algunos tipos de muestreos aleatorios”
[1] con el cual se obtuvo el grado en el Programa de Maestria en Ciencias con Especialidad
en Matematicas Educativa de la Universidad de Sonora. Como referencia se senala que
los avances de este trabajo de tesis han sido presentados durante la XX Semana Regional
de Investigacion y Docencia en Mateméticas (“Diseno de actividades introductorias para el
desarrollo de la nocién de muestreo”) [2] y en la XXI Semana de Investigacion y Docencia en
Matematicas (“Una propuesta de actividades didacticas para el tema de muestreo, del area
de Econémico Administrativo”) [3], los cuales estan publicados en las memorias de dichos
eventos. El objetivo general del trabajo de tesis fue el diseno de una propuesta de actividades
didacticas que permita promover un acercamiento intuitivo a algunos tipos de muestreo. Los
objetivos particulares que el estudiante identifique la diferencias entre un muestro aleatorio
y uno no aleatorio, asi como valorar la pertinencia de aplicar cierto tipo de muestreo ante
una situacion dada. Por cuestiones de espacio no se presentan las actividades didacticas
disenadas (Ejemplo de estas pueden ser consultadas en las memorias de los eventos antes
senalados), ya que el trabajo se centra en el andlisis de idoneidades didacticas a prioriy a
posteriori de dicha propuesta.

2 Consideraciones tedricas

Para el diseno, analisis y valoracion de las actividades didacticas se retomaron algunos ele-
mentos del Enfoque Ontosemiético de la Cognicién y la Instruccién Matemaéticas (EOS) de-
sarrollados por J.D. Godino [4]. Particularmente para el disenio de las actividades didactica
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se realiz6 un analisis del significado institucional de referencia, basado en el programa de
materia del curso de Estadistica II del Area economico-administrativa, asi como dos textos
que estan sugeridos en dicho programa y dos textos mas que fueron sugeridos por profesores
del area, este analisis se complement6 con algunas posturas de investigaciones en educacion
estadistica. También se realizé un analisis del significado institucional pretendido, esto es
la selecciéon del contenido matematico que se incluirdan en las actividades de ensenanza y
aprendizaje (lecciones para el curso, material didéctico, libros de texto, etc.) e implemen-
tado, es decir, se describen todas aquellas practicas que suceden a lo largo del proceso de
instrucciéon matematica (considerando las planeadas y no planeadas). Ademads de conside-
rar los significados institucionales en el diseno de la propuesta, se contempla también el
ultimo nivel de analisis didactico propuesto dentro del EOS, esto es, los criterios de idonei-
dad ([1], [5] y [6]). Esta herramienta permite disenar y valorar un proceso de instruccién
(textos, secuencias didacticas, episodio de clase, etc.) disenado o implementado y se define
como la articulacién coherente y sistémica de las seis componentes siguientes: 1) Idoneidad
epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales imple-
mentados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia; 2) Idoneidad cognitiva,
que expresa el grado en que los significados pretendidos/ implementados estén en la zona
de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados personales
logrados a los significados pretendidos/ implementados; 3) Idoneidad interaccional, un pro-
ceso de ensenanza-aprendizaje tendra mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional
si las configuraciones y trayectorias diddcticas permiten, por una parte, identificar conflictos
semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y, por otra parte, permitan resolver
los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion; 4) Idoneidad mediacional,
grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales necesarios para
el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje; 5) Idoneidad afectiva, grado de impli-
cacién (interés, motivacion, etc.) del alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad
afectiva esta relacionada tanto con factores que dependen de la institucién como con fac-
tores que dependen directamente del alumno y de su historia escolar previa; 6) Idoneidad
ecologica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

3 Caracteristicas generales de la secuencia de actividades didacticas

A continuacién se describen las principales caracteristicas de la propuesta:

V' Organizacion de las actividades. En la propuesta se incluyen tres tipos de actividades:
de introduccién, de desarrollo y de cierre. Cada actividad tiene objetivos especificos de
acuerdo a lo que se pretende promover en el estudiante respecto al tema de muestreo; en
la actividad de introduccion se busca que el estudiante tenga los primeros acercamientos
intuitivos con el objeto muestreo, en la de desarrollo que el estudiante interactiie con
dicho objeto tomando muestras y analizando la variacién muestral; y, finalmente, en el
cierre se pretende que identifique y aplique diferentes tipos de muestreo en situaciones
que asi lo requieran.
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v’ Situaciones planteadas en contextos del drea econdmico-administrativa. Todas las ac-
tividades planteadas estan ambientadas en contextos del area econémico-administrativa,
es decir, ninguna situacion se trabaja dentro de un contexto puramente matematico.
La intencion de esto es mostrar potenciales situaciones a las cuales los profesionistas
de estas areas podrian enfrentarse en un futuro; ademaés, los objetos involucrados en la
resoluciéon de estas situaciones problema adquieren una mayor “sentido” al poder ser
contextualizados.

v’ Utilizacion de hojas de trabajo. En todas las actividades se utilizan hojas de trabajo
con la intencion de plantear las situaciones problema y brindar espacios para que los es-
tudiantes registren sus respuestas a los diferentes cuestionamientos; ademas, mediante
el anélisis de éstas es posible identificar conflictos que surjan a lo largo de la realizacion
de las actividades. En la actividad de desarrollo se utilizan hojas de trabajo y Excel.

v Uso de Fxcel en actividad de desarrollo. Para la realizacién de la actividad de de-
sarrollo, es necesario el uso de Excel para manipular informacion, realizar calculos
(medias, proporciones, etc.), generar ntiimeros aleatorios, seleccionar muestras, generar
registros tabulares, etc. El uso de esta herramienta permite no sélo seleccionar mues-
tras en un tiempo menor, sino que brinda la posibilidad al estudiante de disponer de
diferentes objetos relacionados con el muestreo, lo cual facilita la emergencia de los
objetos de interés del muestreo.

v’ Institucionalizacion. Se pretende que el profesor no haga explicitos los objetos mate-
maticos de interés en un primer momento, ya que la intencion es que éstos emerjan
a través de la resolucién de las situaciones problema planteadas. La explicitacion e
institucionalizacién de estos objetos se considera para la parte final de cada situacion
problema planteada.

V' Estrategias diddcticas de trabajo en equipo y discusion gupal. Se realiza trabajo en
equipo para las actividades de introduccién y desarrollo mientras que en las de cierre se
trabaja de forma individual. En diferentes momentos se realizan discusiones grupales
para consensar lo realizado e institucionalizar los objetos de interés.

La implementacion de la propuesta se llevé a cabo con un grupo de 23 estudiantes de un
curso de Estadistica II del cuarto semestre de la Licenciatura en Informatica Administrativa
de la Universidad de Sonora. Asimismo, la aplicacion de las actividades se realizdé durante
ocho sesiones de clase de una hora cada una.

Conforme se desarroll6 la aplicaciéon de la propuesta, se recabaron como evidencias las
hojas de trabajo y los archivos de Excel de la actividad de desarrollo. También se realiz6 una
grabacién de video de las sesiones de trabajo en las actividades de introduccion y desarrollo,
como apoyo para la revision de aquellos momentos o circunstancias donde las hojas de
trabajo no brindaron suficiente informacion. Esta recopilacion de evidencia se realizé con la
intencién de contar con informacion suficiente para la valoracion de los significados personales
desarrollados a lo largo de la aplicacién de la propuesta.
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4 Analisis y valoracion de la idoneidad didactica de la secuencia de actividades
didacticas

El andlisis y valoracion de la idoneidad diddctica a priori. Una vez que se tiene la version
final de la propuesta se realiza una valoracion a priori de la idoneidad de la misma, es decir,
previo a una experimentacién, con la intencion de evaluar la funcionalidad de ésta como
instrumento que forma parte de los procesos de ensenanza y aprendizaje.

El andlisis y valoracion de la idoneidad diddctica a posteriori se realiza concluida la im-
plementaciéon de la propuesta y la descripcion de sus principales resultados. Esta segunda
valoracion de la idoneidad didactica, a posteriori, se realiza con la intencién de ser con-
trastada con la valoracion a priori para determinar aquellos aspectos de la propuesta que
necesitan ser evaluados y modificados con el propdsito de contar con una propuesta didactica
que atienda de forma més efectiva sus objetivos.

Los anélisis y valoraciones anteriores se realizan a través de examinar los seis criterios o
1donetdades parciales que componen la idoneidad didactica senalados en el apartado anterior.
A continuacién se describen de manera resumida.

1. Idoneidad epistémica. A priori fue considerada alta partiendo de que las situaciones
problemas disenadas y la propuesta de interaccion que se hace entre el estudiante y el
objeto muestreo (manipulacién de la informacién, generacién de graficas para observar
sesgo, estimacion, etc.) permite la emergencia de los elementos de interés acerca de
este objeto. A posteriori es valorada como alta ya que se observd en gran medida que
la implementaciéon de la propuesta permitié abordar todos los contenidos estadisticos
de interés al brindar al estudiante constantes momentos de trabajo, discusion, reflexion
y consenso; que como resultado de esto y apoyandonos en la evidencia analizada de la
implementacion de la propuesta, mostraron un grado aceptable de apropiacion de los
significados pretendidos.

2. Idoneidad interaccional. A priori fue considerada alta tomando como base que los dis-
tintos momentos de trabajo colectivo entre estudiantes, el monitoreo y orientacién del
profesor, las actividades de evaluacion y discusiones grupales, establecen condiciones
que favorecen el didlogo y comunicacién entre estudiantes y profesor que provocan un
ambiente apropiado para el trabajo en el aula y permiten la deteccion y resolucién de
conflictos. A posteriori es valorada como alta ya que a través de la implementacién
de la propuesta se pudo constatar que se cuenta con suficientes espacios de interaccion
entre estudiantes y profesor que establecieron un ambiente que favorecié la comuni-
cacion y permitieron identificar y resolver distintos conflictos que surgieron a lo largo
de la resolucion de las actividades.

3. Idoneidad mediacional. A priorifue considerada como media alta ya que se disponen de
los recursos y materiales necesarios en la instituciéon (aulas disponibles, pizarrén, centro
de computo, etc.) y que el diseno y utilizaciéon apropiada de las hojas de trabajo asi
como del software, permiten el desarrollo y comprension del objeto muestreo. También
se espera que se requiera de un tiempo un poco mayor al regular para realizar la
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implementacién, motivo por el cual no se valora esta idoneidad parcial como alta.
A posteriori es valorada como media ya que se presentaron algunas dificultades en
la comprension de los cuestionamientos planteados a los estudiantes en las hojas de
trabajo. También se presentaron mayores dificultades témicas de las esperadas con
el manejo del Excel, particularmente durante la realizaciéon del muestreo aleatorio
estratificado y por conglomerados. Se observé que la gran mayoria de estas dificultades
técnicas fueron ocasionadas por la falta de manejo de los datos o bien, a falta de una
mayor automatizacion en la realizaciéon de estos procedimientos. Estas dificultades
impactaron en los tiempos estimados de la realizacién de las actividades, requiriendo
un tiempo mayor al planificado.

Idoneidad emocional. A priori fue valorada como alta con base en que los contextos
seleccionados para el diseno de las situaciones problemas resultan atractivos y de in-
terés ya que éstos plantean potenciales situaciones a las que un profesionista del area
de interés se enfrentaria en un futuro; que la utilizacitn de Excel genera motivaciéon e
interés, asi como el hecho de que el trabajo en equipo, discusiones grupales y de con-
senso, promueven el didlogo entre estudiantes y profesor en condiciones de igualdad
y respeto. A posteriori es valorada como media alta ya que a causa de las dificul-
tades técnicas observadas con el manejo de Excel durante la actividad de desarrollo, el
tiempo dedicado a estas actividades gener6 desmotivacion (causada quizas por la falta
de contextos diferentes) en los estudiantes.

Idoneidad cognitiva. A priori fue valorada como alta partiendo de que los conocimien-
tos previos necesarios para la realizacion de las actividades fueron atendidos en un
curso previo y son de caracter basico en la materia (variable estadistica, proporcién
y media aritmética), de tal forma que los significados pretendidos e implementados
estan al alcance de los estudiantes y se contemplan actividades que permiten evaluar
los significados desarrollados por los estudiantes (actividad de cierre). A posteriori es
valorada como media alta ya que, a pesar de que las evidencias muestran un buen
grado de apropiacién de significados pretendidos a lo largo de la secuencia, se conside-
ra que las dificultades técnicas con el manejo de Excel interfirieron en buena medida
en la avance de los contenidos de la parte final de la actividad de desarrollo; dificul-
tando asi alcanzar el grado de comprension esperado de todos los objetos de interés de
esta actividad. Sin embargo, el uso de Excel permitio a los estudiantes seleccionar la
mayoria de las muestras y observar la variacion que éstasproducian, lo que les permitié
conjeturar lo apropiado de los muestreos aleatorios al momento de estimar la media
poblacional, esto ultimo es algo que consideramos como uno de los propésitos centrales
en la propuesta.

Idoneidad ecolégica. A priorifue valorada como alta tomando como base que se atien-
den los contenidos delimitados en el programa de la materia referentes al muestreo,
que se plantean situaciones ambientadas en contextos que se suponen como potenciales
situaciones a las que se enfrentarian profesionistas de estas areas, que se hace uso de
tecnologia de forma innovadora y se abordan temas relacionados con el muestreo, como
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lo es la estimacion y variacién muestral. A posteriori es valorada como alta ya que a
través de la implementacion de la propuesta se pudieron corroborar los aspectos ante-
riormente mencionados a pesar de las dificultades técnicas presentadas; la utilizacion
de Excel permitié en gran medida la interaccién con muestreos y sus implicaciones en
contextos que resultaron de interés para los estudiantes.

Con base en los analisis descritos anteriormente, en la figura siguiente se muestra la
valoracién global de la idoneidad didactica de la propuesta a posteriori en relacion a la
valoracién de la idoneidad a priori.
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b
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s

Interaccional Emocional

Idoneidad didactica a priori

“—a 0w
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Idoneidad didactica a posteriori

Figura 1

5 Conclusiones

A manera de conclusiéon se realiza un resumen del anélisis de idoneidades a priori y a pos-
teriori de la secuencia de actividades didacticas.

a) En el anélisis de idoneidades a priori se valoré a todas las dimensiones altas, excepto
la idoneidad mediacional que fue valorada como media alta.

b) Del andlisis de idoneidades a posteriori se concluy6 lo siguiente: idoneidad epistémica
alta, idoneidad cognitiva media, idoneidad mediacional media, idoneidad emocional
media, idoneidad interaccional alta e idoneidad ecoldgica alta.

Las razones por las cuales no se consideraron alta algunas idoneidades son las siguientes:
i) En el caso de la idoneidad cognitiva, los estudiantes tuvieron dificultades al identificar
una situacién donde el muestreo aleatorio por conglomerados era lo mas apropiado (tercera
situacién de la actividad); ii) En la idoneidad mediacional, los tiempos para desarrollar la
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actividad fueron mayores que los planeados ademas de presentarse algunos conflictos técnicos
con el manejo del Excel para la seleccion de las unidades del muestreo aleatorio estratificado
y por conglomerados; iii) En algunos estudiantes se observé falta de interés por invertir
tiempos prolongados en la seleccion de las unidades de muestreo. Evidentemente, estos
resultados nos permiten retroalimentar el diseno y la estrategia de la actividad para lograr
la emergencia de concepto de muestreo de manera adecuada en los estudiantes.
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Resumen

En el presente trabajo se reporta parte de los avances alcanmdos en un proyecto de tesis
para obtener el grado de Maestria en Matemdtica Educativa, en la Universidad de Sonora, cuyo
titulo tentativo da mombre a esta propuesta. En él se desarrolla una secuencia de actividades
didacticas con el objetivo promover, entre estudiantes de carreras de ingenieria del Instituto
Tecnolégico de Sonora, el sentido de la variabilidad en el contexto de un curso de Probabilidad
y Estadistica, por lo cual clasificariamos a la tesis como wna de desarrollo docente. El reporte
se centra en la ubicacion de la problemdtica, su justificacon y la presentacion a grandes rasgos
de una de las actividades incluidas en la secuencia.

1 Introduccion

En el Instituto Tecnolégico de Sonora (ITSON), desde el ano 2001, se ha adoptado un modelo
curricular basado en competencias a fin de dar respuesta a cuestionamientos que plantea la
necesidad de actualizacion planteada al ramo educativo de nuestro pais a partir de evalua-
ciones que se le han venido realizando. Entre las principales caracteristicas del nuevo modelo
resaltamos un cambio de énfasis, de una educacion centrada en la ensenanza priorizando la
adquisicion de conocimientos, hacia una centrada en el aprendizaje de conocimientos, des-
trezas y habilidades que proporcionen una educaciéon maés significativa [1].

A pesar del tiempo que ha transcurrido, nos parece que estos lineamientos atin no son el
denominador comun en el trabajo docente y que, frecuentemente, el profesorado se apega al
modelo con el cual se siente mas familiarizado, el modelo tradicional. Este otro modelo lo
caracterizamos por privilegiar la actividad del profesor y orientar la organizacion de cursos
de modo tal que el profesor presente a los estudiantes los conceptos, definiciones y resultados
claves que intervienen en el tema a ser desarrollado, posteriormente los ilustra mediante
ejemplos y la resolucion adicional de ejercicios tipos y, finalmente, pide a los estudiantes que
ellos resuelvan algunos ejercicios pensando que con este método los estudiantes aprenderan
lo que se pretende. Precisamente esto tltimo es lo que diversas evaluaciones han venido
mostrado que no ocurre y que lo indicado no es un proceso tan simple.

En lo que a educacién estadistica se refiere y segiin recomendaciones realizadas por di-
versas instancias, necesitamos capacitar a los estudiantes en el desarrollo del pensamiento
estadistico, en la comprension conceptual por encima del simple conocimiento de procedi-
mientos, asi como también en fomentar el aprendizaje activo en el salén de clases.
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2 Justificacion

De manera general podemos ubicar a la Estadistica como la ciencia de la incertidumbre o
como la ciencia de los datos, y senalar que en los tltimos anos ha tomado un gran auge de-
bido al importante papel que ha estado jugando en el desarrollo de las sociedades modernas.
Proporciona herramientas metodolégicas generales para analizar la variabilidad, herramien-
tas para determinar relaciones entre variables, orienta en forma 6ptima el diseno de estudios
y experimentos y proporciona el soporte para mejorar las predicciones y toma de decisiones
en situaciones de incertidumbre [2].

Dando por sentado que los datos en gran parte de las situaciones de interés presentaran
variabilidad, esta resulta ser la caracteristica mas relevante en ellos dado que su explicacion
proporciona el eje de la practica estadistica asi como pautas de andlisis. La variabilidad
se presenta en diferentes condiciones: los datos varian entre si, los integrantes de las mues-
tras varian de un muestreo a otro ain dentro de una misma poblacién y por ende las dis-
tribuciones, las medias y demas estadisticos resultantes de estas muestras varian; lo que
constantemente hace necesario reconocer la variabilidad, interpretarla, medirla, explicarla
asi como también el describirla y representarla [3]. De hecho en esto resalta el por qué el
elemento fundamental de la existencia de la estadistica viene a ser la variabilidad, que su
funcionamiento no tiene mejor forma de ser entendido que mediante la explicacion de esta
ultima y que por esto es que la variabilidad debe ser experimentada por los aprendices.

Asi mismo desde tiempo atras ha habido una creciente atencién a la importancia del
desarrollo de la comprension y la apreciacion de la variabilidad como una componente central
del pensamiento estadistico, paralelamente a la comprension de las ideas de distribucion, de
localizacion y de dispersién que constituyen ideas mediadoras. Estas ideas se deben atender
conjuntamente a lo largo del curriculo de los cursos de Probabilidad y Estadistica dada la
importancia que estas tienen y dado que pueden ser abordadas desde el inicio del curso
primero de manera informal y posteriormente de manera formal [4].

En tal iniciativa y para abonar a la comprensiéon del sentido de la variabilidad estadistica,
se cree necesario la elaboraciéon de una serie de actividades didacticas que muestren los
diferentes contextos reales y condiciones en que se presenta la variabilidad, ademas de recurrir
a diversos contextos de uso, como: generacion de datos, representacion de los datos, analisis
y comparacion de conjuntos de datos, simulacién de datos y asi como situaciones de muestreo
[4].

Subrayamos la importancia de tal comprension en nuestro medio bajo la consideracion
de que fenémenos con variabilidad se presentaran en la vida profesional a todo estudiante
de ingenieria en sus labores futuras y la compresion y control de estos permite en su caso
optimizar recursos como: tiempo, materia prima o materiales, personal, etc. y por ende
incidir en la mejora de los procesos productivos donde se desempene.

3 Actividad didactica

La propuesta de secuencia de actividades didacticas esta siendo disenada para promover el
sentido de la variabilidad estadistica entre estudiantes de ingenieria, concebido este como una
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conceptualizacién fundamental, y por tanto necesaria, al introducirlos en los tépicos de la
Estadistica y que tenemos entre nuestras metas el incidir en el desarrollo de su pensamiento
estadistico. Para los estudiantes de ingenieria del ITSON, con quienes se planea explorar
la propuesta con fines de prueba y de retroalimentaciéon, esta oportunidad se presenta en
la asignatura de Probabilidad y Estadistica que por lo general cursan durante su segundo
semestre y que contempla el tema de estadistica descriptiva donde se insertaria.

En la actividad a mostrar, se pretende que los estudiantes aprecien aspectos fundamen-
tales de la variabilidad y del razonamiento o reflexién sobre ella que se ponen juego al
percibirla, describirla, cuantificarla y explicarla. En ella se utiliza una situacién problema
con contexto real para que los estudiantes la asocien a su futuro campo profesional y por lo
tanto capte su interés, pero ademas para que les proporcione experiencias que resulten un
medio para cumplir su propésito como actividad de aprendizaje.

La actividad se ha disenado con tres etapas o momentos. El primer momento sera de
introduccion o presentacion de la situacion problema y en él se intenta problematizar a los
estudiantes a través de cuestionarseles algtin(os) aspecto(s) de la situacién; luego estaria
el momento de desarrollo, donde los estudiantes utilizaran las estrategias necesarias para
la resolucién de la situaciéon problema; y, finalmente, el momento de cierre en el cual los
estudiantes seran capaz de concluir y argumentar.

En la actividad se dara oportunidad para que los estudiantes reflexionen en torno a las
situaciones planteadas, en un primer momento, trabajando colectivamente a nivel de todo el
grupo, compartiendo sus ideas y respuestas con el fin de generar una dinamica de discusion.
Luego, en un segundo momento se utilizara la estrategia de trabajo en equipo, con el objetivo
de que los estudiantes puedan afinar ideas y concretar respuestas como para defenderlas
y/o contrastarlas con los integrantes del equipo. Finalmente, en el tercer momento, los
estudiantes trabajaran individualmente, para posteriormente hacer una reflexién de nuevo
colectivamente a nivel de todo el grupo, al compartir sus respuestas.

Actividad: Amplitud de brazos y estaturas

En esta actividad se planteara una situacién problematica en torno al cuerpo humano,
la importancia de conocer sus medidas y algunas de sus aplicaciones en diferentes areas
de la ingenieria, teniendo como referencia el dibujo del Hombre del Vitruvio plasmado por
Leonardo Da Vinci en el siglo XV, donde se representa la “perfecciéon del cuerpo humano” a
como se concebia en aquella época. Con esto se pretende iniciar una problematizacion entre
los estudiantes alrededor de su conocimiento de tales aplicaciones asi como de su opinién
acerca de una serie de relaciones cuantitativas expresadas en el dibujo. Principalmente
aquella afirmacion que dice que la amplitud de los brazos extendidos de una persona es igual
a su estatura.

Ademaés se pretende que los estudiantes sientan la necesidad de contar con datos para
tratar de resolver la cuestion especifica de si la afirmacion de Da Vinci acerca de que la
amplitud o longitud de los brazos extendidos de un ser humano es igual a su estatura puede
ser considerada valida actualmente. Mas adelante, contando ya con datos, se espera que los
estudiantes emprendan un analisis comparativo de los datos para valorar la afirmacion y que
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esto los lleve a enfrentar aspectos fundamentales de la variabilidad en su intento de responder
a la cuestion. Digamos que perciban la variabilidad existente en los datos, la cuantifiquen,
busquen explicaciones, la describan y hagan representaciones convenientes para visualizarla.

Objetivo de la actividad: Que los estudiantes perciban la variabilidad de los datos, la
manipulen en diferentes formas, intenten encontrar patrones o regularidades y traten de
explicarla para obtener conclusiones.

Momento de Inicio.

Como parte del primer momento se presenta el dibujo de Leonardo Da Vinci acompanado
de la informacién bésica proporcionada por un arquitecto de su época, Marco Vitrubio, lo
que reproducimos abajo, en recuadro como “HOJA 1”. Enseguida el profesor pregunta a
sus estudiantes si conocen el dibujo y les pide que expresen lo que conozcan de él. Seguido
de esto el profesor debe ampliar lo comentado por los estudiantes, asi como también hablar
del uso y la aplicacion de las medidas del cuerpo humano en diferentes areas de la ingenieria
como el diseno de instalaciones y edificios, el diseno de mobiliario doméstico e industrial, asi
como para la confeccion de prendas de vestir y de calzado, etc.

HOJA 1, ACTIVIDAD 1.

“El Hombre del Vitruvio” es un dibujo de Leonardo Da Vinci,
realizado a fines del siglo XV a partir de un ensayo del ar-
quitecto Marco Vitruvio, de ahi su nombre. En él, Da Vinci
representa la perfecciéon del cuerpo humano. Este hombre ideal
fue dibujado inscrito en un circulo y en un cuadrado: “el circulo
se relacionaba con la divinidad y la espiritualidad mientras que
el cuadrado significaba el mundo fisico y lo terrenal”. Adema&s
en esta representacion simultanea del hombre, el circub y el g
cuadrado, Leonardo da Vinci consigue plasmar el equilibrio, la 1
armonia y el dinamismo del cuerpo humano, que llega a cuan-
tificar para expresar objetivamente su hombre ideal. Entre
las afirmaciones cuantitativas de Da Vinci acerca del hombre Gl
ideal, se encuentran: e

Una palma es la anchura de cuatro dedos. Py

Un pie es la anchura de cuatro palmas.

Un antebrazo es la anchura de seis palmas.

La altura de un hombre son cuatro antebrazos, (24 palmas).

La longitud de los brazos extendidos de un hombre es igual

a su altura.

Con lo anterior y con la serie de preguntas reproducidas mas adelante como “HOJA
27 se espera que los estudiantes se problematicen y que sugieran algunas otras variables
que se deberian de tomar en consideracién para la resolucién de la problematica planteada.
Ademas, se espera que los estudiantes sientan la necesidad tener datos y pasen a la obtencién
de medidas tomandose a ellos mismos como unidades experimentales, para poder responder
al planteamiento principal y describir razones de por qué debe contarse con algunos linea-
mientos de medicion y postura al medirse. En esta parte se deben de establecer las reglas
de medicién que se usaran en dicho proceso, para lo cual el profesor debe de contar con el
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material necesario para llevar a cabo esta parte.

HOJA 2, ACTIVIDAD 1.

1. ;Crees que la afirmacién: “la amplitud o longitud de los brazos extendidos de un hombre es igual a su
altura”, es verdadera?, ;Esta afirmacién se aplicara a todas las personas del mundo?, ;Sera valida para las
personas de México?, jSera cierta para personas de Sonora?, jSeré validad para los estudiantes del ITSON?
o jAplicard para los estudiantes de estadistica del grupo?

2. {Coémo podemos corroborar esta afirmacién? ;Qué consideraciones adicionales se tendrian que hacer?
3. ;Sera necesario tomar alguna(s) otra(s) variable(s) en consideracién? No, Si, ;Cuél o cudles méas?
4. Si en las preguntas anteriores se respondié que habia que tomar mediciones de las variables involucradas,

tomemos datos del grupo. ;Cémo recabar datos y cuantos serd necesario para intentar corroborar esta
afirmacién? ;jPor qué? Invitamos pasar a tomar los datos reales.

Momento de desarrollo.

Contando con los datos recolectados, se solicitara a los estudiantes que reflexionen acerca
de la variabilidad en los datos, primero de manera informal y después de manera formal,
utilizando todo lo que esté a su alcance. A partir de dicha reflexién y organizando al grupo
en equipos de maximo tres personas, se procedera al intercambio de reflexiones por equipo
para pasar luego a responder individualmente preguntas, preparadas para este momento y
que aparecen mas adelante en recuadro como “HOJA 3”7, con las conclusiones a las que haya
arribado el equipo, asegurandose de que queden anotados argumentos claros y convincentes.

HOJA 3, ACTIVIDAD 1.

5. Si revisas detenidamente los datos:
a) ;Qué puedes decir acerca de las amplitudes?, jqué puedes decir de las estaturas? de ellos? y ;Qué
puedes decir de la afirmacién que se intenta corroborar?
b) ;Qué puedes decir acerca de la variabilidad que presentan los datos recabados? jen qué te basas para
decirlo?
6. ;Coémo revisar y/o comparar los datos de otra forma?
a) ;Gréficamente? Tomando primeramente la amplitud y luego las estaturas, propén alguna forma de
graficar los datos, explica por qué la seleccionas y realiza la grafica que propones.
b) ;Numéricamente? Propén alguna(s) medida(s) estadistica(s) de los datos, explica por qué la(s)

seleccionas y realiza los cédlculos convenientes.

7. De lo obtenido en el punto anterior ;Qué puedes decir de la afirmacién de Da Vinci analizando la repre-
sentacion grafica y/o representacién numeérica. jPuedes concluir algo acerca de esta? jPor qué?

Momento de cierre.

El momento de cierre girara en torno a que los estudiantes puedan concluir y argumentar
acerca de la situacion dada y de las diferentes formas de representar a la variabilidad. En-
seguida, en el recuadro que aparece como “HOJA 4”7 se presentan las preguntas preparadas
para este momento de la actividad.
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HOJA 4, ACTIVIDAD 1.

8. ;Qué puedes decir acerca de la variabilidad que presentan el conjunto de datos, recabados y/o presentados?
9. ;Cuantos formas de representar la variabilidad utilizaste?

10. ;Cual de las diferentes representaciones que utilizaste te permite tener més argumentos acerca de la varia-
bilidad que tienen los datos? ;Por qué?

11. Si se te proporcionan otros 30 datos adicionales de una muestra ya existente de medidas, ;Qué crees que
pase con la gréifica que resultaria agregando los datos adicionales? Argumenta.

Tanto en la parte de desarrollo como en la parte de cierre el maestro juega un papel
importante en el proceso didactico, mediando y guiando la actividad por lo cual es necesario
que esté constantemente monitoreando el avance de los estudiantes asi como guidndolos
para que se alcancen el objetivo planteado para la actividad. Cuestionando el por qué en
la eleccion tanto de los estadisticos como de las representaciones graficas empleadas por los
estudiantes.

4 Conclusiones

Como se dijo al principio de la presentacion, éste reporte muestra parte del acercamiento a
una problematica educativa que se planea abordar mediante una secuencia de actividades con
la cual se pretende incidir especificamente en el desarrollo del significado que los estudiantes
le atribuiran al objeto estadistico variabilidad. Algunas acciones adicionales se han realizado
aunque quedan pendientes otras tareas para completar la secuencia de actividades, tareas
como: afinar la incorporacion de la tecnologia como herramienta de apoyo de un desarrollo
cognitivo, preparar instrumentos de observaciéon de los estudiantes que experimentan la se-
cuencia, explorar con estudiantes la secuencia completa, efectuar el analisis de observaciones
y retroalimentar la secuencia.

Referencias

[1] ITSON (2004) Modelo curricular basado en competencias, Cd. Obregén Sonora.
Recuperado del sitio: http://antiguo.itson.mx/cda/innovacioncurricular/
documentosbasicos/Modelo’%20Curricular’20Itson.pdf

[2] Batanero, Carmen. (2002). Los retos de la cultura estadistica. Conferencia inaugural de
las Jornadas Interamericanas de Ensenanza de la Estadistica. Buenos Aires. Recuperado
del sitio: http://www.ugr.es/~batanero/publicaciones’%20index.htm

[3] Reading, C.; Shaughnessy, J. M. (2004). Reasoning about variation. In D. Ben-Zvi & J.
Garfield (Eds.), The challenge of developing statistical literacy, reasoning, and thinking
(pp. 201-226). Dordrecht, The Netherlands: Kluwer Academic Publishers.

[4] Ben-Zvi, D.; Garfleid, J. B.; Chance, B.; Medina, E.; Roseth, C.; Zieffler, A. (2008)
Developing Students’ Statistical Reasoning: Connecting Research and Teaching Practice.
Springer-Verlag, USA.



Memorias de la XXII Semana de Investigacion Nivel: Medio Superior y Superior
y Docencia en Matematicas.

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora,

Marzo, 2012, pp. 103-109.

EL SIGNIFICADO DE OBJETOS MATEMATICOS EN PROFESORES DE
MATEMATICAS DE BACHILLERATO

Carol Yaneth Corral Lépez* Silvia Elena Ibarra Olmos'

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora
e-madl: *caroly.corrall@correoa.uson.mx
fsibarra@gauss.mat.uson.mx

Resumen

Se presentan los avances de una tesis de Maestria en Matemdtica Educativa, la cual consiste
en una investigacion que tiene como objetivo general la descripcion del significado de objetos
matemdticos de profesores de matemdticas de bachillerato. Para realizar tal descripcion se toma
como referente tedrico la nocion de significado que se plantea en el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matemdtica.

1 Introduccidon

En busca de la creaciéon de un sistema nacional de bachillerato en un marco de diversidad,
se implement6 en México, a partir del ciclo escolar 2009-2010, la llamada Reforma Integral
de la Educacién Media Superior (RIEMS). Entre sus propésitos esté el elevar la calidad de
la educacion, para que los estudiantes de este nivel mejoren su nivel de logros educativos y
cuenten con las herramientas necesarias para tener acceso a un mayor bienestar y contribuyan
al desarrollo nacional. La RIEMS sugiere, entre otras cosas, una serie de competencias que los
jovenes egresados de este nivel deben poseer, las cuales les permitiran desplegar su potencial,
tanto para su desarrollo personal como para contribuir al de la sociedad.

Un elemento clave para alcanzar los propésitos de la Reforma, es el papel que de-
sempenara el docente. En el documento “Reforma Integral de la Educacion Media Superior”
emitido por la Subsecretaria de Educacion Media Superior de la SEP en 2008, se menciona
que “la actualizacion y profesionalizacion de los maestros es un requisito indispensable para
que la Reforma Integral de la Educacion Media Superior en México sea exitosa. Se requiere
que los profesores, ademéas de dominar sus materias, cuenten con capacidades profesionales
que exige el enfoque por competencias”.

El trabajo que se sugiere para el profesor en el aula es distinto al tradicional, dado que
ahora se pretende que los profesores sean facilitadores del proceso de aprendizaje de los
alumnos, teniéndose la expectativa, entre otras cosas, que los profesores participen en los
disenos curriculares y toma de decisiones, de manera que sus experiencias contribuyan a la
Reforma Integral.

Sin duda alguna los cambios que se produzcan en la ensenanza en este nivel educativo, y
en particular en la ensenanza de las matematicas, dependeran en gran medida de los profe-
sores. En parte, los avances dependen de los cambios que se producen en el profesor a nivel

103



104 C.Y. CORRAL L., S. E. IBARRA O.

individual, sus valores, formacién, sus creencias y percepciones de los objetos matematicos
puestos en escena en el salén de clases.

Atn cuando se cuenta con planes y programas de estudio para nivel medio superior en
el area de matemaéticas, en los cuales se presentan los contenidos y objetivos a alcanzar
en los cursos, de todas formas se realiza por cada docente previo a estar en el aula, un
proceso de seleccion, organizacién y desarrollo de cada tema, que en mucho esta permeado
por sus concepciones, sus puntos de vista, sus experiencias, su trayectoria formativa y por
los significados que se tengan del objeto matematico tratado. Definitivamente, en la medida
en que las creencias y concepciones que los docentes de nivel medio superior tienen de los
objetos matematicos intervengan directamente en sus decisiones sobre su practica docente,
entonces resulta un problema de interés identificarlas y describirlas.

Otro aspecto que nos parece importante destacar es la formacion profesional que poseen
los docentes de matematicas de nivel medio superior en México, la cual es muy diversa,
debido a que para ocupar el puesto de docente en el bachillerato, no es necesario contar con
preparacion pedagogica. Esto esta consignado en el documento oficial de perfiles profesio-
nales de la Direcciéon General de Bachillerato (DGB). Se considera entonces que éste es otro
elemento que impacta lo que un docente piensa sobre lo que es la matematica, su ensenanza
y su aprendizaje.

El tema de creencias y concepciones de profesores y el impacto en su practica docente ha
sido estudiado con anterioridad. Asi, es posible encontrar en la literatura de la especialidad,
que se han asignado diversas definiciones de cada término y se han abordado en los diferentes
niveles y ramas de la educaciéon. Por ejemplo, Llinares y Pajares (citado en Moreno &
Azcérate, 2003) dan las siguientes definiciones:

“Las creencias son conocimientos subjetivos, poco elaborados, generados a nivel
particular por cada individuo para explicarse y justificar muchas de las decisiones
y actuaciones personales y profesionales. Las creencias no se fundamentan sobre
la racionalidad, sino mds bien sobre los sentimientos, las experiencias y ausencias
de conocimientos especificos del tema con el que se relacionan, lo que las hacen ser
muy consistentes y duraderas para cada individud’.

“Las concepciones son organizadores implicitos de los coneptos, de naturaleza
esencialmente cognitiva y que incluyen creencias, significados, conceptos, proposi-
ciones, reglas, imdgenes mentales, preferencias, etc., que influyen en lo que se
percibe y en los procesos de razonamiento que se realizan. Elcardcter subjetivo es
menor en cuanto se apoyan sobre un sustrato filoséfico que describe la naturaleza
de los objetos matematicos. ”

En Matematica Educativa, al igual que en otras areas, consideramos que es también impor-
tante conocer las creencias y concepciones que los profesores tienen de los objetos matematicos,
pero en matematicas el estudio de los objetos matematicos implica mas que las creencias y
concepciones, mas que los conceptos y la forma en la que un individuo puede expresar lo que
para él es un objeto matematico. “Se pudiera argiiir que el uso de un objeto queda implicito
en el concepto que se tiene del objeto, sin embargo ello no es asi, en especial con los objetos
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mateméticos” (Serrano, 2005). Por lo tanto, para complementar dichas concepciones, es
importante estudiar también el uso que se haga de dicho objeto, es decir, lo que se es capaz
de hacer con el objeto matematico tratado.

Un término relacionado con lo que estamos mencionando, es el de significado, término que
ha tomado diversas aceptaciones no sélo en Matematica Educativa, sino también en teorias
sobre el lenguaje, filosofia del lenguaje, psicologia y pedagogia. Son también muy diversas
las maneras como los profesores de matematicas entienden este término, en particular en las
discusiones sobre el aprendizaje, ensenanza, evaluacion o curriculo (Serrano, 2005).

En este contexto, nos interesa desarrollar una investigaciéon centrada en estudiar los
significados que profesores de matematicas de bachillerato tienen sobre objetos matematicos
y encontrar cual es la influencia que esos significados tienen en las practicas de ensenanza
de esos docentes.

Formalmente, declaramos que el objetivo general de este trabajo de tesis es: Identificar el
significado que tienen, de los objetos matematicos seleccionados, docentes de matematicas de
bachillerato y conocer cual es el impacto que dicho significado tiene en su practica docente.

2 Consideraciones tedricas y metodoldgicas

El marco tedrico en el que se apoyara esta investigacién es el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS). La literatura sobre el tema refiere que
dicho enfoque tedrico ha desarrollado una serie de herramientas para analizar, describir,
explicar y valorar los procesos de instruccién matematica. Ademés, posee también herra-
mientas para analizar el conocimiento tanto matematico como didactico del profesor de
matematicas (Godino, 2009).

En términos metodologicos, se estd planteando realizar una investigaciéon de caracter
cualitativo, mas concretamente, se trata de un estudio descriptivo, en donde las técnicas
principales que se utilizaran para recabar informaciéon seran entrevistas, cuestionarios y la
observacion no participante en el salén de clases.

Las entrevistas tienen como propdésito conocer lo que piensan los profesores sobre aspec-
tos nodales en su formacion y ejercicio profesional. Los cuestionarios nos proporcionaran
informacion sobre sus significados personales sobre algunos objetos matematicos; finalmente
la observacién de su accionar en el aula, aportard datos sobre la manera en como esos sig-
nificados personales permean su quehacer didactico.

Los sujetos de estudio seran profesores de matematicas del Colegio de Bachilleres del
Estado de Sonora. Se seleccion6 esta institucion por considerar que se trata de un subsistema
que es representativo del nivel educativo donde se esta desarrollando esta investigacion.

3 Avances

Los avances que se tienen al momento, consisten en la realizacion de una entrevista a tres
profesores de matematicas de la institucién seleccionada. A continuacion, a manera de
ilustracion, se presenta en la Tabla 1 la informacién que se obtuvo en una de las entrevistas.
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Como se puede observar, la entrevista consta de tres bloques:

a)

Un primer bloque donde se buscar tener informacién sobre la formacion profesional
del entrevistado, asi como de su experiencia docente. Ademas de lo anterior, interesa
conocer acciones de actualizacion disciplinar y didactica recientes.

Un segundo bloque, donde las interrogantes estan centradas en saber qué tanto conoce
el profesor sobre los aspectos principales de la Reforma Integral de la Educacién Media
Superior.

Un tercer bloque en el cual se busca conocer las concepciones que el entrevistado tiene

sobre la matematica, su ensenanza y su aprendizaje.

BLOQUE 1. Informacién sobre la formacién profesional, experiencia

y acciones de actualizacion del j

profesor

,,Cual es su formacién profesional?
(licenciaturas y/o posgrados, atn si
éstos son parciales).

Licenciatura y maestria en ciencias en
matematicas.

. Cuantos anos de experiencia do-
cente tiene y en qué niveles educa-
tivos?

8 anos en el bachillerato y 6 en el nivel
superior.

Mencione tres cursos de actual-
izacién didactica que haya tomado
en los ultimos dos afnos.

Es constante la capacitacién que nos estan
brindando. El ultimo fue un curso sobre
diseno de reactivos de evaluacién

Mencione tres cursos de actual-
izaciéon disciplinar que haya tomado
en los ultimos dos anos.

Cursos sobre tutorias a los estudiantes,
como tratarlos, para entender los cambios
fisicos y sicoldgicos que tienen, su impacto
en el aprendizaje y las diferentes man-
eras de aprendizaje que tienen: visual,
kinestésico, auditivo.

BLOQUE 2. Conocimiento sobre la Reforma Integral de la Edu-

cacion Media Superior

. Cudl es su opiniéon general de la
Reforma Integral de la Educaciéon
Media Superior?

La siento un poco compleja, primero
porque tenemos que adecuarlo al modelo
educativo que existe en nuestro pais y esta
reforma que se supone ya dio en el nivel
bésico, sin embargo los resultados no los
veo favorables. Los estudiantes de secun-
daria a preparatoria no llegan muy bien
que digamos.

Podria mencionarme algunos de los
ejes basicos de dicha Reforma?

Risas, eje formativo, disciplinar, mmm. La
verdad no recuerdo.
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Desde su punto de vista, jen qué
consiste el enfoque por competen-
cias?

Siento que se trata mas de vincular al
estudiante con la sociedad, que no esta-
mos ajenos de trabajar grupalmente, o sea
cuando los estudiantes egresen no traba-
jaran de manera individual, sino que se
tienen que conectar, por decirlo de alguna
manera al mundo y a la sociedad en la que
viven. Muchos nos aislamos, sobre todos
los matematicos, tenemos la idea de que
nada més somos nosotros, pero en reali-
dad deberia de ser algo multidisciplinario
en lo que se esté trabajando.

. Qué entiende como una competen-
cia?

No es tanto el nivel académico con el que el
estudiante cuente, sino qué tan competente
es la persona o el estudiante para desarro-
llar cierta actividad.

. Podria mencionar algunas compe-
tencias?

No, no.

. Cual es el papel del profesor con-
templado en esta reforma?

El de ser un tutor o un guia, es tratar
que el estudiante descubra, con la guia del
estudiante los conocimientos que debe de
adquirir, pero esto no es facil, se tienen
50 o 55 estudiantes, 50 minutos y tres
dias a la semana, es dificil por la canti-
dad de estudiantes y el tiempo que se tiene.
Esta reforma estaria adecuada para grupos
pequenos y donde todos tuvieran las ganas
de aprender.

BLOQUE 3. Concepciones
ensenanza y su aprendizaje

basicas sobre la matematica, su

L Qué es para usted la matematica?

. Qué son para mi las mateméaticas? Ehh,
siento que las matematicas son sumamente
importantes, no solamente por la parte
abstracta que manejan, sino todo el razo-
namiento légico que nos dejan para poder
resolver un problema de la vida cotidiana.
No hablo solamente de la formalidad, sino
la manera de estructurar un problema y
dar respuesta, eso permite que se haga méas
sencillo. Siento que la matematica es muy
importante no solamente para la formacién
de exactas y naturales, sino también para
otras areas. Porque si bien no esta apli-
cado de manera directa, el razonamiento
que eso les va a dejar para
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. Qué entiende por  ensenar
matematicas?

Es algo complejo el proceso de ensenanza
aprendizaje, son muchos factores lo que in-
fluyen el proceso de ensenanza aprendizaje.
Yo le voy a dar las herramientas al estudi-
ante, o no darselas, quiero decir, es algo
que va a lograr dentro del curso... hacer
consciente al estudiante de un problema y
que vea las diferentes maneras en que lo va
a poder abordar.

,Cuéndo se podria decir que un
alumno aprendié matematicas?

La evaluacion es un punto muy dificil, no
es algo trivial ni sencillo, se tiene que dar
porque uno tiene que ponderar a través de
un numero de lo que mas o menos ¢l tra-
bajo, pero asi como para detectar que tan
bien o qué tan mal trabajo, pues no. En el
momento en que ellos utilicen todo este ra-
zonamiento légico para resolver un proble-
ma en su vida cotidiana, en esos momentos
diré que aprendieron.

. Podria mencionarme algunas com-
petencias matematicas?

Vuelvo a lo mismo. Para mi que sea com-
petente sera en la medida en la que pueda
razonar cualquier problema que se le pre-
sente en la realidad, ya sea laboral o del
tipo que sea.

Tabla 1. Entrevista con el profesor A.
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Resumen

Se presenta la estructura para el trabajo de investigacion de la elaboracion de tesis para
obtener el grado de Maestria en Ciencias con FEspecialidad en Matemdtica FEducativa de la
Universidad de Sonora, el propdsito de este estudio es realizar el andlisis de reactivos de
matemdticas de la prueba ENLACE que es aplicada a los estudiantes del 4ltimo grado en la
Educacion Media Superior; considerando el contenido matemdtico que pretende evaluar el reac-
tivo, ast como el contenido matemdtico correspondiente del Programa de Estudio de este nivel
educativo. FEL andlisis se centra en wvarios aspectos: claridad en el enunciado del reactivo,
pertinencia de los distractores, aprendizajes que se quieren evaluar, debilidades de quienes no
responden correctamente el reactivo (de acuerdo a lo que senala enlace).

1 Introduccidon

Las evaluaciones estandarizadas actualmente se estan aplicando en diferentes niveles del
sistema educativo mexicano, entre otras cosas con el propdsito de conocer las debilidades
que nuestro sistema tiene, algunas de estas evaluaciones son disenadas por dependencias
de caracter estatal, nacional o internacional. Una de las que tiene mayor incidencia sobre
nuestro medio en la Evaluacién Nacional del Logro Académico en Centros Educativos (EN-
LACE), la cual evalua, de acuerdo a sus planteamientos, la capacidad de poner en practica,
ante situaciones del mundo real, conocimientos y habilidades bésicas (lectora y matematica)
adquiridas a lo largo de la trayectoria escolar [1].

La prueba es aplicada a los estudiantes de nivel basico y del bachillerato que cursan el
ultimo grado de estudios ya sean de instituciones de caracter publicas o privado con re-
conocimiento de validez oficial por parte de la Secretaria de Educacién Publica o por las
entidades federativas, en escuelas de caracter autonomo y las que a ellas estén incorpo-
radas. En este trabajo nos centramos en la prueba ENLACE que se aplica a estudiantes
de bachillerato, los resultados mas recientes que se tienen disponibles en este momento, con
los resultados de la prueba que se aplico en el mes de abril del ano 2011, ésta fue la cuarta
edicién de la prueba ENLACE a 912,878 estudiantes de 12,755 escuelas.
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2 Problematica de la educacion matematica que se aborda

De los problemas que se presentan en la educacién matematica, hay uno que es de suma
importancia, la evaluacion de los aprendizajes, y es en esta area donde podemos ubicar
el presente trabajo, centrando la atencién en una de las evaluaciones estandarizadas que se
aplica a los estudiantes de tercer grado de bachillerato ENLACE. ENLACE es un examen que
contiene reactivos de la materia de matematicas, que pretenden ser problemas provenientes
de actividades de la vida cotidiana del ser humano, y que el estudiante de nivel medio superior
debe resolver. Para su resolucion se supone que los estudiantes deben poner en juego las
competencias desarrolladas a lo largo de los tres anos de bachillerato, ya que la instruccion
que recibe en ese nivel educativo esta basada en el desarrollo de competencias.

Tal como se ha mencionado lineas arriba consideramos que la evaluacion de los apren-
dizajes es uno de los temas mas complejos del quehacer educativo, porque en él intervienen
multiples factores desde los relacionados con el docente quien es el responsable de organizar
y planificar las acciones que debe desarrollar el estudiante para lograr los aprendizajes es-
perados, en base a los programas de estudio institucionales; por otra parte esta el estudiante
que es el sujeto sobre el que se centra la atenciéon en el aula, cuya actuacion esta sujeta a una
serie de factores en muchos casos que no dependen de él. Pretendemos analizar los reactivos
de ENLACE a partir de los siguientes aspectos:

Lo que ENLACE pretende evaluar.
Lo que ENLACE realmente evalta.

e La correspondencia del contenido del reactivo con el contenido de lo que marca el
programa de estudios.

e Lo que argumenta el alumno que resuelve el problema.

Los temas matematicos que se presentan en este analisis corresponden a los que estan
contenidos en los reactivos seleccionados para el andlisis, de acuerdo a la estructura de la
prueba los contenidos que se evaltian son: cantidad, cambios y relaciones, y espacio y forma.

3 Caracteristicas del analisis

Las principales caracteristicas del analisis de reactivos de la prueba ENLACE son las obser-
vaciones referidas a:

a) Claridad en la redaccién del reactivo.

b) Consistencia acerca de la debilidad marcada por ENLACE a los estudiantes que no
pudieron resolver satisfactoriamente el reactivo

c) Cémo resuelve el profesor el reactivo.
d) La consistencia de lo que evalta el reactivo y lo que se ensena en clase.

e) Pertinencia de los distractores.
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f) Contenidos y procesos que utiliza la prueba y comparacién con los que normalmente
usamos en clase

g) {Coémo resuelve el alumno el reactivo?

Revisando la informacién que se deriva de la aplicacion, publicacion y presentacion de
resultados de la prueba ENLACE, existen algunos aspectos susceptibles de analisis: es un
instrumento que se utiliza como parametro de evaluacion de los centros educativos, confia-
bilidad de los resultados obtenidos y consistencia entre los contenidos que evalia ENLACE
y el de los programas oficiales de las asignaturas de matematicas.

La importancia de la prueba ENLACE es que hace una evaluacion en los centros educa-
tivos a nivel nacional, y con ello se dispone de informaciéon que nos permite tener indicios
de las debilidades que tenemos en los centros educativos y asi poder realizar acciones que
coadyuven a realizar mejoras en los aspectos que corresponda. Por el impacto que dicho ins-
trumento tiene es importante conocerlo a fondo, lo anterior nos permitira tener una idea del
grado de confiabilidad que se puede tener de los resultados que se obtienen de la aplicacién
de dicha prueba.

El contenido del reactivo y el programa de estudio

Para los contenidos y procesos que se evaltian en esta prueba; los reactivos estan dis-
tribuidos por grupo de procesos a evaluar y por contenido matematico tal como se muestra
en la tabla 1[1].

Tabla 1

Procesos a evaluar
Reflexién y

(CIONILIZINTIDIOFS Reproduccién Conexion evaluacion Total
Cantidad 6 7 7 20
Cambios y relaciones 5 8 7 20
Espacio y forma 6 8 6 20
Total 17 23 30 60

En la informacién que se presenta en la pagina de la prueba ENLACE se elaboran las
siguientes preguntas ;Qué mide y que no mide ENLACE?, centrandose en el nivel medio
superior, y la respuesta que proporcionan es la siguiente:

Para valorar en qué medida los jovenes egresados de este nwel educativo son capaces
de aplicar a situaciones del mundo real conocimientos y habiidades basicas adquiridas a lo
largo de la trayectoria escolar que les permitan hacer un uso apropiado de la lengua -habilidad
lectora y la habilidad matemdtica/1].

ENLACE dentro del desarrollo de sus propositos, y relacionandose con el contenido del
programa de estudio, en el que se involucran las competencias genéricas y disciplinares
basadas en la Reforma Integral de la Educacion Media Superior, maneja los siguientes as-
pectos referentes a los jovenes egresados:

e ENLACE considera que los jovenes egresados, seran capaces de aplicar a situaciones
del mundo real los conocimientos y habilidades basicas adquiridas a lo largo de su
trayectoria escolar.
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e Se hace ademés una menciéon de los conocimientos y habilidades que el estudiante
adquiere en el nivel medio superior deben considerarse como conocimientos especificos y
que estén en concordancia con los ejes tematicos del programa de estudios del bachiller-
ato, que corresponden a Razonamiento Matematico, Resolucién de Problemas y Ori-
entacion Espacial, cada uno de ellos con sus respectivas habilidades y capacidades para
desarrollar.

e De las materias que se estudian en este nivel educativo, los conocimientos basicos son
referidos a lo que el ser humano requiere para solucionar situaciones de su sobrevivencia,
de atencion de las necesidades basicas, En la sociedad, la persona interactiia con otras
personas, y se siguen patrones de conducta sociales, uno de ellos es la trayectoria
escolar para la educacion del individuo, y en la escuela se adquieren conocimientos
que se incrementan al transcurrir los periodos escolares, de tal forma que la persona
acumula estos conocimientos . Las situaciones del mundo real solo se resuelven cuando
el estudiante esta en determinado grado comprometido con su estudio y su superacion
personal. Para la elaboracién de reactivos de la prueba, deben considerarse situaciones
a las que el estudiante enfrentard en sus actividades normales, de la vida cotidiana.

e En la prueba ENLACE se pretende que se midan tanto el dominio como habilidades
desarrolladas, como para enfrentar un problema de la vida cotidiana.

En el programa de estudios para la Educacién Media Suprior estan contenidas las com-
petencias que ha de desarrollar el joven bachiller, las aptitudes y habilidades, los atributos
de cada competencia genérica; ademas se menciona que se requiere desarrollar en los jovenes
habilidades para la vida y que éstas se pueden medir. Dentro de las competencias senaladas
en los programas de estudio se destacan las competencias matematicas que deben desarro-
llar los estudiantes del nivel medio superior, entre ellas destacan aspectos importantes como
el analisis y resolucién de problemas, asi como observacion y anélisis de una determinada
situacion para matematizarla. En el programa de estudios para el nivel medio superior se
pretende promover las competencias matemaéticas, que se presentan en general como capaci-
dades y habilidades, clasificadas segin se indica en la tabla 2[3].

Como parte de lo que se pretende en este anélisis es revisar la concordancia de las com-
petencias matematicas que se indican en el programa de estudios, con las que se insertan en
la prueba ENLACE para el nivel medio superior, procedemos a relacionar ambas estructuras
en lo que es el trabajo medular de esta tesis.

Los conocimientos bésicos podran ser suficientes para poder enfrentar y resolver los reac-
tivos de la prueba ENLACE, aunque algunas de las habilidades parecieran descartarse para
la practica de la resolucién de los reactivos, no se pueden aislar, por ejemplo la que refiere
“expone trabajos” podra tener relevancia ya que el objeto matematico aprendido y expuesto
en ese trabajo llega a ser de tal magnitud que es lo que ayuda a resolver el ejercicio, siempre
a partir de las experiencias y conocimientos previa del estudiante. En alguna ocasion expuso
frente a un grupo de personas, pudiéndose reducir a un equipo de trabajo en el aula, sin
olvidar que pudo ser el punto de vista aportado por el estudiante o por algiin miembro del
equipo y que resulta en lo esencial para dar la respuesta acertada, tal como lo senala G.
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Tabla 2
RAZONAMIENTO RESOLUCION DE ORIENTACION EXPRESION
MATEMATICO PROBLEMAS ESPACIAL ORAL Y ESCRITA
Analizar Comprender Relacionar Exponer trabajos
Clasificar Identificar Representar Expresar con cohe-
mentalmente rencia
Realizar inferencias Interpretar Situar objetos Expresar por medio
y deducciones de férmulas
Aplicar Representar Representar Utilizar terminolo-
graficamente gia y notacién ma-
tematica
Resolver problemas  Relacionar Expresar
graficamente
Evaluar Elaborar estrategias Plantear problemas
de solucién
Resolver Sintetizar
Comprobar
Evaluar
Transferir

Polya, (1978), “Si llegamos a recordar algin problema ya resuelto que esté estrechamente
relacionado con nuestro problema actual, podemos considerarnos con suerte”.

4 Comentarios finales

La prueba ENLACE esta “Integrada por reactivos de opcion muiltiple, que con disenios apro-
piados, facilitan la exploracién de conocimientos, habilidades y competencias, la aplicacion
de reglas y procedimientos, el andlisis de casos especificos o la vinculaciéon de situaciones,
entre muchas otras” [1], en cada caso el estudiante tiene cuatro opciones para seleccionar
una se supone que en todos los casos existe respuesta correcta y que es so6lo una respuesta
correcta, pero una primer revision a los reactivos nos ha permitido encontrar algunos que no
tiene respuesta correcta o bien que hay més de una respuesta correcta.

Otro aspecto que se destaca en la prueba ENLACE es la interpretacion que se hace de
las debilidades que muestran los estudiantes que no responden correctamente un reactivo,
también en una primer revision que se ha hecho de los reactivos y de la forma en que lo
resuelven los estudiantes y profesores, hemos identificado que la debilidad que esta presente
no necesariamente corresponde con lo dicho por ENLACE.

En el desarrollo de esta tesis, se trabajara en el analisis de la relacién de los contenidos
matematicos y procesos que evalia ENLACE con respecto a las competencias matematicas
que ha de desarrollar el estudiante de acuerdo a lo que se establece en los programa de
estudios del Nivel Medio Superior [3]. Por otra parte se esta trabajando con los estudiantes
en la resolucién de los reactivos de pruebas pasadas, con el propédsito de que hagan explicitas
las estrategias que utilizan al resolverlos y de esa informacion poder identificar las debilidades

que estan presentes cuando los estudiantes no responder correctamente, y compararla con
las debilidades que presenta ENLACE.
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Un aspecto del trabajo que se esta iniciando esta relacionado con la identificacion de los
aspectos teodricos que deberan sustentar el trabajo.
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Resumen

En este trabajo se presenta una propuesta de actividades diddcticas para dlgebra de vec-
tores cuyo objetivo es proporcionar al profesor herramientas que complementen el proceso de
ensenanza y aprendizaje de sus estudiantes. Las actividades diddcticas estin elaboradas en ho-
jas de Excel con el propdsito que el profesor guie el descubrimiento de los estudiantes para que
adquieran las competencias basicas del dlgebra de vectores que forma parte del contenido inicial
de la asignatura de cdlculo de varias variables de las carreras de ingenieria del Subsistema de
Institutos Tecnolégicos.

1 Introduccién

El propésito de este trabajo es proporcionar a los profesores del Instituto Tecnoldgico de
Mexicali (ITM), una propuesta de actividades didacticas que permitan complementar en los
estudiantes las competencias necesarias para desarrollar habilidades en algebra de vectores.

El proyecto incluye el diseno y elaboracion de actividades didacticas de dlgebra de vectores
y la validacién en los grupos de célculo vectorial del I'TM. Se presenta la primera parte que
comprende la propuesta de actividades didacticas para los temas de interpretacion geométrica
de un vector en dos dimensiones, vectores paralelos y perpendiculares, conceptos basicos de
magnitud, direcciéon y componentes de un vector, vector unitario y operaciones de suma y
producto escalar entre vectores, utilizando la hoja de célculo de Excel. La segunda parte del
proyecto sera la validaciéon en un grupo control y otro piloto de calculo vectorial del I'TM.

2 Fundamentacion

Atn y cuando se cuenta con diversas herramientas tecnoldgicas para apoyar el aprendizaje
de las matematicas, todavia existen profesores que siguen ensenando de manera tradicional.
Por lo que estas actividades didacticas favorecen el uso de Microsoft Excel y permite que
los estudiantes visualicen la representacion numérica y grafica de algebra de vectores. Todo
esto en un contexto interactivo y compartido entre el profesor y el estudiante, como lo senala
Diaz-Barriga y Hernandez (2002).
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Para Fernando Hitt (2009) las experiencias matematicas en el aula a través de actividades
didacticas bajo el contexto de aprendizaje colaborativo, debate cientifico y auto-reflexion
favorecen el aprendizaje tanto para el estudiante como para el profesor.

Las actividades didacticas que se presentan estan creadas considerando que seran un
complemento de ensenianza y los estudiantes deberan participar junto con el profesor en las
acciones senaladas en cada actividad, de tal forma que se dé un debate y auto-reflexién.
Algunas actividades estan disenadas de forma que el estudiante pueda reproducirlas fuera
del aula y en otras debera ir descubriendo el conocimiento a adquirir (Pimienta, 2005).

El contenido de algebra de vectores se desarrolla a través de 6 actividades didacticas que
fueron disenadas en 6 hojas de célculo de Excel, que permiten al profesor guiar al estudiante
en la manipulacion de diferentes celdas de la hoja de calculo complementando el proceso
de ensenanza del algebra de vectores (Zorzoli, 2004). Se presentan dos de las 6 actividades
didécticas desarrolladas.

3 Actividades didacticas representativas de la propuesta

La hoja 1 de Excel corresponde a graficacion de dos vectores. La actividad didactica esta
compuesta por 10 acciones en las cuales el estudiante, guiado por el profesor, traduce repre-
sentaciones numeéricas en graficas de vectores en dos dimensiones, caracteriza el paralelismo
y la perpendicularidad entre vectores y tiene la posibilidad de modificar la hoja de calculo
de Excel y realizar sus propias interpretaciones del tema.

A continuacion se describe la actividad didactica de graficacién de dos vectores.

Accién 1: Asigne valores cualesquiera a las coordenadas de los puntos iniciales y finales
de los dos vectores.

VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( -1 , 1 ) (1 , 3 )
Coordenadas del punto final (3 , 3 ) ( 0 , 2 )

3.5
3

2.5 /
2

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5

Accién 2: Escriba las coordenadas del punto inicial y final del vector 2 igual a cero. Por el
momento, solo se manipulara al vector 1.
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VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( -1 , 1 ) ( 0 , 0 )
Coordenadas del punto fimal (3 , 2 ) ( 0 , 0 )

2.5

2
1.5 /

-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 3.5

Accién 3: Escriba las coordenadas del punto inicial del vector 1 como (0,0) y las coorde-
nadas del punto final como (3,2). El profesor favorece un debate sobre el vector obtenido.

VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial (0 , 0 ) ( 0 , 0 )
Coordenadas del punto final (3 , 2 ) ( 0 0 )

s

2.5 1

1.5

0.5 1

Accién 4: Escriba las coordenadas del punto inicial del vector 1 como (0,2) y conserve las
coordenadas del punto final. El estudiante hace una auto-reflexion y explica lo que observa.

VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( 0 , 2 ) ( 0 , 0 )
Coordenadas del punto final (3 , 2 ) ( 0 , 0 )

2.5 1

1.5 A

0.5 1

Accién 5: Modifique las coordenadas del punto inicial del vector 1 escribiendo (3,0)
conservando las coordenadas del punto final. Después de la auto-reflexién el estudiante
explica las diferencias observadas respecto al vector que se obtuvo en la accién 4.
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VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( 3 , 0 ) ( 0 , 0 )
Coordenadas del punto final (3 . 2 ) ( 0 , 0 )

1.5 4

o 05 1 15 2 25 3 35

Accién 6: De lo observado en las acciones 4 y 5, el profesor genera un debate que permita
que los estudiantes concluyan sobre la magnitud del vector vertical y horizontal.

Accién 7: Represente el vector con coordenadas iniciales (3,2) y finales (4,3), trace un

. . . Y2 —
vector paralelo en cada uno de los cuadrantes. ;Qué puede concluir de las relaciones ———
Ty — 2
/ /
Yo — U 2
TH — T

VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( 3 , 2 ) ( =3 , 2 )
Coordenadas del punto final ( 4 , 3 ) ( =2 3 )

)

3.5
3
/ 2.5 /
2
1.5
1
0.51
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Accién 8: Dado el vector con coordenadas (x1,y1) = (2,2) v (z2,%2) = (1,5) trace un
vector antiparalelo (direccién opuesta). Sean (z,v1) v (2%, y5) las coordenadas del vector
Y2 — y yé—yir,

antiparalelo, ; Qué puede concluir de las relaciones ; ~ 7

VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( 2 , 2 ) ( 2 , 6 )
Coordenadas del punto final (1 , 5 ) ( 3 , 3 )

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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Accién 9: Utilizando las coordenadas de los puntos iniciales (2,2) y finales (0,2), obtenga
las coordenadas de un vector perpendicular a este. ;Qué puede concluir de las relaciones
2= Yo~ U 2
To—xy T Th— 1

VECTOR 1 VECTOR 2 VECTOR 1 VECTOR 2
Coordenadas del punto inicial ( 2 , 2 ) ( 2 , 6 ) Coordenadas del punto inicial ( 2 , 2 ) (1 , 6 )
Coordenadas del punto final ( 0 , 2 ) ( 2 0 ) Coordenadas del punto final ( 0 , 2 ) ( 1 1)
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1 *
05 . 0.5 1 15 2 25 05 ) 0.5 1 15 2 25

Accién 10: El profesor genera un debate que permita contestar si la aseveracién hecha
en la accién 9 es valida para vectores perpendiculares que no son verticales ni horizontales.

La hoja 2 de Excel corresponde al tema de componentes de un vector. La actividad
didactica estd compuesta por 6 acciones que permitiran deducir al estudiante el calculo de
las componentes y la magnitud de un vector.

Accién 1: Estableciendo las coordenadas del punto inicial (0,0) y las del punto final (4,6)
se le pide al estudiante observar el vector obtenido y contestar si existe una relacion entre
las componentes horizontales y verticales del vector respecto a las coordenadas del punto
inicial, de ser asi que describa esta relacion y la compruebe colocando diferentes valores en
la coordenada final del vector.

VECTOR 1 COMPONENTE HORIZONTAL 4
Coordenadas del punto inicial (0 , 0 ) COMPONENTE VERTICAL= 6

Coordenadas del punto final (4 , 6 ) Magnitud del vector= 7.21
REPRESENTACION DEL VECTOR
A=(4,6)
7 A
6
5 4
4 4
3 4
2
14
0 v v v v v v v = 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Accién 2: El profesor genera un debate entre los estudiantes y les cuestiona primeramente
si es posible afirmar que al tener un vector que inicia en el origen sus componentes son iguales
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a las coordenadas del punto final, para cualesquier vector. Después qué pueden afirmar sobre
la magnitud de un vector que inicia en el origen y termina en cualesquier punto sobre el eje
horizontal y finalmente qué pueden afirmar sobre la magnitud de un vector que inicia en el
origen y termina en cualesquier punto sobre el eje vertical.

Accion 3: El profesor solicita a los estudiantes que investiguen por qué a las componentes
a lo largo de los ejes, se les da el nombre de componentes rectangulares y que utilice el teorema
de Pitagoras para obtener una ecuacién que exprese la magnitud de los vectores en funcién
de sus componentes. Posteriormente discuten lo investigado en el aula.

Accidn 4: El profesor cuestiona a los estudiantes si la ecuacién obtenida en la accién 3 es
valida para cualesquier vector, posteriormente solicita que comprueben la ecuacién colocando
diferentes valores en las coordenadas del punto inicial y final del vector.

Accién 5: El profesor indica que modifiquen las coordenadas iniciales a (1,2) y las coorde-
nadas finales a (4,6) y que observen la figura y obtengan una relacién entre las coordenadas
dadas y los valores de las componentes obtenidas.

VECTOR1 COMPONENTE HORIZONTAL 3
Coordenadas del punto inicial (1 , 2 ) COMPONENTE VERTICAL= 4
Coordenadas del punto final (4 , 6 ) Magnitud del vector= 5.00

REPRESENTACION DEL VECTOR

A=(3,4)

y

Accion 6. El profesor solicita al estudiante que modifique la ecuacién obtenida en la
accion 3 para calcular la magnitud del vector que no inicia en el origen, que escriba la
ecuacién obtenida y fomenta un debate para que respondan si es valida para vectores que
inician y/o terminan en cualesquier cuadrante.

4 A manera de conclusiones

El célculo de varias variables se contempla en la formacion de los estudiantes de ingenieria,
permite la definicion de diferentes herramientas geométricas que facilitan el analisis, mod-
elacion y solucion de problemas de diversas areas del conocimiento. Ademaés del conocimiento
matematico, el profesor requiere buscar actividades didacticas que faciliten el aprendizaje
de los estudiantes y que se apoye en el uso de herramientas tecnolégicas.



ACTIVIDADES DIDACTICAS PARA ALGEBRA DE VECTORES

Actualmente la mayoria de las computadoras cuenta con Microsoft Excel, por lo que,
el uso de las hojas de calculo en la ensenanza de las matematicas es otra herramienta que
el profesor puede utilizar para despertar el interés en los estudiantes. Se espera que las
actividades propuestas en la hoja de calculo faciliten la ensenanza y el aprendizaje del algebra
vectores.

Es importante que el profesor promueva debates y auto-reflexion entre los estudiantes
que permitan reafirmar los conocimientos adquiridos, realizar las modificaciones pertinentes
en la hoja de calculo de Excel y lo motiven a realizar sus propias investigaciones.

Referencias

[1] Diaz-Barriga, A. F., & Hernandez, R. G. (2002). Estrategias docentes para un apren-
dizaje significativo. México. Editorial McGrawHill.

[2] Pimienta, P. J. (2005). Metodologia constructivista. México. Editorial Pearson/Prentice
Hall.

[3] Hitt F. (2009). Resolucion de situaciones problema y desarrollo de competencias
matemdticas en ambientes de aprendizaje en colaboracion, debate cientifico y auto-
reflexion (ACODESA). Memorias del Primer Seminario Internacional sobre Resolucion
de Problemas y Uso de la Tecnologia Computacional. México.

[4] Zorzoli G., (2004). Aprendiendo Algebra y Geometria con Microsoft Ercel. Argentina.
Grupo Guia. Omicron System.

123






Memorias de la XXII Semana de Investigacion Nivel: Superior y Medio Superior
y Docencia en Matematicas.

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora,

Marzo, 2012, pp. 125-130.

EVALUACION DE LA IMPLEMENTACION DEL CURSO DE
ESTADISTICA DESCRIPTIVA DE LA LICENCIATURA EN TRABAJO
SOCIAL EN UN AMBIENTE A DISTANCIA

Irma Nancy Larios Rodriguez* Maria Elena Parra Ramos'

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora
e-mail: *nancy@gauss.mat.uson.mx
Tmeparra@gauss.mat.uson.mx

Resumen

En el presente trabajo se muestran los resultados obtenidos en un curso de FEstadistica
Descriptiva en un ambiente virtual, el cual fue implementado durante el semestre 2011-1 con
estudiantes de la Licenciatura en Trabajo Social de la Universidad de Sonora con el fin de
complementar lo presentado en un estudio previo titulado “Consideraciones para el disenio de
un curso de estadistica en ambiente virtual o a distanci” [1], expuesto en la XXI Semana de
Investigacion y Docencia en Matemadticas en el cual se indicaba que, se abordaria lo referente
a la etapa de evaluacion y revision que es la que permite la restructuracion del disefio [2]
posteriormente.

1 Introduccidon

La Universidad de Sonora; en el ciclo 2010-2 oferté por vez primera, programas educativos
de licenciatura bajo el esquema de modalidad a distancia, iniciando con la Licenciatura en
Trabajo Social. El presente trabajo se circunscribe dentro de este contexto; la ensenanza
de la Estadistica bajo un ambiente virtual, ya que el plan de estudios de la licenciatura en
mencion considera un curso de Estadistica Descriptiva, siendo las que suscriben el presente
trabajo las responsables del diseno del curso. Durante el semestre 2011-1, se impartié por
primera vez el curso, de tal forma que en este trabajo se presentan los resultados obtenidos
y se plantean, en base a los resultados y/o evaluacién de la implementacién una serie de re-
comendaciones para la restructuracion del mismo. Como antecedente de este trabajo se tiene
el trabajo titulado “Consideraciones para el diseno de un curso de estadistica en ambiente
virtual o a distancia” [1], presentado previamente. Para el disefio del curso se considera-
ron las siguientes interrogantes: ;Cémo lograr una interaccién eficiente y/o oportuna entre
asesor-estudiante, entre pares (estudiante-estudiante) y estudiante-recursos?; para lograr de-
sarrollar aprendizajes significativos en el estudiante ;Qué recursos es pertinente incorporar
al disenar el Curso de Estadistica Descriptiva en la modalidad a distancia? ;Cémo organizar
los recursos? ;Cémo evaluar?

Después de llegar a ciertos acuerdos alrededor de los cuestionamientos; teniendo en cuenta
los elementos tedricos descritos en el trabajo senalado en [1], se procedi6 a la elaboracién
del guion instruccional. Para el guion instruccional fue necesario considerar, incorporar y/o
disenar los siguientes recursos y/o elementos: Programa del curso de Estadistica Descriptiva
modalidad presencial, uso de Plataforma Moodle, creacion de Foros, Chat y Cuestionarios,
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uso de Excel, uso de PowerPoint, uso de Applets Estadisticos, elaboracién de actividades
de aprendizaje por unidad tematica, elaboraciéon de notas de apoyo, desarrollo de talleres
integradores por unidad tematica e impulsar trabajo de investigacion por parte de los estu-
diantes.

2 Elementos teodricos para la evaluacién y revision del curso

La etapa de evaluacién y revision que es la que permite la restructuraciéon del diseno de un
curso modalidad a distancia, es una parte muy importante a considerar lo cual es abordado
por varios autores entre los que se encuentran Molina y Molina [2] quienes senalan que una
revision de experiencias de aplicaciéon de modelos a distancia nos permite darnos cuenta de
que la aplicacion de las nuevas tecnologias no siempre resulta exitosa y a veces esta lejos de
ser satisfactoria en términos de logros, senala que las razones son diversas y que muchos de
estos fracasos se deben a los siguientes factores los que considera deben tomarse en cuenta
al reestructurar el curso:

e Aspectos meramente técnicos entre los que se encuentra fallas en el equipo, en la senal
entre otros.

e (Cuestiones sociales como el de no contar ain con una cultura de esta modalidad de
educacion persistiendo el método presencial.

e Poca o nula importancia a la parte psicopedagégica, entre otros.

e Ademas recomiendan que las caracteristicas del medio tecnolégico que serd utilizado
deben ser consideradas para el diseno y planeacién de los medios didacticos y dan un
especial énfasis a la conformacion de equipos de trabajo encargados de plasmar tanto
lo relativo al contenido, como los aspectos psicopedagégicos, didacticos y tecnoldgicos
implicados en el proceso

Por su parte Mc. Anally [3] menciona que la instrumentacion exitosa de un curso en linea
no depende tnicamente de factores técnicos relacionados con el disefio operativo y/o estético,
ya que involucra factores humanos y pedagdgicos determinantes. Algunos de los aspectos
que considera a tomar en cuenta son el diseno del ambiente de aprendizaje, su estructura,
las tareas rutinarias, y el modelo instruccional adoptado.

Diaz [4] caracteriza a los estudiantes a distancia que pueden tener éxito en los estudios
bajo la presente modalidad, lo que puede tomarse en cuenta al momento de seleccionarlos:

Estan altamente motivados.

Son independientes.

Son estudiantes activos.

Tiene habilidades para administrar su tiempo y organizarse.

Tiene la disciplina para estudiar sin recordatorios externos.

Puede adaptarse a ambientes de estudio nuevos.
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3 Descripcién de los resultados obtenidos, comentarios y recomendaciones

Inicialmente en el curso sélo participaron siete estudiantes del total de 13 que estaban ins-
critas en la plataforma. El curso se desarrolld del 21 de abril al 20 de marzo del 2011,
sin embargo la mayoria de los estudiantes finalizaron sus actividades con tres semanas de
retraso. Al finalizar el curso cinco estudiantes aprobaron y dos de ellas abandonaron el curso
practicamente al iniciar.

Para la acreditacion del curso, se consideraron los siguientes elementos: realizacion de
las actividades de aprendizaje, participacién en foros, tres evaluaciones y la realizacién de
trabajos de investigacion.

La participacion de los estudiantes en los foros fue pobre, el recurso de chat no fue
utilizado e incluso la comunicacion via correo electronico no fue utilizada en los tiempos
pertinentes, que permitiera una real retroalimentacion.

3.1 Comentarios sobre el diseno del curso

a) El curso const6 de demasiadas actividades de aprendizaje que deben ser evaluadas por
el asesor, esto hace que el trabajo del asesor sea muy extenuante, si ademaés se considera
que es necesario realizar algunas retroalimentaciones a las actividades de aprendizaje,
vuelve mas pesada esta actividad.

b) Algunas de las actividades de aprendizaje no funcionaron como se esperaba, por lo
cual es necesario modificarlas, eliminarlas o sustituirlas por otras.

¢) Los objetivos planteados en los foros, no fueron alcanzados, hubo una casi nula parti-
cipacion en ellos.

d) Las actividades de aprendizaje fueron diseniadas con la intensién de cubrir tanto los
calculos estadisticos, como aspectos de interpretacién de los calculos realizados en el
contexto de las problematicas planteadas, asi como toma de decisiones, sin embargo las
actividades realizadas por casi todo los estudiantes estuvieron centradas en el célculo,
dejando a un lado los aspectos cualitativos.

3.2 Sugerencias generales

a) Es necesario realizar modificaciones al curso de tal forma que este méas centrado en los
procesos y menos en los contenidos, esto puede lograse, por ejemplo, si se vincula con
algiin taller integrador o otra materia especifica de la licenciatura de Trabajo Social,
donde la materia de Estadistica fuera de apoyo o disenando una practica integradora
que se desarrolle a lo largo del curso. Lo anterior también consideramos impacta en la
motivacion de los estudiantes.

b) Se requiere que los estudiantes manejen el software Excel o algtin software estadistico
para realizar calculos, graficas, tablas, funciones estadisticas. Lo anterior permite que
el curso se centre mas en los aspectos cualitativos que en los cuantitativos. En el diseno
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de curso se dio por hecho que los estudiantes manejaban al menos un poco de Excel,
pero en la mayoria de los casos no fue asi.

El curso fue valorado por los estudiantes como dificil, mas atn porque los medios
de comunicacién sincronicos y asincrénicos de la plataforma no resultaron ttiles. Es
necesario buscar estrategias para lograr un mayor uso de éstos recursos por parte de
los estudiantes.

Hay que incorporar el uso de Wikis, como una estrategia de trabajo colaborativo entre
los participantes.

Como parte del redisenio del curso se debe separar en las actividades a aprendizaje los
procedimientos de calculos, de los aspectos cualitativos que permita que la plataforma
evalué los aspectos cuantitativos y el asesor los aspectos cualitativos. En ese sentido
se puede incorporar en el redisefio del curso el software MapleTA, este tultimo como
un recurso que ayude al profesor a realizar el trabajo de evaluacion, asi como para que
los estudiantes puedan conocer los resultados de las actividades de calculo de manera
instantanea.

En definitiva la ensenanza en un ambiente virtual es muy demandante, ya que el trabajo
que se realiza es practicamente individualizado, en ese sentido no es recomendable
trabajar con grupos numerosos. Creo que aun realizando las modificaciones antes
senaladas, un curso bajo esta modalidad debiera tener a lo mas veinte estudiantes, de
otra forma se corre riesgo de que la atencion a los estudiantes no sea de calidad.

El curso no debiera programarse en forma tan intensiva, ya que no permite la madu-
racion de los conceptos fundamentales.

Por lo novedoso que puede ser para los estudiantes el trabajo en un ambiente virtual,
en este primer momento (de pilotaje) es pertinente tener consideraciones en relacién a
los plazos de envio de actividades de aprendizaje y/o participacién en los foros a los
estudiantes, sin embargo hay que tener cuidado con ese aspecto, porque puede ocasionar
una forma disfuncional de trabajo. Todos los participantes en la modalidad a distancia
tienen que organizar sus actividades para cumplir con las agendas establecidas en los
cursos, incluso creo que los margenes deben estar establecidos explicitamente en las
agendas y no admitir trabajos por fuera de los plazos establecidos en ellas.

Se puede concluir, que en lo general los estudiantes, tuvieron problemas en la orga-
nizacion del tiempo que les permitiera enviar a la plataforma las actividades en los
tiempos senalados.

Se detectd que los estudiantes tienen problemas para comunicarse en forma escrita, lo
anterior es una seria dificultad en los alances de los objetivos plateados en el curso,
dado que es esta forma de comunicacién esencial en la educaciéon a distancia.
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k) La plataforma funciono perfectamente, siempre fue posible ingresar y trabajar en ella
sin problemas. Particularmente el personal responsable de su funcionamiento son
sumamente profesionales y eficientes, en todo momento atendieron en tiempo y forma
las solicitudes realizadas.

1) Por tltimo, se considera que, los estudiantes que estudian en un ambiente a distancia
deben contar con una serie de habilidades que es necesario definir, como por ejemplo, la
habilidad para organizar su tiempo, la de expresarse de forma escrita adecuadamente,
realizar las actividades curriculares sin recordatorios, etcétera, para poder caracterizar
a los estudiantes que pueden desenvolverse exitosamente en la educacién a distancia.

4 Comentarios finales

Es evidente que la educacion a distancia significa un cambio radical a la educacion presencial,
desde la misma concepcion de la educacién a distancia, hasta los mecanismos de accion,
administracién, diseno, implementacion y evaluacion por mencionar algunas consideraciones.
Sin embargo; cada vez son mas las instituciones educativas que ofrecen cursos a distancia, las
aulas empiezan a convertirse en espacios virtuales de estudio, siendo por lo tanto la educacion
en esta modalidad un campo amplio de investigacién, en ese sentido es importante continuar
con trabajos en esa direcciéon. A pesar de que este trabajo fue un primer acercamiento
al diseno de un curso de estadistica en la modalidad a distancia, los resultados obtenidos
nos permiten incorporar elementos tanto en el diseno de curso, como a las caracteristicas
necesarias que deben de poseer los estudiantes en esta modalidad. Adicionalmente se senala
la necesidad de que todas las instancias institucionales (profesores responsables de curso,
responsables académicos del proyecto de la Lic. en Trabajo Social y personal involucrado
en el diseno y concrecién del curso de la Direccién de Desarrollo académico e Innovacion
Educativa, asi como de los autores de contenido del mismo) que participan en el desarrollo de
la educacién a distancia se reiinan para considerar los cambios que se consideren pertinentes
por todos los involucrados y asi poder incorporarlos; lo que permitiria seguir avanzado en la
mejora de la educacion en esta modalidad.
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Resumen

El presente articulo expone una sistematizacion de la generalizacion de patrones matemdticos
de primero, sequndo y tercer grado, por diversos métodos que emplean diversos tipos de Tegistros
de representacion semictica y que representan una herramienta diddctica relevante para el de-
sarrollo del razonamiento inductivo de estudiantes situados en un nivel previo al estudio del
algebra formal. En el desarrollo de las diversas soluciones a las generalizaciones, se exhibe una
secuencia logica que posibilita su implementacion en el contexto escolar, ya que la mencionada
temdtica, se presenta solo ocasionalmente en los textos de nivel secundaria o preparatoria y
sélamente en sentido lidico o de curiosidad matemdtica, privindose de la posibilidad de de-
sarrollar tmportantes habilidades necesarias en el aprendizaje del dlgebra y la matemdtica en
general.

1 Introduccién

El desarrollo de habilidades de generalizaciéon de patrones matemaéticos dentro del ejercicio
escolar, tiene una notable relevancia en los aprendices de matematicas, que pocas veces es
explorado por los docentes, debido a que el trabajo con este tipo de regularidades y su ge-
neralizacién, practicamente estan ausentes en el curriculo escolar. Entendemos por patrén
matematico como “algo” que se repite con regularidad tanto en el plano aritmético como
geométrico. Algunos autores como Zazkis y Liljedahl plantean que los patrones matematicos
son el alma y corazon de las matematicas y que a diferencia de la resolucién de ecuaciones
o la manipulacién de ntimeros enteros, no siempre se presentan como un tépico o actividad
curricular y que algunos maestros los ven solo como una actividad lidica o recreacional y
que sin embargo, consideran que esta actividad es en la que esta basada el algebra y toda
la matematica en general [1]. Por otro lado, Krutetskii clasifica la generalizacién como una
de las habilidades cognitivas mas importantes que puede mostrar un estudiante [2]. En con-
cordancia con lo anterior, Mason llama a la generalizacién el latido de las matemaéticas [3];
asi mismo, Vogel menciona que el analisis de patrones matematicos y la descripcién de sus
regularidades y propiedades, es uno de los objetivos de las matematicas [4], mientras que Sri-
raman establece que debido al pensamiento de orden superior implicado en la generalizacion
como la abstraccién, pensamiento holistico, visualizacién y la flexibilidad de razonamiento,
la habilidad de generalizar es algo que caracteriza a los estudiantes capaces [5].
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2 La generalizacién y el aprendizaje del algebra

Son numerosos los investigadores que consignan que el desarrollo de las habilidades en la
generalizacion de patrones son el preambulo necesario para el estudio del algebra. Los
estandares del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) del ano 2000, esti-
pulan que el algebra se aprende mejor al ser considerada como un conjunto de técnicas y
conceptos ligados a la representacion de relaciones cuantitativas y como una clase de pen-
samiento matematico para formalizar patrones, funciones y generalizaciones [6]. En iguales
términos, Amit y Dorit plantean que tanto como proceso como un producto de la educacién
matematica, la generalizacién tiene méritos e importancia como un objetivo instruccional en
si, sin embargo, ésta puede también servir como un medio para construir nuevo conocimiento,
actuando como un iniciador para futuro aprendizaje en el dlgebra [7]. Cuando los estudiantes
exploran patrones, se dedican a detectar similitudes y diferencias, clasificar, etiquetar, bus-
car algoritmos, conjeturar, argumentar, establecer relaciones numéricas entre componentes
o bien, a generalizar los datos y encontrar relaciones matematicas, desarrollan habilidades
que son fundamentales para el aprendizaje del algebra [8]. Estos investigadores, defienden
la postura de que el trabajar con patrones matematicos sirve para introducir el concepto
de variable, argumentando que tradicionalmente, éste, se introduce como incognita de una
ecuacién, dejando de lado su naturaleza definitoria de fenémenos de variacién, ademas, el
trabajo con patrones, proporciona a los estudiantes la oportunidad de observar y verbalizar
sus generalizaciones y de registrarlas simbdlicamente conformando una 1til y concreta base
para la manipulacién simbdlica [9]. Otros autores como Trujillo y Castro consideran la
generalizacion de la aritmética como una componente fundamental del algebra y que tradi-
cionalmente se usa para introducir los conceptos iniciales de esta disciplina en el contexto
escolar [10], mientras que Mason considera la generalizacién como la via que conduce hacia
el dlgebra y que conforma la esencia misma de esta rama de las mateméticas [11].

3 La generalizacién y el pensamiento inductivo

La meta primaria del pensamiento inductivo es la generalizacién [12]. En su libro Induc-
tive Reasoning in the Secondary Classroom, Nubert y Binko, muestran la relevancia del
pensamiento inductivo, ejemplificando dos situaciones de clase diferentes: Una de corte ex-
positiva, donde el profesor lleva a cabo el razonamiento y establece una generalizacion para
la clase en la cual, los estudiantes pueden o no estar involucrados en la explicacion de los
casos especificos que dan base a la generalizacion (enfoque deductivo), mientras que en otra,
que denomina guiada al descubrimiento inductivo, los estudiantes, no el profesor, establecen
la generalizacion seguida del analisis de los casos especificos, para establecer el origen de
ésta, en la cual, el profesor utiliza el siguiente patrén, en donde, los alumnos primeramente
examinan los casos particulares, responden las preguntas del profesor, infieren la generali-
zacién y finalmente la aplican a casos especificos [13]. Sin embargo, la realidad es que la
practica docente que escencialmente prevalece en las instituciones educativas, sigue siendo
la de caracter deductivo-expositivo.
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4 Estrategias de generalizacién de patrones

La generalizacién de patrones geométricos consiste en encontrar una expresion en términos
de la posicion que ocupa cada figura y que usualmente se denota por n tal como se muestra
el ejemplo de la figura 1.

Figura 1: La posicién de cada elemento

Existen diferentes estrategias que conducen a la generalizacién de este tipo de patrones,
en diferentes registros de representacion. La primera de ellas puede ser el conteo basado
en la realizacion de tratamientos sobre la misma representacion grafica, como lo muestra la
figura 2.

n+2{n-1) 3n-2 Fin-1)+1

Figura 2: Diferentes formas de realizar conteos

Por otro lado, cabe la posibilidad de enfocarse puramente dentro del registro numérico
para buscar la generalizacion del patron, desarrollando un método que bien puede denomi-
narse “de anélisis de sumas” y que se muestra en la tabla 1.

Una vez identificada la naturaleza lineal del patrén, es posible utilizar herramientas
algebraicas elementales para determinar la expresion de generalizacion.

También dentro del registro numérico, existe la posibilidad de hacer un anélisis de dife-
rencias de la sucesion, para determinar su tipo de comportamiento, tal como lo muestra la
tabla 2.

Una vez trabajados algunos patrones lineales resulta natural desarrollar la tarea de gene-
ralizar patrones de mayor complejidad como los cuadraticos, en los cuales, es factible aplicar
métodos similares a los ya expuestos. Como ejemplo, se presenta en la figura 3 un patron
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Tabla 1: Método de analisis de sumas.

H n \ Niumero de cuadros \ Suma \ Suma simplificada H
1 1 1 1 +3(0)
2 4 1+3 14+3(1)
3 7 14343 14+3(2)
4 10 1434343 14+3(3)
n 3n—2 1+3+3+---+3 143(n-1)

Tabla 2: Anélisis de diferencias.

H n \ Ntumero de cuadros \ Primeras diferencias \ Segundas diferencias H

1 1
3

2 4 0
3

3 7 0
3

4 10 0
3

) 13

cuadratico consistente en la sucesion que forman la cantidad de tridangulos obscuros en cada
una de las figuras determinada por su posicion y una posibilidad de ser tratado para su gene-
ralizacién, de cuyo reacomodo pueden contarse n(2n) cuadros, y por ello 2n(2n) tridngulos,
de los cuales, sélo tres cuartas partes son obscuros, y por ello, es posible concluir con la
generalizacion T'(n) = 3[2n(2n)] = 3n?.

El profundizar con los patrones cuadraticos permite trabajar con patrones ctbicos o de
orden superior, que incluso, pueden ser construidos en el plano fisico, utilizando diversos
componentes, como el que se muestra en la figura 4, elaborado con fichas de domind, en
donde los “reacomodos” de las formaciones pueden hacerse de manera manual, y que para
lograr su generalizacion es necesario utilizar herramientas construidas en la generalizacion
de patrones lineales y cuadraticos [14].

5 Conclusiones

Para el desarrollo de problemas concernientes a la identificacion de patrones matematicos
y su generalizacion, es imprescindible el uso de registros de representacion semiotica que
resalten la visualizacion, tales como las representaciones puntuales, o el acomodo de fichas
de dominé, etc.
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n=3
n=3
n=2
3=n
6=2n
T(1)=3 T(2)=12 T(3) =27

Figura 3: Un patrén cuadratico

Figura 4: Patron formado con fichas de dominé

Dado que este tipo de problemas pueden resolverse por medio de una amplia gama de
formas, su inclusiéon en el plano didactico en el aula debe darse de forma sistematica, es
decir, trabajando metodologias particulares como las analizadas en este trabajo.

El desarrollo sobre las generalizaciones de patrones, se hace tomando algunos casos par-
ticulares, lo que implica que el tipo de razonamiento empleado para la consecuciéon de resul-
tados, es de tipo inductivo, el cual, no es ampliamente utlizado en el discurso matematico
tradicional.
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Resumen

Este trabajo presenta una propuesta diddctica, en la que se pretende que el aprendizaje de
la geometria se llegue a dar en los estudiantes de una manera agradable. Para que el alumno
llegue a comprender algunos conceptos geométricos, se hace uso de la teoria de Teselaciones
en el Plano para el diseno de una secuencia de actividades que promueven el desarrollo del
pensamiento y razonamiento geométrico. En estas actividades, disenadas para ser integradoras
en términos de la reciente reforma 2011, se busca llevar a los estudiantes a experiencias mas
significativas como: wvisualizar, explorar, analizar, abstraer propiedades, clasificar, elaborar
conjeturas y tratar de validarlas. Esta propuesta se trabaja en una dindmica de taller, con
apoyo de materiales manipulables y software de computo apropiado; en el taller se wutilizan
diferentes registros de representacion, como son: Numérico - Tabular, Grifico, Algebraico, y
Verbal; desarrollando todo esto en un ambiente lidico.

1 Introduccién

En la educacion, la ensenanza de las matematicas se ha visto obligada a seguir un orden logico
disciplinar. Esto se convierte en un esquema rigido de poca flexibilidad didactica al momento
de crear un plan de estudio, y debido a que los profesores estan muy acostumbrados a esto,
al realizar una actividad para la clase la realizan de una manera muy formal, tal como sucede
en los textos actuales de segundo ano de educacién secundaria con el tema de teselaciones
en el plano [7, p. 179-180], los cuales desarrollan el tema yendo de lo general a lo particular,
proporcionando problemas matematicos que deben ser completados con un dato, y fuera de
un contexto que permita descubrir su significado y utilidad, sin facilitar la comprension del
objeto, convirtiendo a la matematica en algo tedioso y que causa confusién tanto para los
estudiantes y a los mismos profesores, y lo que es peor aun, el rechazo hacia las mismas.

Lo manera de desarrollar el tema de teselaciones en el plano en los libros de texto de
segundo de secundaria que revisamos, que mas abajo se citan, nos parecié una manera
inadecuada pero interesante para retomar esos trabajos y realizar una propuesta didactica
mas funcional.

Como alternativa a esta situacion, en este trabajo proponemos realizar una mejora a las
propuestas de desarrollo del tema de teselaciones en el plano encontradas en los mencionados
textos, de tal manera que el razonamiento de los estudiantes evolucione desde niveles muy
elementales hasta niveles de formalizacién y generalizacién, apoyandonos en el modelo del
desarrollo del pensamiento geométrico de Van Hiele.
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2 Planteamiento del Problema

En este trabajo nos enfrentamos a uno de los problemas que presenta el estudio de la geome-
tria en el nivel basico, tanto en México como en el resto del mundo, consistente en que con
frecuencia sus contenidos y propésitos estan poco definidos y no se ve con claridad cuéles
son los medios para lograr un aprendizaje significativo de esta disciplina. En tales circun-
stancias, no es raro que el estudio de la geometria se limite en ocasiones a presentar algunas
definiciones, teoremas y demostraciones para que los alumnos las memoricen, o a intentar ini-
ciarlos prematuramente en la geometria axiomatica, es por ello que nos proponemos disenar
una solucién alternativa.

Por este motivo se piensa en utilizar las teselaciones en el plano como una herramienta
para la comprension de algunos tépicos geométricos y no geométricos en un proyecto inte-
grador.

3 Marco Referencial

El trabajo esta dirigido a profesores y estudiantes de educacién secundaria de Hermosillo,
Sonora, cuyo desempeno se desenvuelve en el contexto del Plan de estudios 2011 correspon-
diente a la Reforma Integral de la Educaciéon Béasica (RIEB) 2009 en el cual se destaca el
desarrollo de competencias.

Para el estudio de las Matematicas, la asignatura se desglosa en los tres ejes siguientes
que son los mismos para primaria y secundaria: Sentido numérico y pensamiento alge-
braico, Forma, espacio y medida y Manejo de la informacién. Trabajamos con el
segundo eje dado que este encierra los tres aspectos esenciales alrededor de los cuales gira el
estudio de la geometria y la medicién.

El marco tedrico fundamental del cual se partié es el modelo de desarrollo de razonamiento
geométrico llamado Modelo de Van Hiele, el cual esta formado por dos partes: los niveles de
razonamiento y las fases de aprendizaje.

Los niveles describen como se piensa y en qué tipo de ideas geométricas se piensa, mas
que en la cantidad de conocimiento que tiene la persona. Los cinco niveles son:

Nivel 1. Reconocimiento.
Nivel 2. Analisis.

Nivel 3. Clasificacion.
Nivel 4. Deduccion
Nivel 5. Rigor

Las fases describen como puede un profesor organizar la actividad en sus clases para
que los alumnos sean capaces de acceder al nivel de razonamiento superior al que tienen
actualmente, y son las siguientes:

lera. fase: Informacién.

2da. fase: Orientacion dirigida.
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3era. fase: Explicitacion.
4ta. fase: Orientacién libre.
5ta. fase: Integracion.

Dado que en el desarrollo de las fases encontramos un enfoque tradicional proponemos
una leve modificacion en este apartado al utilizar la teoria de Registros de Representaciéon
Semidtica de Duval realizando las tres actividades cognitivas fundamentales, formacion de
una representacion identificable, tratamiento y conversion, para que un sistema semidtico
llegue a ser un registro de representacion.

En este proyecto se realizaron actividades con la intencién de que lleven a los estudiantes
a experiencias nuevas capaces de atraer su atencion como visualizar, explorar y analizar,
abstraer propiedades, clasificar, elaborar conjeturas y tratar de validarlas. Por lo que es
necesario exponer al alumno ante una situacién problema que sea significativa para éste y lo
motive a movilizar lo aprendido con iniciativa e interés.

4 Justificacién de la Propuesta

“Un problema geométrico interesante consiste en averiguar con cuales figuras geomé-
tricas o teselas se puede cubrir completamente el plano, o lo que es lo mismo, construir un
teselado” [13, p. 82].

Esta cita tomada del libro de primaria de quinto grado de una reforma anterior (1993);
hace referencia a que el tema de teselaciones en el plano es parte importante de las matema-
ticas, pero por algiin motivo o posiblemente por falta de fundamentos o por tener una idea
equivocada de que solo puede realizarse para niveles mas altos de educacion, dicho tema no
se habia llegado a desarrollar ampliamente en los libros de texto. En la actualidad podemos
encontrar el desarrollo del tema en algunos libros de texto de segundo ano de educacion
secundaria ([2, p. 191-195], [3, p. 166-179], [6, p. 138-142], [7, p. 179-180]. [11, p. 152-
159], [12, p. 166-171]) donde algunos autores le dan el nombre de mosaicos o recubrimiento
de un plano. Se ubica en el eje curricular forma, espacio y medida, en el tema de formas
geométricas.

Sin embargo, viendo lo interesante que es este tépico, retomamos la idea para presentar
una propuesta para que el aprendizaje de la geometria se llegue a dar en los alumnos de una
manera agradable, disenando e implementando una secuencia de actividades donde se utilicen
topicos geométricos, aritméticos, visuales y culturales con las que se pretende promover el
desarrollo del pensamiento y razonamiento geométrico.

Esta propuesta se trabaja en una dinamica de taller promoviendo un ambiente ludico,
en el cual se utilizan diferentes marcos de representacion, como son: Numérico - Tabular,
Gréfico, Algebraico y Verbal.

La secuencia de actividades que se disenaron consisten en:

- Conocer obras artisticas y culturales donde se utilice el concepto.
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Estudiar las propiedades de las figuras planas, angulos, tridngulos, poligonos en general
e incluso figuras arbitrarias, no estudiados en abstracto y por si mismo sino abordadas
con el fin de acreditar un proyecto integrador.

Realizar operaciones aritméticas con enteros y fracciones.

Uso de tabulaciones numéricas, uso de algunas expresiones algebraicas

Uso de Tecnologia Electronica:

e Hoja de célculo (Ejemplo: Excel) para ampliar las tablas y los respectivos andlisis

e Uso de Software de geometria dinamica, para disenio dinamico de teselaciones que
permita valorar su correcta construccion.

Se parte desde el uso de figuras manipulables hasta el recurso computacional del uso
de una hoja electrénica o un software de geometria dindmica para disenar las teselaciones
correctamente. Con algunas de las actividades motivamos a que el estudiante construya sus
propias definiciones y llegue a crear la geometria por si mismo a medida que avanza a través
de las actividades y los problemas.

Para el desarrollo de este proyecto se realizan planes de clase, estos (segin los Planes
de Estudio 2011 de la RIEB) sugieren a los docentes estrategias didécticas que incorporan
los objetos de aprendizaje (ODA), los libros de texto y otros recursos existentes dentro y
fuera del aula. Son propuestas que promueven el logro de los aprendizajes esperados y que
pueden ser modificadas para adaptarlas a las caracteristicas de los alumnos, a las condiciones
tecnologicas del aula y al contexto de la escuela. Aunque la propuesta va dirigida a los
alumnos nos conviene formularla desde el punto de vista del docente para que este tenga
una clara vision de como abarcar el tema.

5 Ejemplo de plan de clase
Plan de clase 1 Curso: Matematicas 2 (8)
Eje tematico: Forma Espacio y Medida Tema: Teselaciones en el plano.

Contenido. Caracteristicas de los poligonos regulares y encontrar aquellos que permiten
cubrir el plano y realizar la accién de cubrirlo.

Intencion disciplinar:

Que los alumnos analicen con cuales poligonos regulares de un solo tipo es posible cubrir
una superficie plana.

Intencién didactica:

Propiciar condiciones para que los alumnos adquieran conocimiento sobre los conceptos de
lado y angulo de los poligonos regulares.

Consigna: Organizados en equipos, respondan las siguientes preguntas y justifiquen sus
respuestas.
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1. Compare los poligonos regulares que se le proporcionan, y mencione lo que observa con
respecto a:

a) Sus lados.

b) Si superpones un poligono regular con otro coincidiendo uno de sus lados, ;qué
observas sobre sus angulos interiores?

2. Suponga que quiere recubrir el piso de su casa con vitropiso que tienen forma de
poligono regular, antes de comprarlos conviene que haga algunas reflexiones. Con
cada una de las piezas que se te proporcionan intenta formar mosaicos, utilizando un
solo tipo de poligono regular a la vez. Y contesta las siguientes preguntas:

a) (Es posible cubrir una superficie plana con tridngulos equilateros de tal manera
que no se superpongan ni queden espacios libres?

b) Para lograr el objetivo anterior, ; Cuantos tridngulos equildteros deben de coincidir
en un mismo vértice?

c¢) ;Puede, con estas observaciones, determinar cuanto mide al d&ngulo interior de un
triangulo equilatero?

d) ;Cémo realiz6 el inciso anterior?

e) (Es posible cubrir el piso con puras piezas cuadradas del mismo tamano? Expe-
rimente.

f) Para lograr el mismo fin con piezas cuadradas, jcuantos cuadrados deben coincidir
en un mismo vértice?

g) Con base en lo observado en el inciso anterior, determine el valor de cada édngulo
interior de un cuadrado.

h) ;Es posible cubrir el piso con piezas en forma de pentagonos regulares? Experi-
mente.

i) Con respecto al inciso anterior, ;jqué es lo que observa al hacer coincidir los
pentagonos regulares en un mismo vértice?
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j) ¢Puede determinar el valor de cada dngulo interior de un pentdgono regular?
Argumente.

k) ;Puede cubrir una superficie plana con puros hexdgonos regulares? Experimente.

1) ;Cuéntos hexagonos regulares coinciden en un mismo vértice?

m) Con base en lo observado, determine el valor de cada angulo interior de un
hexagono regular.

3. A continuacién, intente recubrir el plano con los poligonos regulares faltantes (de 7 a
12 lados) y explique lo que observa en cada caso.

4. Con base en lo visto hasta el momento, describa con sus propias palabras los requisitos
necesarios para que las piezas cubran el plano.

5. Introduzca los datos obtenidos hasta el momento en la tabla siguiente.
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Poligonos Numero de lados | Numero de | Medida angulo interior
Regulares poligonos
regulares
que coin-
ciden en
un vértice

Triangulo
Equilatero

Cuadrado

Pentagono
regular

Hexagono
regular

Heptagono
regular

Octagono
regular

Eneagono
regular

Decagono
regular

Undecagono
regular

Dodecagono
regular

6. /Cuantos son los poligonos regulares de un solo tipo con los que puede recubrir el piso
de su casa? y, jcudles son?

7. ¢(No hay mas? ;Por qué?

Consideraciones previas:

Es necesario que se dé tiempo suficiente para que los alumnos resuelvan cada problema, con
el fin de que los estudiantes comuniquen los diferentes procedimientos y resultados obtenidos,
asi como los argumentos que respalden sus procedimientos. Es probable que algunos alumnos
no lleguen a darse cuenta que a mayor ntimero de lados de un poligono regular, mayor es
su angulo interior y se espera que con el llenado de la tabla con base en las observaciones
hechas previamente se den cuenta de esto. Es importante que después de la quinta consigna
todos los alumnos lleguen a la conclusion de que solamente son tres los tipos de poligonos
regulares con los cuales se puede cubrir el plano (cuadrados, hexagonos regulares y tridngulos
equilateros), debido a que la medida de sus dngulos interiores es divisor de 360. Es probable
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que haya la necesidad de aclarar conceptos tales como poligonos regulares, vértice, angulo y
angulos internos.

Competencias y habilidades a desarrollar:

Resolver problemas de manera auténoma. Los alumnos sepan identificar y resolver
tipos situaciones o problemas en los que sobren o falten datos.

Comunicar informacion matematica. Los alumnos expresen, representen e interpreten
informacion matematica contenida en una situacién y expongan las ideas matematicas
encontradas.

Validar procedimientos y resultados. Los alumnos explican los procedimientos y solu-
ciones encontradas, mediante argumentos a su alcance.

Manejar técnicas eficientemente. Los alumnos efectiian célculos sin apoyo de calcu-
ladora.

Observaciones posteriores:

Este plan de clase y los demas que se han disenado seran piloteados para obtener informacion
acerca de su pertinencia.
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Resumen

Se presentan los avances de un trabajo de investigacion que tiene como objetivo analizar
y describir las prdacticas de ensenanza de las matemdticas de profesores que han cursado
el Diplomado “Prdcticas docentes en las matemdticas de secundaria”, un programa de for-
macion centrado en la reflexion sobre las prdacticas. Para la identificacion de las prdcticas y su
andlisis se utilizan herramientas del Enfoque Ontosemictico del Conocimiento y la Instruccion
Matemdtica. Los contenidos matemdticos a analizar son los correspondientes a los aparta-
dos “Proporcionalidad y funciones” y “Andlisis y representacion de datos” del Programa de
Matemdticas de Sequndo Grado de Secundaria del Plan de Estudios para la FEducacion Bdsica
2011.

1 Introduccién

Los avances de investigacion que se presentan aqui forman parte de una tesis para obtener el
grado de Maestria en Ciencias con especialidad en Matematica Educativa. Este trabajo tiene
por objetivo analizar y describir algunos aspectos centrales de las practicas docentes de pro-
fesores de matematicas de secundaria que han cursado un programa de formacion especifico,
el Diplomado “Practicas docentes en las matematicas de secundaria”. Este Diplomado,
que se enmarca dentro del Programa de Transformacién Educativa del Estado de Sonora
-cuya puesta en marcha se anuncié a principios de 2011-, esta dirigido a los docentes de
matematicas de las secundarias publicas del estado y tiene por objetivo “Apoyar al personal
docente de la escuela secundaria en la comprension y desarrollo de las competencias profe-
sionales que lo hagan mas eficaz para conducir el proceso de aprendizaje de las matematicas
de sus alumnos” [1].

Los principales elementos de justificacién de nuestro trabajo son los siguientes:

a) Los magros resultados que obtienen los alumnos mexicanos en distintas evaluaciones
de aprendizaje de matematicas -como las pruebas ENLACE, EXCALE, PISA y la
que realiza el Instituto de Innovacion y Evaluacion Educativa del Estado de Sonora
(IIEEES) - ha sido un factor que ha influido de manera muy importante en la preo-
cupacion, tanto de diferentes instancias de gobierno como del ambito académico, por
poner atencién en las practicas docentes y en la creacion de diferentes programas de
formacion y actualizacion para el profesorado.
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b) Algunos resultados de investigacién [2,3] dan cuenta de que, en lo que respecta a las
asignaturas de matematicas, los planteamientos (en cuanto al enfoque y la metodologia
de ensenanza) de las distintas reformas curriculares que se han venido promoviendo en
la educacion bésica en México, frecuentemente no son incorporados por los profesores
en las aulas. Estas investigaciones reportan que incluso después de mas de una década
de haber entrado en vigor las propuestas curriculares, el enfoque y la metodologia por
ellas formuladas no eran llevados al aula, y que los profesores continuaban, en ciertos
aspectos, arraigados al sistema “tradicional” de ensenanza.

2 La problematica de la formacién y actualizacién de profesores

Debido a las situaciones mencionadas, se ha enfatizado desde hace varios anos la necesidad
de mejorar la practica docente. Las propuestas curriculares oficiales para secundaria 2006 y
2011 plantean explicitamente esta necesidad [4,5], y tratan de fomentar cambios en algunas
practicas que, aunque no han resultado eficaces para lograr el aprendizaje de matemaéticas
de los alumnos tal y como lo promueven los planes y programas actuales, con frecuencia
siguen siendo utilizadas por los profesores en su quehacer cotidiano en el aula.

La modificaciéon de las practicas docentes es un proceso complejo en el que intervienen
factores de muy diversa naturaleza. Es importante destacar que los cambios propuestos por
las reformas curriculares dificilmente podran verse incorporados en las aulas si no se disenan
e implementan programas de formacion efectivos que se dirijan a orientar y sensibilizar a los
profesores en la direccién de esos cambios.

Es asi como, actualmente, una preocupacién importante en Matematica Educativa es el
cémo disenar programas de formacion que influyan sobre la naturaleza y calidad de la practica
de los profesores. Segun Godino, Font y Wilhelmi (2006), basandose en Hiebert, Morris y
Glass (2003), hay una ausencia de efectos significativos de los programas de formacién de
profesores en la practica docente, lo cual puede explicarse, en parte, por “la falta de un
conocimiento base ampliamente compartido sobre la ensenanza y la formacion de profesores”
[6]. Sostienen que los programas de formacién pueden ser méas efectivos centrandolos en
ayudar a los profesores a que adquieran herramientas para poder realizar un analisis critico de
su propia practica docente, asi como de los textos escolares y materiales didacticos utilizados,
con el fin de evaluar la pertinencia, idoneidad y adecuacién de éstos al proyecto educativo
en el que se insertan.

El Diplomado “Précticas docentes en las matematicas de secundaria”, es un programa
de formacién centrado en promover reflexiones sobre aspectos significativos de las practicas
de ensenanza y aprendizaje de las matematicas. Consideramos que el obtener informacion
cualitativa acerca de la interpretacién que hacen los profesores de los planteamientos del
Diplomado y, dado el caso, de la manera en cémo les dan concrecion en el aula a alguno (s)
de estos planteamientos, puede generar aspectos de interés y utilidad para el ambito de la
formacion de profesores.
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3 Consideraciones tedricas

El marco tedrico que sustenta la investigacion es el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento
y la Instruccion Matematica (EOS). Este enfoque tedrico cuenta con diversas herramientas de
analisis de los procesos de instrucciéon matematica, tanto a nivel descriptivo como explicativo
y valorativo. Asimismo, cuenta con herramientas para analizar las categorias o componentes
del conocimiento (matematico y didactico) del profesor de matematicas y plantea diversos
elementos de analisis y factores a considerar dentro del &mbito de la formacion de profesores.
De ahi justificamos la eleccion de este marco tedrico para sustentar nuestra investigacién.

Las principales herramientas del EOS que utilizaremos para analizar e interpretar los
resultados de nuestra investigaciéon, son:

e Las nociones de practica matematica y objeto matematico; y la tipologia de objetos
primarios.

e Las nociones de configuracién y trayectoria epistémica; configuracién y trayectoria
docente.

e Algunas herramientas de los tres primeros niveles de analisis didéctico [7]:
Nivel uno. Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.
Nivel dos. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.

Nivel tres. Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

Las practicas a las que se refiere el primer nivel de anélisis ya no son tnicamente las practicas
matematicas, sino que incluyen también a las practicas didacticas, que son el tema de estudio
en nuestra investigaciéon. En las herramientas de analisis didactico que propone el Enfoque
Ontosemiético, se consideran las nociones de problema, practica, proceso y objeto ya no
s6lo matematicos, sino que se habla también de problemas, prdcticas, procesos y objetos
diddcticos [7].

Las nociones de configuracion y trayectoria didactica (nivel dos y tres de andlisis) han sido
introducidos en el EOS para realizar analisis mas detallados de los procesos de instruccion
(el nivel uno plantea un anélisis general de los sistemas de practicas, mientras que los niveles
subsecuentes van proporcionando herramientas para un analisis méas especifico). De acuerdo
con este enfoque tedrico, la ensenanza y aprendizaje de un contenido matematico se visualiza
como “un proceso estocastico multidimensional compuesto de seis subprocesos (epistémico,
docente, discente, mediacional, cognitivo y emocional), con sus respectivas trayectorias y es-
tados potenciales” [7]. El proceso de instruccién sobre un contenido matematico se desarrolla
en un tiempo dado mediante una secuencia de configuraciones didacticas.

En este trabajo nos centraremos en estudiar las componentes epistémica y docente de las
configuraciones didéacticas presentes en el proceso de instruccion que analizaremos.
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4 Consideraciones metodolégicas

Los elementos metodoldgicos de esta investigacion se relacionan estrechamente con las herra-
mientas tedricas, pues éstas tltimas nos han permitido disenar instrumentos de observacién
pertinentes para conseguir los objetivos de nuestra investigacion, y son las herramientas que
nos permitiran organizar y analizar la informacién obtenida e interpretar los resultados que
se obtengan.

Este trabajo de investigacion es de caracter cualitativo. Se trata de un estudio analitico
y descriptivo de las practicas docentes, en el cual la recopilacién de informacion se obtendra
a partir de entrevistas con profesores y de observacién en sus aulas. La observacion serd no
participante.

Las acciones metodoldgicas de nuestro trabajo incluyen:

a) Revision documental y bibliografica (sobre los planes y programas de estudio para la e-
ducacion secundaria, los programas de formacién de profesores y sobre los planteamien-
tos del Diplomado “Précticas docentes en las mateméticas de secundaria”).

b) Diseno de los instrumentos de colecciéon de informacion, los cuales basicamente son
dos: un guién de entrevista a profesores y un formato de registro para observacién en
el aula.

c¢) Seleccion de los casos de estudio (profesores, escuelas, horarios).
d) Realizacién del trabajo de campo.

e) Sistematizacién, anélisis de la informacion y formulacién de conclusiones.

5 Avances

Se presentan aqui algunos de los planteamientos principales del Diplomado y algunos resul-
tados preliminares de las entrevistas realizadas a profesores de una secundaria técnica de
Hermosillo, Sonora.

La informacién recabada mediante las entrevistas nos permite conocer los planteamien-
tos de las propuestas curriculares y del Diplomado que los profesores identifican. Esta
informaciéon que aparece en el discurso de los profesores se contrastara con los resultados
que se obtengan de la observacién de sus practicas docentes en el aula. Los contenidos
matematicos cuyo tratamiento por los profesores se observara en aula son los correspondien-
tes a los apartados “Proporcionalidad y funciones’ y “Andlisis y representacion de datos’
del Programa de Matematicas de Segundo Grado de Secundaria del Plan de Estudios para
la Educacion Béasica 2011. Se han elegido estos temas debido a que son contenidos en los
que se hizo énfasis en el Diplomado.
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5.1 El Diplomado “Practicas docentes en las matematicas de secundaria”

Este programa de formacion consta de tres modulos:

1) Ewvaluaciones del aprendizaje de las matemdticas y su relacion con la practica docente,
en el que se analizan criticamente algunos reactivos tomados de los principales ins-
trumentos de evaluacién regionales, nacionales e internacionales que se aplican a los
estudiantes, con la finalidad de “dar soporte para la reflexiéon y discusion de diversos
aspectos tanto de caracter disciplinario como didactico” [1].

2) Los planes de clase y otros materiales de apoyo para la actividad docente, en el que se
someten a analisis algunos planes de clase y lecciones de libros de texto que han sido
aprobados oficialmente.

3) Actividades e integracion del conocimiento; en el que se revisan algunas propuestas
de situaciones problema, con el fin de enriquecer las reflexiones previas y contribuir a
elevar el nivel de los participantes en el dominio de algunos contenidos matematicos
de secundaria, asi como de su conocimiento y desarrollo de habilidades profesionales
para la implementacién de las estrategias didacticas propuestas en los planes y pro-
gramas de estudio. Las situaciones propuestas en este modulo tratan de promover que
los participantes reflexionen sobre las posibilidades de usar diversos elementos de la
vida cotidiana en las clases de matematicas, de plantear situaciones que involucren la
necesidad de integrar contenidos de los tres ejes de las matematicas de secundaria vy,
adicionalmente, de temas que son también objeto de analisis en otros cursos o asigna-
turas [1].

Respecto a la metodologia de trabajo en el Diplomado, en los tres modulos se llevan a
cabo actividades de analisis por etapas o momentos, en las que se propone la realizacion
de alguna tarea matematica o responder algunas preguntas con el propésito de propiciar la
reflexién a través de la cual se construyan los conocimientos y se desarrollen las habilidades
y actitudes que se pretenden alcanzar. El trabajo se desarrolla a veces de manera individual,
a veces por equipos y a veces grupal.

5.2 Resultados preliminares de las entrevistas a profesores

En la determinacion del perfil de los profesores candidatos a ser sujetos de observacién en
aula, se tomo6 en consideracion el que hayan tenido una participacién satisfactoria en el
Diplomado. A los profesores seleccionados se les realizo una entrevista con la finalidad de
determinar el nivel de conocimiento que tienen sobre los planes y programas de estudio, de
identificar los planteamientos en ellos formulados y que reconocen en el Diplomado, y de
conocer sus concepciones personales sobre lo que es la matematica, su ensefianza y apren-
dizaje. De las entrevistas realizadas, se han obtenido los siguientes resultados preliminares:

a) Respecto al nivel de conocimiento de los planes y programas oficiales para las mate-
maticas de secundaria y sobre lo que incorporan en su quehacer en el aula.
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Hay una distancia entre los significados de los términos que utilizan los documen-
tos oficiales de las propuestas curriculares y los que utilizan los profesores. Esto
ha sido particularmente notorio en relacion al término “enfoque didactico”, que
algunos profesores declaran no conocer, y sin embargo hablan sobre el desarrollo
de competencias en los estudiantes.

El conocimiento del plan 2011 es incipiente, los profesores afirman no haber re-
visado cuidadosamente sus planteamientos.

Algunos profesores consideran que los problemas de matemaéticas son situaciones
contextualizadas fuera de la matematica, no se consideran los contextos intra-
matematicos.

Los maestros entrevistados reconocen trabajar con situaciones problemas en el
aula, principalmente las que se proponen en los planes de clase presentes en el
plan de estudios 2006 o adaptaciones y/o modificaciones de los mismos. Pero
afirman que algunos planes de clase tienen deficiencias al partir de situaciones
problema que no son del todo favorecedoras para promover la emergencia de los
objetos matematicos que se pretende estudiar.

Los profesores reconocen emplear distintas estrategias dependiendo de las necesi-
dades del grupo con el que estan trabajando.

b) Sobre la manera en que los profesores interpretan el enfoque y la metodologia promovi-

dos en el diplomado.

e Los profesores entrevistados rescatan como elemento importante del Diplomado el

promover el trabajo colaborativo, entendiendo éste no sélo como el promover que
los alumnos trabajen en equipo las situaciones problematicas que se les plantean
en el aula, sino también como el compartir entre el colegiado de profesores de su
comunidad, las opiniones, dudas y sugerencias que existan respecto a su quehacer
docente.

Sobre las competencias profesionales, los profesores reconocen que éstas son dis-
tintas a las competencias que se trata de promover en los alumnos. Algunas de las
competencias profesionales que consideran mas importantes son el conocimiento
de los planes y programas, el conocimiento para organizar situaciones didéacticas,
para realizar evaluacion a los alumnos y la habilidad para utilizar estrategias
diferentes con base en las necesidades de los alumnos.

Sobre el trabajo con las actividades del modulo tres, los profesores sostienen
que éstas les han sido de utilidad para visualizar las posibilidades de utilizar
situaciones de la vida cotidiana en las clases de matematicas, y dejan entrever
algunas reflexiones sobre la complejidad de la eleccién y/o diseno de situaciones
problema que resulten eficaces para el aprendizaje de los alumnos.

Los profesores afirman estar poniendo en practica en el aula algunas actividades
similares a las que trabajaron en el Diplomado, y que han pensado en adecuaciones
o variantes que pueden hacer para trabajarlas con sus alumnos.
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e Las actividades del Diplomado en las que se hizo uso del software GeoGebra
causaron interés en los docentes; éstos afirman que algunas situaciones a las que
se enfrentaron les han abierto las posibilidades para trabajar nuevas actividades
con sus estudiantes.

c) Sobre las concepciones personales acerca de la ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas.

e Con relacién a la pregunta sobre cuando consideran los profesores que un estu-
diante aprendié matematicas, los entrevistados no hicieron ninguna referencia a
los aprendizajes esperados [5] planteados en los planes de estudio; no asumen a
éstos como indicadores, sino que, o no dieron una respuesta concreta, o asocia-
ron el aprendizaje de los alumnos a la habilidad para resolver un problema de
matematicas, para argumentar el uso de ciertos procedimientos y para aplicar los
conocimientos cuando se enfrentan a una situacion diferente.

e Respecto a la ensenanza de las matematicas, algunos profesores afirman haber
cambiado su visién a lo largo de su formacién y experiencia profesional; afirman
que actualmente consideran la ensenanza de las matematicas como un problema
complejo, en el que es importante “ponerse en el lugar del alumno”.

e Algunos profesores hablan de la dificultad para trabajar con los alumnos difer-
entes métodos de resolucion de alguna clase de situaciones-problema, pues “el
alumno siente que si ya aprendié con un método, ese le sirve y no quiere otro”.
Esta situacién deja entrever la fragmentacién que existe en el estudio de algunos
contenidos matematicos. Aunque el plan 2011 para la educacién basica plantea
como uno de sus principales objetivos el promover la articulacion, tanto en los
contenidos de la misma asignatura como entre las distintas asignaturas y grados
escolares, falta ejemplificar como promover dicha articulacién en el aula.

Préoximamente iniciaremos con el trabajo de observacion en el aula, con lo cual tendremos la
informacion suficiente para estar en condiciones de describir lo que son las practicas docentes
de profesores de matematicas de secundaria, objetivo principal de esta tesis.
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Resumen

En el presente trabajo se describe el primer acercamiento a una tesis de desarrollo docente
para obtener el grado en el Programa de Maestria en Ciencias con Especialidad en Matemdtica
Educativa de la Universidad de Sonora, cuyo objetivo es el disefiar una secuencia de activi-
dades diddacticas que promueva un aprendizaje significativo de las medidas de correlacion lineal
(coeficiente de correlacion, recta de regresion y error esdndar de estimacion) en estudiantes
del Centro de Estudios Tecnoldgicos del Mar (CETMar03) de Guaymas. Particularmente en
este trabajo se presenta la ubicacion, la justificacion, asi como una actividad diddctica de la
secuencia.

1 Introduccién

El trabajo se ubica en el tema de medidas de correlacién lineal del curso de Probabilidad
y Estadistica del plan de estudios de la carrera de técnico en electronica del Centro de
Estudios Tecnoldgicos del Mar (CETMar03). Al igual que todos los centros educativos del
nivel medio superior, el CETMar(03 se encuentran en proceso de una Reforma Integral de la
Educacién Media Superior (RIEMS) [1] basada en el desarrollo de competencias (Genéricas,
disciplinares y profesionales). En el programa de estudios de Matematicas (2009) [2] se senala
que "La Matematica constituye una herramienta para las demas areas del conocimiento,
contribuye a la promocién de competencias genéricas y disciplinares, facilitando realizar el
planteamiento, anéalisis y resolucién de problemas”, de tal forma que la orientacion de los
cursos de matematicas es hacia el desarrollo de competencias genéricas y disciplinarias, a
través de aprendizaje significativo en su desarrollo y aplicacién, mas que en la ejercitacion
y uso de algoritmos. La propuesta metodologica de la RIEMS se concreta a partir de
estrategias centradas en el aprendizaje, el papel del profesor es, entonces, de mediador del
aprendizaje, un facilitador en ese proceso para guiar a los estudiantes hacia la construccién
de su conocimiento.

La RIEMS exige, entre otras cosas, la necesidad de contar con materiales didacticos de
apoyo al trabajo docente en la orientacién ya senalada, en ese sentido es que se propone
realizar una tesis de desarrollo docente, con la intensién de disenar una secuencia de activi-
dades didacticas para el tema medidas de correlaciéon lineal del programa de Probabilidad y
Estadistica del Centro de Estudios Tecnologicos del Mar (CETMar03) de Guaymas.
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2 Justificacién y/o Problematica

Investigaciones en torno a la educacién estadistica senalan una problemaética alrededor de
errores y dificultades en relacion a la asociacién de variables, y concepciones erréneas de
la asociacién como las que se senalan a continuacion, que nos parece son importantes de
considerar para el desarrollo del trabajo de tesis. Entre ellas se encuentran las siguientes:
Batanero en Didéctica de la estadistica (2001) [3], reporta que en un estudio con jévenes
entre 17 y 18 anos a los cuales se les planteo situaciones relacionadas con los tres tipos de
problemas que ofrecen un acercamiento a la nocién de asociacién estadistica, encontrando
las siguientes concepciones erréneas sobre la asociacién estadistica:

v

Concepcion determinista de la asociacion: Algunos estudiantes no admiten mds de un

valor de la variable independiente para cada valor de la variable dependiente. Cuando
esto no ocurre, consideran que no hay dependencia entre las variables. En otras pa-
labras, la relacion entre las variables debe ser una funcion desde el punto de wvista
matemdtico.

Concepcion unidireccional de la asociacion. Si se percibe la dependencia solamente

cuando es positiva (asociacion directa), considerando la asociacion inversa como inde-
pendencia.

Concepcion local de la asociacion. Utilizar solamente parte de los datos proporcionados
por el problema para emitir el juicio de asociacion.

Concepcion causal de la asociacion: Algunos estudiantes solamente consideran la exis-
tencia de asociacion entre variables si se puede atribuir una relacion causal entre ellas.

En otra compilacién de trabajos de investigacion realizada por Estepa y Gea (2010) [4]
resaltan algunos errores y dificultades que presentan los alumnos en la resolucion de tareas
relacionadas con las medidas de correlacion, de las cuales senalamos las siguientes:

v

Dificultades en la interpretacién de los diagramas de dispersion en relacién al tipo de
dependencia, signo, y ajuste de una linea de regresion;

Algunos estudiantes suelen tener dificultades al relacionar el signo del coeficiente de
correlacién y el tipo de asociacion (directa, inversa, independencia). Igual ocurre con
el signo de la covarianza;

El razonamiento sobre la asociacion negativa suele tener un mayor indice de dificultad
que la positiva;

v/ Cuando la asociacién es fuerte aparecen menos dificultades;

La oposicién entre el razonamiento numérico covariacional y el razonamiento grafico
covariacional: prevalece la estrategia de razonamiento grafico en la estimacién del
coeficiente de correlacién ante una descripcion verbal de la situacion;
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v El empleo de argumentaciones conjuntistas (numéricas, graficas y teorfas previas) en
situaciones cercanas al estudiante, donde tan sélo se requiere un argumento grafico;

v El razonamiento covariacional negativo en relacién a una concepcion unidireccional de
la asociacion de este modo se percibe la dependencia sélo cuando ésta es positiva, y se
asigna independencia al caso de asociacion inversa.

En relacion a problemaéticas detectada en el CETMar03, podemos mencionar la falta de
materiales didacticos, notas de clase de apoyo pertinentes para la ensenanza de la estadistica
que propicie aprendizajes significativos. El libro de texto de probabilidad y estadistica que
se usa es el del subsistema de la Direcciéon General de Educacion Tecnoldgica Industrial
(DGETI) en el cual se omite el tema de medidas de correlacion, a pesar de que este tema
aparece en el programa de la materia, ademéas de ser un texto tradicional donde se establecer
sélo estrategias de ensenanza (centradas en las actividades del profesor), en contradiccién a
lo senalado en la RIEMS, en donde el centro del proceso educativo es el estudiante.

Otra problematica detectada en la institucion es el uso de la tecnologia computacional
en la ensenanza de la estadistica s6lo como una herramienta que permite realizar calculos de
manera mas eficiente, lo cual consideramos como una postura incorrecta , compartiendo el
planteamiento de Batanero (2001) [3], donde sefiala que sin lugar a dudas la tecnologia ha
influenciado significativamente el desarrollo de la estadistica, ademas de convertirla en una
disciplina mas accesible para usuarios heterogéneos, permitiendo abordar mayor cantidad
de contenidos, pero también ha permitido el ajuste de contenidos, de manera que permite
adoptar un enfoque hacia los aspectos interpretativos y conceptuales dejando en segundo
término a los procedimentales y algoritmicos para el célculo.

En consideracion a los elementos antes expuestos, es que se propone desarrollar un tra-
bajo de tesis en la modalidad de desarrollo docente cuyo objetivo general es el disenar de
una secuencia de actividades didacticas para promover el aprendizaje significativo del tema
de medidas de correlacién lineal del curso de probabilidad y estadistica para estudiantes
de la carrera de técnico en electrénica, con las siguientes caracteristicas: a) Incorporacién
de recursos computacionales (Excel, Fathom, etc.), b) Integrar dispositivos manipulables
relacionados con el componente profesional de la carrera de técnico en electrénica, ¢) Re-
copilacién de datos reales para las actividades, d) Utilizacién de diversos registros de repre-
sentacién (verbales, gréficos, tabulares y numéricos), e) Implementacién de hojas de trabajo
complementarias, que permitan registrar las respuestas de los estudiantes para su analisis,
f) Promocién de trabajo colaborativo.

3 Actividad didactica

En este apartado se presenta la actividad didactica que se tiene disenada al finalizar el primer
semestre de la maestria (semestre 2011-2).

3.1. Objetivos de la actividad. La actividad didactica tiene como propositos que el estu-
diante: a) Identifique variables dependientes e independientes, b) Identifique relaciones
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lineales, c) Identifique relaciones directas e inversas, d) Participe de manera efectiva
en equipos colaborativos, e) Incorpore el uso de tecnologia para procesar e interpretar
informacién

Descripcion de la actividad. Una catapulta es un instrumento militar utilizado en la
antigiiedad para el lanzamiento a distancia de grandes objetos a modo de proyectiles.
Fue inventada probablemente por los griegos y posteriormente mejorada por cartagi-
neses y romanos, siendo muy empleada en la Edad Media. Ademaés es una maquina
compuesta susceptible al ajuste para mejorar su exactitud, precisién y por consecuen-
cia su eficiencia, al igual que cualquier maquinaria de produccién industrial. La Figura
1 se muestra dicho dispositivo.

Figura 1

Las catapultas que se usaran en la actividad didéctica, estan compuestas de madera
con caracteristicas que permiten realizar los ajustes facilmente a través de las variables
“A, By C”. La variable A que representa la posicién de la liga en el vastago mévil (8
posiciones), la variable B que es la posicién del tope para el angulo de lanzamiento (6
posiciones) y la variable C que es la posicién de la liga en el vastago fijo (5 posiciones).
La Figura 2, muestra cada una de las partes de la catapulta, relacionada con las
variables antes mencionadas.

Figura 2



3.3.

a) Coloca la catapulta en la configuraciéon que se muestra en la Tabla 1 y mide los valores
correspondientes a las posiciones A, B, y C, con la ayuda de la cinta de medir y el
transportador apuntalos en la misma tabla.
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Instrucciones.

desarrollo de la actividad.

Tabla 1

Posicion

Valor

4

5

A
B
C

3

Es importante solicitar que al interior del equipo se asignen diferentes
roles para la realizacion de las distintas actividades de medicion, mani-
pulacién de la catapulta, registro de los datos, etc. Ademas de establecer
en el equipo un método para realizar una mediciéon precisa y ajustes
eficaces (se podran sugerir algunos por parte del profesor)

Primera etapa: Se invita a los alumnos a formar tres equipos, a los cuales
se les asignard una catapulta, accesorios y equipo de medicién, para el

159

Con la misma configuracion, realiza 15 lanzamientos midiendo con la cinta métrica la

distancia recorrida de la pelota a partir de la base de la catapulta y registra los datos

en la Tabla 2.

Tabla 2

112(3(4|5|6

7

8

11

12

13

14

15

Distancia

equipo una de las variables A, By C.

Realiza lanzamientos en cada una de las posiciones de la variable que le toco a tu
equipo, midiendo en cada tiro la variable ajustada y el alcance obtenido, manteniendo
fijas las posiciones de las otras dos variables de la configuracién. Registra los resultados

obtenidos en la Tabla 3.

Segunda etapa: En esta segunda etapa se asigna aleatoriamente a cada
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Tabla 3
Posicién Valor meziii%d(;a (1; POSICION 1 galida (mts)
1
2
3
4
)
6
7
8

e) Introduce los valores en la hoja de Excel correspondiente a tu variable que esté en el
archivo catapulta.xlsx.

En plenaria se compartird la informacion de las relaciones resultantes
del alcance de la pelota con la variable que les toco manipular, para
completar las tablas de las hojas de Excel de las otras variable.

Con base a la observacion de las graficas, conteste lo siguiente:

f) Llena en la Tabla 4, el alcance de la pelota, considerando las posiciones de las variables
A, B y C, senaladas en la misma.

Tabla 4
Variable A Variable B Variable C
Valor de la Salida Valor de la Salida Valor de la Salida
Entrada (mts) (mts) Entrada (grados) (mts) Entrada (mts) (mts)
0.015 52.5 0.045
0.045 46.5 0.075
0.075 39.5 0.105
0.105 29 0.135
0.135
0.165
0.195

g) (Cudl de las variables (A, B y C) que consideras tiene mayor efecto sobre la distancia
alcanzada por la pelota? Argumenta tu respuesta.

h) ;Consideras que la relacion de las variables (A, B y C) con la distancia tienen una
tendencia lineal? ;Por qué?

i) Indica si la tendencia lineal para alguna de las variables es positiva (creciente) o nega-
tiva (decreciente). Argumenta tu respuesta.
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j) En plenaria, compara tus respuestas con el resto del grupo, consensando la pertinencia
de las mismas.

La actividad concluye con la participacién del profesor, con la intencion
de precisar las ideas mas importantes de la actividad en torno a los
objetivos planteados

3.4. Descripcion de archivo de Excel.

El archivo Excel Catapulta, consta de tres hojas, llamadas Variable A, Variable B y
Variable C. Cada hoja contiene una tabla en la cual los estudiantes van a capturar los
valores del inciso ¢ de la actividad, generandose automéaticamente los correspondientes
diagramas de dispersion con los cuales se espera que los estudiantes den respuesta a
los ultimos cuestionamientos de la actividad.

4 Comentarios finales

a) Actualmente se esta trabajando en la conclusién del disenio de actividades didacticas
y en la revisiéon del estado del arte del tema de tesis, algunas de las acciones que
se realizaran durante el semestre 2012-1 son las siguientes, primeramente realizar una
revision referencias que permita precisar a la brevedad el marco tedrico pertinente para
la implementacion de las actividades de aprendizaje, asi como anélisis de resultados,
conclusion de las actividades didacticas de la secuencia y el pilotaje de las mismas con
la intencion de realizar las adecuaciones pertinentes que permitan la aplicacion en el o
los grupos experimentales, a mas tardar durante el semestre 2013-1.

b) Durante el semestre 2012-2, se realiz6 un pilotaje con un grupo de 5 estudiantes, con la
intensién de realizar una valoracion general de la actividad de aprendizaje, y asi poder
implementarla durante el semestre 2013-1, tal y como se senalo en el parrafo punto
anterior. Del resultado del pilotaje los resultados mas relevantes son los siguientes:

< En general la situacion problema y el manipulable resultan provocadoras de manera
favorable para los estudiantes de la carrera de técnico en electrénica.

7
L X4

Se considera pertinente aumentar el niimero de mediciones por cada experimento para
asegurar la identificacion de la aleatoriedad (Concepcién determinista de la asociacion).

+ La metodologia ACODESA requiere de mayor tiempo del planteado inicialmente, para

dar oportunidad al discente de debatir y lograr las representaciones deseadas.

Referencias

[1] Vazquez, J. (2008). Acuerdo 444-SNB. SEP. Recuperado el 2 de febrero 2012, de: http:
//www.reforma-iems.sems.gob.mx/wb/riems/acuerdos_secretariales.



162 B. MORAN M., I. N. LARIOS R.

[2] CoSDAc. (2010). Programa de estudios de Matematicas. Recuperado el 2 de
febrero 2012, de: http://www.cecyteo.edu.mx/site/Docs/ProgramasBasicas/
Matematicas.pdf.

[3] Batanero, C. (2001). Didactica de la estadistica. Granada: G.E.E.U.G.

[4] Estepa, A. y Gea, M.M. (2010). Conocimiento para la ensenanza de la asociacién es-
tadistica. Investigaciones actuales en educacién estadistica y formacion de profesores.
2, 23-40. Granada: Universidad de Granada.



Memorias de la XXII Semana de Investigacion Nivel: Medio superior y superior
y Docencia en Matematicas.

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora,

Marzo, 2012, pp. 163-169.

LA INTEGRAL DE UNA FUNCION COMO HERRAMIENTA PARA LA
EVALUACION DEL DESARROLLO DE COMPETENCIAS EN EL
BACHILLERATO

Gloria Angélica Moreno Durazo* Agustin Grijalva Monteverde'

Departamento de Matematicas, Universidad de Sonora
e-mail: *angelicadzo@hotmail.com
fguty@gauss.mat.uson.mx

Resumen

En este trabajo se presenta la propuesta de tesis para obtener el grado de maestria en
ciencias con especialidad en matemdtica educativa, la cual tiene como principal objetivo la
evaluacion de competencias matemdaticas efectivamente desarrolladas por estudiantes de bachi-
llerato. Para lograr este fin nos proponemos emplear los criterios establecidos en el enfoque
ontosemidtico de la cognicion y la instruccion matemdtica (EOS), utilizaremos estos criterios
para dar una vision global del proceso de estudio de la integral de una funcion realizado por los
estudiantes y, por otro lado, para disenar y analizar la herramienta de evaluacion.

1 Introduccién

La educacién en nuestro pais, desde la basica hasta la educacién media superior, y en algunos
casos la educacién superior, ha incorporado en su curriculo el modelo educativo basado en
competencias. Esta medida se ha venido implementando hace algunos anos en diferentes
ciclos, en 2004 el modelo se incluy6 en el curriculo de la educacién preescolar, dos anos
después se implement6 en secundaria y, para finalizar con la educacién basica, en el 2009 se
renov6 el curriculo de primaria incluyendo el modelo basado en competencias; en el caso de
la Educacién Media Superior esta reforma se presenté en el 2008.

En la Reforma Integral de Educacién Media Superior (2008) se enuncian las 8 compe-
tencias matematicas que componen el perfil de egreso del estudiante de bachillerato, siendo
el objetivo principal de este trabajo de tesis identificar cudles de las competencias, y en qué
medida, son desarrolladas por estudiantes del bachillerato; especificamente estudiantes del
CBTIS 206.

En este documento se presenta el trabajo realizado, en la segunda seccién se muestra la
problematica alrededor del tema de tesis y la justificacion, se presenta en la tercera seccion
los elementos tedrico-metodologicos considerados para el desarrollo de la propuesta y, por
ultimo, en la cuarta seccién se menciona el analisis realizado al libro Cédlculo del profesor
Hipdlito Orduno Vega, el cual es un material de apoyo para la materia de Matematicas
aplicadas impartida en el sexto semestre del CBTIS.
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2 La problematica y su justificacion

A partir de un estudio sobre la diversidad de planteamientos curriculares, en la Reforma
Integral de la Educacion Media Superior (2008), se encontr6 que existen cerca de 200 subsis-
temas de Educaciéon Media Superior en el pais. Esto motivé que la Secretaria de Educacion
Publica estableciera la llamada Reforma Integral de la Educacién Media Superior y, con ella,
el Sistema Nacional de Bachillerato.

Para el establecimiento de un Marco Curricular Comtn a todos los sistemas y subsistemas
de bachillerato en el pais, se adopté un modelo curricular basado en las competencias y en
los ultimos anos se han venido concretando diversas medidas para su establecimiento, no
solo en el planteamiento curricular, sino también en la elaboracién de textos y materiales
didacticos de apoyo para la ensenanza, la formacion de profesores y la modificacion de los
instrumentos de evaluacion del aprendizaje.

Con la renovacién de los curriculos en los diferentes niveles educativos es necesario re-
alizar evaluaciones en los estudiantes pensando en las competencias que forman el perfil de
egreso del estudiante en los distintos niveles. En el caso de la Educacion Media Superior en-
contramos evaluaciones de conocimientos y habilidades con la implementacion de la prueba
Enlace. En los resultados de Enlace (2011) se muestra el 75.3

Respecto a la implementacion de la Reforma Integral de la Educacion Media Superior,
Lopez (2011) realiza un diagnéstico desde la perspectiva de los profesores que laboran en
el Colegio de Bachilleres del Estado de Sonora; en esta investigacién se muestra la falta
de familiaridad por parte de los profesores con relacién al modelo educativo basado en
competencias.

Relacionado a las evaluaciones Lépez (2011) senala “los planes de estudio se sustentan
en teorias de aprendizaje y estas definen el rol del docente, del alumnado, el concepto de
ensenanza aprendizaje, asi como estrategias de ensenanza y evaluacion, aspectos que marcan
las transformaciones en la practica docente.” En ello basa la importancia de que los profesores
conozcan los instrumentos de evaluaciéon que se manejan en el modelo educativo basado
en competencias y, como resultado obtiene que estos instrumentos de evaluacién son poco
conocidos por los profesores.

Investigaciones acerca de evaluacién de competencias matematicas en estudiantes en los
diferentes niveles educativos son poco frecuentes.

3 Elementos teérico-metodolégicos

Es importante que en cualquier proceso de ensenanza y de aprendizaje sea posible describir,
explicar y valorar lo sucedido en dicho proceso. El EOS cuenta con cinco niveles de anélisis
para lograr este fin. Los niveles de anélisis que encontramos en este enfoque son:

1. Analisis de las préacticas matematicas

2. Analisis de objetos y procesos matematicos
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3. Analisis de las trayectorias e interacciones didéacticas y de conflictos semidticos
4. Identificacion del sistema de normas y metanormas

5. Valoracion de la idoneidad didéctica

Los cuatro primeros niveles mencionados son la herramienta para describir y explicar los
procesos de estudio, esto es, en ellos se responde las cuestiones jqué estd pasando y porqué?
En el intento de valorar este proceso se hace uso del quinto nivel, el cual se basa en los cuatro
niveles anteriores.

Estos niveles de analisis seran usados para dar una vision global del proceso de estudio
realizado por los estudiantes del CBTIS 206 y predecir cuales son las practicas que estos
estudiantes son capaces de llevar a cabo, este fin se lograra mediante el uso de estos niveles
en el andlisis del libro y la observacién en el aula.

Para evaluar cuales son las competencias que el estudiante ha desarrollado al finalizar el
proceso de estudio, usaremos los niveles 1 y 2, es decir, basandonos en las respuestas que el
estudiante dé a las situaciones problema que se le presenten podremos mencionar qué objetos
y practicas matematicas intervinieron en la soluciéon del problema.

Los procesos intervinientes en la solucién los pondremos en relacion con las competen-
cias definidas en la Reforma Integral de Educacién Media Superior (2008) y asi podremos
determinar cuales son las que efectivamente ha desarrollado el estudiante.

Por otro lado, para la realizacion de los objetivos podemos agrupar las acciones que se
llevaran a cabo en dos grandes etapas.

e La primera etapa consiste en:

o Hacer una revisiéon profunda de bibliografia con el propdsito de conocer los tra-
bajos que se han realizado sobre evaluacion del desarrollo de competencias.

o Revisar planes y programas de estudio del CBTIS.

o Hacer un analisis sobre las actividades propuestas en el libro de Calculo de Hipélito
Orduno Vega. Este anélisis consiste en identificar los objetos matematicos in-
tervinientes y emergentes, las practicas matematicas promovidas, los procesos
matematicos puestos en juego, etc.

o Observar en el aula algunas clases en la que se trate el tema de la integral.

e La segunda etapa consiste en:

o Elaboracién y eleccién, en su caso, de problemas para hacer el cuestionario que
se aplicara a los estudiantes. El proposito de este cuestionario es, claramente,
evaluar las competencias de estos estudiantes.

o Una vez aplicado el cuestionario se pasara a hacer una analisis sobre las respuestas
de los estudiantes y con este analisis decidir si los estudiantes cuentan o no con
las competencias demandadas para su nivel educativo.

165



166 G. A. MORENO D., A. GRIJALVA M.

4 Andlisis del libro de texto

Un curso obligatorio en el sistema CBTIS es el de Matematicas aplicadas, cuyo proposito de
acuerdo al plan de estudios de Matematicas (2009) para el bachillerato tecnolégico considera
“que el estudiante analice e interprete las relaciones entre dos variables de problemas de tipo
social o natural, y los resuelva aplicando el teorema fundamental del calculo”. El libro que
se analizara es un material de apoyo para este curso.

El tema la integral se aborda en dos secciones del libro, en el capitulo 4 Aplicacion
geométrica de la integraly en el capitulo 5 El teorema fundamental del cdlculo e integracion
de funciones. Hacemos uso del estudio realizado por Criséstomo y Godino (2004) para carac-
terizar las situaciones problema del libro dentro de las configuraciones epistémicas abordadas
en este estudio.

Los problemas de calculo de areas, uso de método de exhaucién para aproximar el area
bajo la grafica de una funcion, lenguaje esencialmente geométrico y aritmético, manejo del
concepto de area son caracteristicas que sitian a los problemas presentes en el capitulo
cuatro en la configuracion epistémica intuitiva.

La aplicacion de métodos en problemas para relacionar el diferencial y la primitiva,

calcular el 4 rea como inversa de la diferenciacion, utilizacién de lenguaje simbélico y grafico,
m+1
axn
m

d . ./ . 7 . n . . .
presentes en el capitulo cinco en la configuracion epistémica primitiva.

. , . m . ., s
propiedades como el area bajo la curva y = ax~ es igual a , sitian a los problemas

Tomamos en cuenta esta clasificacion de los problemas para agruparlos de la siguiente
manera: problemas de céalculo de areas cuya finalidad es introductoria, problemas pertene-
cientes a la configuracion epistémica intuitiva y problemas pertenecientes a la configuracién
epistémica primitiva.

Como primera etapa del andlisis se realiza la identificacién de las practicas matematicas,
objetos matematicos y los procesos matematicos intervinientes en cada grupo de problemas;
la finalidad de esta etapa tiene dos vertientes: primeramente la identificacion de objetos
matematicos permitira la valoracién de la idoneidad epistémica ya que tiene estos mismos
objetos como componentes y, en segundo caso la identificacion de practicas, objetos y pro-
cesos realizada en esta etapa servira de guia en las visitas al aula facilitando la deteccion de
conflictos semidticos.

Esta primera parte nos permite alcanzar la segunda etapa, la cual consiste en la valoracion
del libro como material educativo usando los criterios parciales de la idoneidad didactica
planteados en el EOS.

Idoneidad didactica

Para realizar la valoracién de la idoneidad didactica, en el EOS se introduce seis criterios
parciales de idoneidad atendiendo a las siguientes dimensiones que caracterizan y condicionan
los procesos de ensenanza y de aprendizaje: epistémica, cognitiva, mediacional, emocional,
interaccional y ecolégica. En esta seccién donde sélo se hace referencia al libro valoramos la
idoneidad epistémica y cognitiva dejando los demas criterios parciales para la seccion en la
que analice las actividades en el aula.
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Idoneidad epistémica

Este criterio se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales im-
plementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia. Como componentes de
esta idoneidad se encuentran los seis objetos matematicos primarios: situaciones-problemas,
elementos lingiiisticos, conceptos-definiciones, proposiciones, procedimientos, argumentos.

Tabla 1: Idoneidad epistémica

Componentes

Situacion problema | e La mayoria son de tipo intra-matematico tales como: calcular el area bajo
la gréfica de una funcién f(x), resolver integrales utilizando los métodos de
sustitucién y por partes, entre otras; abordando situaciones problemas de
tipo extra-matematico en pocos momentos

e Las situaciones problemas presentes en el libro son familiares para los
estudiantes, se toma un problema conocido para ellos (calculo de areas)
como motivacién para la ensefnianza de la integral, transformandolo en el
célculo de dreas bajo la grafica de una funcién f(x) problematizando al
estudiante que las herramientas conocidas por él hasta el momento no son
suficientes para resolver esta tipo de problemas

Lenguaje e Las situaciones problemas presentes en el libro promueven el uso de
diferentes formas de lenguaje, pues en los tres grupos de problemas en los
que hemos ubicado estas situaciones se hace uso de al menos tres formas de
lenguaje.

e El libro de texto es un material de apoyo para estudiantes del sexto
semestre de bachillerato, quienes en el cuarto semestre cursaron la materia
de célculo donde estudiaron: pre-célculo, funciones, limites y derivadas,
objetos matemaéticos utilizados en las situaciones problemas que se les
presenta en el estudio de la integral, por lo que consideramos que el
lenguaje utilizado es adecuando para estos estudiantes.

e Consideramos que se promueve la expresion e interpretacién por parte de
los estudiantes, ya que para resolver los problemas se pide que se discuta
en equipo. Ademds, cada situacién problema se presentan preguntas guia
que intentan que el estudiante compare, explique y relacione resultados.

Elementos e Los conceptos-definiciones, proposiciones y procedimientos presentes en las
regulativos situaciones problemas son conocidos por los estudiantes o abordados en
(Definiciones, estas lecciones, por esto consideramos que la presentacion de estos objetos
proposiciones, matematicos primarios es adecuada para este nivel educativo.
procedimientos) o Los significados que se desea promover por el libro de texto en el estudiante

respecto a la integral se adaptan de buena manera a lo establecido por el
plan de estudios de Matemaéticas (2009) para el bachillerato tecnoldgico

e Las situaciones problemas presentes en el libro estan encaminadas a la
construccién de definiciones, proposiciones y procedimientos tales como: la
integral, la integral definida, el teorema fundamental del calculo, métodos
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de integracién (sustitucién y por partes) a través de la resolucién de
problemas que tienen que ver con la ensenanza de la integral. La
negociacion de estos objetos matematicos se dara principalmente durante
las discusiones grupales sobre los resultados obtenidos y durante el trabajo
en equipo.

Argumentos e Se promueve en los estudiantes la argumentacién pues se les pide que
expliquen sus respuestas a las preguntas, esperando que utilicen en sus
argumentos relaciones encontradas o conocimientos previos.

Idoneidad cognitiva

Este criterio se refiere al grado en que los significados pretendidos (o implementados) estén
en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados
personales logrados a los significados pretendidos(o implementados). Como componentes
de esta idoneidad se encuentran: conocimientos previos, adaptaciones curriculares a las
diferencias individuales y aprendizaje.

Tabla 2: Idoneidad cognitiva

Componentes

Conocimientos e Entre los conocimientos necesarios para el estudio de la integral, siguiendo

previos el libro de texto, encontramos aspectos como: areas, funciones, limites,
derivadas; temas que han sido estudiados en cursos anteriores. Por otro
lado, aspectos como notacién y célculo de sumatorias son considerados
para su estudio ya que no han sido tratados con anterioridad.

e Dado el contexto familiar con que se propone el estudio de la integral
consideramos que los significados pretendidos tienen una dificultad
apropiada para los estudiantes

Adaptaciones e En los grupos de problemas se trabajan situaciones con ideas similares, de
curriculares a las esta manera se favorece la ejercitacion y refuerzo de significados por parte
diferencias de los estudiantes.
individuales
Aprendizaje e Este descriptor queda fuera de nuestro anélisis debido a que se refiere a un
proceso de instruccién implementado.
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Resumen

En la presente contribucion se pretende mostrar un andlisis epistemoldgico del objeto mate-
mdtico proporcionalidad (OMP) en la matemdtica y en la fisica. Nuestros andlisis se realizan
desde la perspectiva del Enfoque Ontosemidtico de la cognicion y la instruccion en matemdticas
(EOS) y la resolucion de problemas. Se pretende ilustrar con algunos ejemplos, el papel de
las situaciones problemdticas en el origen y desarrollo de los significados del (OMP) y cémo
dichos significados, en un cierto momento, se convierten en obstdculos que dificultan el en-
riquecimiento de los mismos; lo cual, se asume, sucede tanto en el desarrollo histérico de las
ideas como en el proceso de aprendizaje que viven los estudiantes en el aula.

1 Introduccién

Uno de los instrumentos mateméaticos mas importantes, si no el primordial, para el trata-
miento de la regularidad de sucesos que fundamentan el trabajo de investigacion de la ciencia,
el trabajo técnico y el funcionamiento de gran ntimero de aparatos de medida, es la relacion
de proporcionalidad entre las magnitudes intervinientes. El sustrato de expresiones tales
como razoén, proporcién, constante de proporcionalidad, etc. que se unifican sintéticamente
por medio de la funcién lineal o funcién de proporcionalidad, lo constituyen las operaciones
divisién y producto, dependiendo de las caracteristicas que fijan la naturaleza de lo que se
trata el que se utilice una u otra.

Los cientificos, al estudiar los fenémenos que se producen en la naturaleza, comprueban
que en ellos, generalmente se presentan dos (o mas) magnitudes relacionadas entre si. Es
decir que al variar una de las magnitudes, la otra también cambia. Por ejemplo al aumentar
el volumen de un bloque de fierro, aumenta su masa; la fuerza que se manifiesta entre dos
cargas eléctricas disminuye cuando aumentamos la distancia entre ellas, etc. Cuando esto
sucede, es decir, cuando las magnitudes estan relacionadas, decimos que una es funcion de
la otra. Asi, la masa del bloque es funcion de su volumen, y la fuerza que se presenta entre
las cargas eléctricas es funcion de su distancia.

La fisica y la ingenieria son ricas en situaciones donde aparece la variacion proporcional.
La velocidad que adquiere un cuerpo que cae bajo los efectos de la gravitacion es, si se
desprecia la resistencia del aire, proporcional al tiempo de caida. Si se aplica una fuerza a
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un resorte o a un alambre, la elongacion que resulta es, dentro de ciertos rangos, proporcional
a la fuerza aplicada; principio que se utiliza para construir pesas y basculas. Algo similar
ocurre con las deformaciones que se observan cuando se intenta torcer una varilla, o cuando
se carga una viga en su centro o en un extremo libre. Si se somete un cuerpo a un cambio de
temperatura, sus dimensiones lineales se modifican dentro de ciertos rangos de temperatura
que dependen de la materia o composicion del cuerpo, esta modificacién es proporcional al
cambio de temperatura, propiedad que se utiliza en la construccion de termometros, etcétera.

La Proporcionalidad es un objeto matematico especialmente importante en el proceso de
matematizacion de diversas disciplinas cientificas entre las que destacan la Fisica, la Quimica,
la Biologia, entre otras, ademéas de propiciar el desarrollo del pensamiento relacional. Con
la descripcion anterior, lo que pretendemos es mostrar como se manifiesta y trasciende,
actualmente, la importancia del objeto matematico proporcionalidad (OMP) el cual, desde
la perspectiva del Enfoque Ontosemidtico de la instruccién y cognicién matematica (EOS)
[1], éste emerge al hacer frente a situaciones problematicas (SP).

Por otra parte, si concebimos que el propésito fundamental de la investigacién en mate-
matica educativa, es mejorar los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas,
asumimos que es necesario comprender dichos procesos. Desde la perspectiva anterior, en-
seguida ilustramos reflexiones en esa direccion. En un curso de fisica a estudiantes universi-
tarios, al plantearles preguntas como las siguientes: ;qué significa que dos cantidades sean
directamente proporcionales? una de las respuestas fue: “cuando una cantidad crece la otra
también crece”. ;Lo anterior es indicador de que sean siempre directamente proporcionales?,
o jsi una cantidad crece y la otra decrece, pueden ser directamente proporcionales?, en esta
ultima, la respuesta mas frecuente es: “no”. Lo anterior es indicador de las dificultades que
tienen los estudiantes al no comprender la fisica, ni el objeto matematico proporcionalidad
(OMP). Asi tenemos que dos cantidades pueden ser directamente proporcionales cuando una
crece y la otra decrece, siempre y cuando la constante de proporcionalidad sea un ntmero
negativo, (velocidad y tiempo en la caida libre de un cuerpo), donde la representacion grafica
son rectas de “bajada”. Con lo anterior también pretendemos mostrar que la fisica puede
servir como contexto para estudiar matematicas, y a su vez que los significados de los obje-
tos mateméaticos (OM) en el contexto de la fisica sean una manifestacién de dominio de ésta
disciplina, pretenderiamos que cuando un alumno trate de resolver un problema de “fisica”
sea eficaz en el uso de los objetos matematicos para describir e interpretar fenémenos fisicos.
Investigadores reconocidos [2] muestran que la ensenanza de la matemética y de la fisica en
los primeros cursos universitarios no esta exenta de dificultades, por ejemplo en el caso de
la segunda disciplina: en los alumnos persisten una serie de interpretaciones erréneas acerca
de diversos fenémenos fisicos, “estudiantes que consideran que una masa doble se traduce en
mitad de tiempo de caida”, no tienen experiencia en métodos y formas de trabajo propios
de la actividad cientifica, ni poseen ciertas actitudes caracteristicas del trabajo cientifico,
que repercuten en la construccion de los significados de los objetos tanto matematicos como
fisicos.
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2 El Objeto Matematico Proporcionalidad en la matematica griega

A través de diferentes fuentes de la Antigiiedad como el historiador romano Plinio (siglo
I dn.e.) y Dibgenes Laercio, historiador griego de la filosofia que vivié entre los (siglos 11
y IIT d.n.e.), sabemos que por los anos 585 d.n.e., el matematico griego Thales de Mileto
midid, de una manera ingeniosa, la altura de la Gran Piramide de Keops. “La relacion que
yo establezco con mi sombra es la misma que la pirdmide establece con la suya.”. De ahi
dedujo: “En el mismo instante en que mi sombra sea igual que mi estatura, la sombra de la
piramide serd igual a su altura” Por lo que establecié la relacion entre los lados de tridangulos
semejantes, que ¢l mismo demostré y hoy conocemos como teorema de Thales.

Por otra parte Nomdedeu [3], sefiala que: “A Teano se le atribuye haber escrito tratados
de matematicas, uno de ellos sobre la proporcion aurea. La proporcionalidad fue el eje en
torno al que se desarrollé la mayor parte de la produccién de la escuela pitagérica. Des-
cubrieron que habia magnitudes conmensurables e inconmensurables, a las que se refirieron
con numeros que llamaron, respectivamente, racionales e irracionales. Conocieron las ocho
formas de una proporcion y su propiedad fundamental”. El desarrollo de Teano, en torno
a la proporcién aurea, resulta del andlisis de las posibles proporciones establecidas entre los
dos segmentos en que queda dividido uno dado al fijar un punto en su interior.

Por la descripcién historica precedente, consideramos que la matematica griega es geomé-
trica, y para ubicarnos en su epistemologia, asumimos que el origen del objeto matematico
proporcionalidad surge en ese contexto. Por lo que compartimos con Piaget [3] cuando
senala que los “Los Elementos” de Euclides, “representan acabadamente el tipo de geometria
que caracteriza el periodo que va desde la Antigiiedad hasta la Epoca Moderna. Dichas
caracteristicas, conjuntamente con las limitaciones que involucran, solo seran puestas de
manifiesto en forma explicita en el siglo XIX, precisamente cuando tiene lugar una profunda
revolucion metodoldgica y un cambio de concepcion sobre la significacion de la geometrid’ .
Para comprender el proceso, lo que lograron y sus limitaciones es necesario empezar desde
los griegos destacando las aportaciones de cuatro gedémetras griegos, que existia entre ellos,
en forma embrionaria, una cierta idea del uso de coordenadas (Apolonio), de modificaciones
sucesivas de una figura que tiende hacia un limite (Arquimedes), asi como una utilizacién de
transformacion por proyecciones (Euclides, Pappus). Piaget [3], contintia “Apolonio no sélo
aporto una impresionante cantidad de resultados nuevos, sino también una metodologia vy
una renovacion conceptual en las cuales puede encontrarse el germen lejano de la geometria
analitica del siglo XVII'. Se le considera a Apolonio ser el primero en utilizar un sistema
de coordenadas para realizar demostraciones geométricas, antes que Fermat y Descartes. El
OMP, se muestra claramente en la obra de Pappus, en la proposicion 129 del libro séptimo
[3] de “la collection mathématique”: “cuando se trazan cuatro rectas desde un mismo punto,
forman sobre una transversal, trazada arbitrariamente en su plano, cuatro segmentos que
tienen entre ellos una cierta relacion constante cualquiera que sea la transversal.” Para ex-
plorar la epistemologia del OMP, consideramos bajo el EOS [1], que los OM tienen atributos
contextuales y se manifiestan segin su uso del lenguaje en facetas duales dialécticamente
ligadas, en este caso seria la faceta unitaria-sistémica, donde el OMP, interviene como unidad
en el sistema geometria, desde esta perspectiva nos abocamos en primer término a la episte-
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mologia de la geometria. Siendo el OMP, una unidad del objeto mateméatico geometria, para
entender su epistemologia hemos recurrido al desarrollo y las limitaciones de la geometria en
su devenir historico. Asi, la geometria comienza, con la sintesis que hace Euclides, por un
periodo durante el cual se estudian las propiedades de las figuras y de los cuerpos geométricos
como relaciones internas entre los elementos de dichas figuras o de dichos cuerpos. No se
toma en consideracion el espacio como tal, ni por consiguiente las transformaciones de las
figuras en el interior de un espacio que las comprenda. Viene luego una etapa caracteri-
zada por una puesta en relacion de las figuras entre si, cuya manifestacién especifica es la
busqueda de transformaciones que relacionan las figuras segin multiples formas de corre-
spondencia (geometria proyectiva). Una tercera etapa se caracteriza por la preminencias de
las estructuras. No se trata de transformar una figura en otra, sino de una estructura que
opera sobre un conjunto de elementos que varian o bien sus relaciones. Las etapas anteriores
Piaget [3] las denomina “intra-figural”, “inter-figural” y “trans-figural”, respectivamente.
Correspondiéndose la primera a una centrada en “dentro” de la figura geométrica, que seria
la geometria griega hasta el siglo XVII, una segunda de relaciones con la algebrizacién de
la geometria con Descartes y dos siglos después una tercera de transformaciones con la
geometria dinamica de Ponselet, Chasles, Klein, principalmente.

En el camino hacia las transformaciones desde la perspectiva de la geometria proyectiva
de Chasles y Poncelet tuvieron una fuerte oposicién, de eminencias, como: Carnot [3] para
quien la utilizacion de cantidades negativas o complejas aplicada a la representacién de
entidades geométricas era “absurda”, por lo que afirmaba: “yo demuestro que tal nocion es
completamente falsa y que de su admision resultardn los mas grandes de los absurdos’

3 Los significados de los objetos matematicos como obstaculos epistemolégicos
en la geometria y el algebra

Historicamente, lo que se observa es que una gran limitacion en el desarrollo de la geometria
es el casi nulo uso de las “transformaciones’ geométricas, en este sentido [3] indica que: “la
geometria griega permanece en ausencia de un algebra, de aqui la ausencia de toda “transfor-
macion”, no obstante los “porismas” de Euclides (o transformacioneslocales centradas en sus
resultados figurales), las coordenadas parciales de Apolonio, y las modificaciones de figuras
de Arquimedes o Pappus, todos ellos casos particulares sin generalizaciones metodolégicas “.
Posteriormente Descartes juega un papel fundamental al establecer una relacion sistematica
entre el dlgebra y la geometria, pero fue necesario que transcurrieran casi dos siglos (XVII-
XIX), antes de llegar a las transformaciones geométricas con Lie, Klein, Chasles y Poncelet
vislumbrandose un comienzo con las transformaciones pero limitadas a la geometria proyec-
tiva, subordinandose al conjunto de las geometrias a sistemas algebraicos.

Ante lo anterior nos planteamos la siguiente interrogante:

. Cudl fue el significado de la geometria que se convirtié en un obstaculo epistemoldgico
para el uso de las transformaciones?

. Qué significados construidos en geometria se convirtieron, en cierto momento, en obsta-
culos (epistemoldgicos) que dificultaron la asimilacién del significado de transformacion ante
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nuevos sistemas de practicas creados para resolver nuevos problemas?

La cual puede ser reflexionada por las aportaciones de [3]: ”Sobre el terreno algebraico,
el sujeto se siente desde un comienzo libre de construir las transformaciones que le con-
vienen, mientras que a la idea de transformaciones geométricas, debe preguntarse si tiene o
no derecho a efectuarlas, en vista de la “realidad” impuesta por los “datos”. Y mas ade-
lante prosigue: “El largo periodo interfigural no se reduce en modo alguno a la historia de
una colaboracion entre dos tipos de instrumentos directamente coordinables, sino que esta
caracterizado por el dificil ajuste de la doble naturaleza objetiva y subjetiva del espacio”.

Las dificultades [3] que encontraron los griegos en la solucién de numerosos problemas
geométricos, solo se explica por la carencia de un algebra que les permitiera formularlos
en términos de operaciones. Aunque resulta dificil explicar el estancamiento prolongado
de una ciencia que so6lo vuelve a florecer hasta el siglo XVI, de ahi la importancia de la
obra de Vieti como un sistematizador, al retomar la ciencia de Diophanto y perfeccionarla.
Posteriormente Klein ofrece una profunda interpretacién de las obras de Diophanto y de
Vieti sobre la base de un profundo anélisis del pensamiento griego y del significado de la
ciencia que se desarrollaria en los siglos XVI y XVIIL.

En el caso del algebra el OMP, inicialmente emerge con la teoria de las proporciones
geométricas elaboradas en el seno de las perspectivas euclidianas. Eudoxio, Aristoteles y
Proclo proclamaron un divina ars, lo que seria la teoria general de las proporciones, capaz
de englobar todo el conocimiento matematico en su conjunto. En una siguiente etapa el
OMP, se manifiesta en los trabajos de matematicos como Vieti, referidos a las transforma-
ciones, hechas posibles gracias a un simbolismo abstracto y general. A partir de Vieti y
hasta mediados del siglo XIX, el estudio del algebra se limita al estudio de las ecuaciones
algebraicas. En el siglo XVII se encuentran soluciones algebraicas para ciertos problemas
de la geometria y de la mecéanica. Pero, en cada problema se muestra un método de reso-
lucién que es propio para cada situacién particular. Sin embargo, en la segunda mitad del
siglo XVII, haciendo uso de las propiedades de las funciones continuas, tomadas del calculo
infinitesimal, se llegan a formular en el interior del dlgebra, problemas de una gran gener-
alidad, lo cual condujo al teorema fundamental del algebra. Con el calculo infinitesimal,
Euler, Lagrange, Gauss y Cauchy, contribuyen significativamente al desarrollo del algebra.
Por ejemplo, Lagrange, al considerar el nimero de valores diferentes que toma un polinomio
cuando se permutan las variables de todas las maneras posibles, seria una brillante idea que
contiene el germen de donde surgiria la teoria de los grupos. Posteriormente en una tercera
etapa el OMP, lo encontramos en las sintesis, donde se alcanzan en el algebra estructuras,
cuyas construcciones comienzan con los grupos de Galois. Las etapas anteriores en el algebra
[3] las denomina “intra-operacional”, “inter-operacional” y “trans-operacional”, respectiva-
mente. Cabe senalar que los prefijos: “intra”, “inter” y “trans”, no son privativos en su uso
solo en geometria o algebra, sino también del Célculo y otras disciplinas como la Fisica.
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4 El Objeto Matematico Proporcionalidad y su epistemologia en la Fisica

En la fisica, al derrumbarse el paradigma aristotélico centrado en los atributos de los cuerpos
y no en sus relaciones, el significado del OP desarrollado en la geometria griega se enriquece
al emerger en el estudio de fenémenos fisicos, por ejemplo Galileo establece la relacién entre
la longitud y el tiempo de caida de un cuerpo, lo que arrojaria una proporcionalidad directa
cuadrdtica de la forma: h o t?, después Kepler (1618), en sus famosas leyes encontraria para
su tercera ley que: para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente
proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su drbita eliptica. Esto es: T? o
L3. Asi pues En el siglo XVII al igual que la geometria, la fisica también adquiere una
algebrizacién.

Con el desarrollo del calculo diferencial, el OMP con Newton, se enriquece con sus leyes
del movimiento, asi en sus Principia en la 2da. Ley, para una fuerza F, en la interaccion de
cuerpos: d o t lo que seria una proporcionalidad directa lineal entre el momento lineal y el
tiempo, al considerar la masa constante la relacién entre la fuerza y la aceleracién es: F' « a.
El mismo Newton, al construir su Ley de la gravitacién universal, tiene que: F o 1/r?
(fuerza y distancia entre cuerpos), como una proporcionalidad inversa cuadrdtica. En la
posteridad se daria un continuo establecimiento de relaciones de proporcionalidad entre los
objetos de la fisica en sus diversas representaciones (grdfica, numérica y analitica), en la
mecanica newtoniana y la fisica clasica. Posteriormente al emerger la teoria de la relatividad
y la mecanica cuantica el OMP, se enriquecié aiin mas.

5 Los obstaculos epistemolégicos en la Fisica y el OMP

En el desarrollo de la fisica, concebimos que en ella se presentan los paradigmas aristotélico,
newtoniano y einsteiniano, los cuales se caracterizan por ser: especulativo-descriptivo, expe-
rimental-cuantitativo y por su relatividad respectivamente. En el primero de ellos el OMP,
se presenta de manera incipiente porque al explicar la naturaleza, éste paradigma se limita
a una descripcion cualitativa de los fenomenos fisicos y la explicaciéon de los mismos se
mantiene a un nivel especulativo ya que se basaba en la aceptacion de ciertas premisas como
verdades evidentes. Carece de la medicion, siendo su obstaculo limitarse a describir y no
relacionar. En principio el objeto de estudio es el hecho. Entre sus premisas incuestionables,
se considera que el estado natural de los cuerpos es el reposo. La axiomatica de la fisica
es material, describir lo que se ve. Lo anterior se refleja por ejemplo, al considerar que los
cuerpos mas pesados caen mas rapido, lo cual se crey6 por alrededor de 2000 anos. Pero
cuando Galileo se centra en el estudio de las relaciones, él exhibié la contradiccién 1égica del
razonamiento aristotélico. Galileo contribuye a un cambio paradigmatico en lo metodologico,
ante la concepcion global de la caida de los cuerpos, y contribuiria en la construcciéon de los
cimientos del paradigma newtoniano caracterizado por lo experimental, consistente en probar
lo que se cree, realizando mediciones. Newton crea un modelo matemaético de las relaciones
entre los objetos al aritmetizarlas, presenta descripciones cuantitativas, por ejemplo la fuerza
se concibe como la medida de la interaccién entre los cuerpos, la masa como la medida de
la inercia. Posteriormente esto también se refleja cuando aparece el concepto de energia,
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como indicador de un cambio, deja de ser importante el objeto mismo, para estudiarse el
cambio del objeto lo cual fue clave en el desarrollo de la fisica. Pero la limitacion de la
fisica newtoniana es en lo experimental, al considerar el caracter absoluto de los objetos
relacionados, y no la relatividad de los mismos, desde los diferentes marcos referenciales de
los observadores, por lo que el OMP se limitaba a su caracter absoluto. En el paradigma
einsteiniano el tiempo es relativo; las velocidades no se suman en la forma galileana. En el
ambito de la mecanica cuantica: en todo instante un “dtomo” no tiene una posicién y una
velocidad definidas (principio de incertidumbre), contrario a la fisica de Newton.

Algunas consideraciones sobre didactica de la matemética

Todo lo anterior obliga a los interesados [5] en la ensefianza y el aprendizaje de la
matemdtica en la escuela, a plantearse las siguientes preguntas: a) ;El estudio del ori-
gen y desarrollo de los objetos matematicos y sus significados, asi como de los obstaculos
epistemolégicos que en un cierto momento representaron, proporciona algunos elementos
utiles para la comprension de los procesos de ensenanza y aprendizaje de la matematica
en el aula escolar?; b) ;Dicho estudio proporciona elementos para el disenio de estrategias
de ensenanza que sean mas adecuadas para el propdsito de mejorar significativamente el
desempeno matematico de nuestros alumnos?

En los dos casos se asume que la respuesta es afirmativa.

Primero, porque esta demostrado con creces, que presentar en la escuela, la matematica
como un cuerpo de conocimientos acabado, légicamente estructurado, dejando de lado las
situaciones que dieron origen y motivaron el desarrollo de los objetos matemaéticos y sus
significados, partiendo de la premisa de que es posible apropiarse de ellos por un simple
acto de transmision del conocimiento y, que una vez comprendido el significado formal, es
practicamente automatica la transferencia de dichos significados y en consecuencia se estara
en condiciones de utilizar eficazmente los conceptos y métodos de la disciplina en el anélisis,
interpretacién y resolucién de problemas en diferentes y variados contextos, ha conducido a
resultados que se encuentran muy alejados de los esperados.

Segundo, porque el conocer las situaciones que dieron lugar al surgimiento de los sistemas
de practicas que constituyen los significados de los objetos mateméaticos considerados como
emergentes, asi como las dificultades que enfrentaron y las estrategias y caminos que se sigu-
ieron para superarlas, ayuda a la comprensién de las dificultades que enfrentan los alumnos
cuando se espera que dominen con cierta eficacia determinados conceptos y procedimientos
matematicos, pero también, dicho estudio nos brinda recursos que nos permiten orientar de
mejor manera su actividad para que puedan superar con mayor eficacia dichas dificultades.
Esto no significa de ninguna manera, que consideremos que en el aula escolar se reproduzca
integramente el proceso histérico de construccion del conocimiento, ya que en este caso, dicho
proceso es conducido y coordinado por el profesor, sin embargo, hay elementos en comun en
ambos procesos que deben ser considerados a la hora de presentar la matematica en el aula.

Finalmente, porque si el origen y desarrollo de los significados de los objetos matematicos
muestra que estos son creaciones humanas que emergieron del diseno y la implementacion
de sistemas de practicas para la resoluciéon de problemas, podemos suponer entonces que el
papel del profesor, lejos de ser el de un presentador a través de la exposicion, de los objetos
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matematicos, debe ser el de un disenador de situaciones problematicas que se ubiquen en
la zona de desarrollo potencial de los alumnos y que provoquen y estimulen su actividad
intelectual, con el propodsito de que de dicha actividad emerjan los objetos matematicos a
estudiar y sus significados y debe entonces, ser también un conductor y orientador de dicha
actividad.

6 Conclusiones

a)

En el analisis que se ha hecho del desarrollo del objeto mateméatico proporcionali-
dad (OMP), se ha asumido que éste es una construccién humana y que éste objeto
matematico es de naturaleza pragmatica, lo cual implica que emerge de un sistema de
practicas creado para analizar y resolver cierto tipo de situaciones problematicas (SP),
en la matematica y en la fisica.

El analisis del origen y desarrollo del OMP en sus diversas manifestaciones: propor-
cionalidad directa, inversa, al cuadrado, etc., ha permitido valorar la eficacia de las
herramientas conceptuales y metodolégicas utilizadas para llevar a cabo dicho anélisis.

Un constructo tedrico, especialmente ttil para la Didactica del OMP, es el de obstaculo
epistemolégico que ayuda a entender las dificultades que tienen los estudiantes para
modificar una concepcién previamente construida y proporciona elementos para el
diseno de estrategias didacticas para superarlos.

La investigacién que se ha realizado en el campo de la Epistemologia, sobre el origen
y desarrollo del OMP, ha sido de gran utilidad en Didactica de la Matematica pues ha
permitido identificar elementos que ayudan a comprender de mejor manera el proceso
de aprendizaje de los estudiantes.

Al hacer uso de problemas en el contexto de la fisica, para la construccién de signifi-
cados de los OM, nos apoyamos en ambas disciplinas (fisica y matematicas) como en
diferentes momentos éstas disciplinas se han apoyado en el origen y desarrollo de sus
propios objetos.
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Introduccion

Una de las posibles posturas epistémicas de las personas con relacién a la matematica es la
caracterizada por una vision positivista que considera a la matematica como un aspecto de
la naturaleza independiente del hombre, leyes y relaciones por descubrir que no necesitan la
existencia del ser humano para existir. Desde esta perspectiva la matematica no se crea o se
inventa, sino que se descubre. Esta visién afecta también a la ensenanza de la matematica.
En contraste, una vision epistémica mas cercana a una postura humanista de la ciencia trae
consigo también una forma diferente de concebir la ensenanza de la matematica. Por otra
parte, desde el contexto de una linea de investigacién que busca soluciones a los proble-
mas recurrentes, como escasa competencia en matematicas, alto nivel de reprobacion, bajos
indices de aprovechamiento, falta de solidez de los aprendizajes por parte de los alumnos
y de permanencia en la universidad, asi como la necesidad de profesionalizacion en el tra-
bajo docente, por parte de los profesores, enfocamos la atencion a los procesos didacticos
al interior de la clase. En la Licenciatura en Matematicas Aplicadas, de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Auténoma de Baja California (Ensenada) se imparte una ma-
teria llamada “Didactica de las Matematicas y Microensenanza”’ para alumnos de séptimo
semestre. Durante el semestre 2011-2 se impartié esta materia como un seminario en el
que se busco propiciar la reflexion critica de los estudiantes con la finalidad de dar pié a
la modificacion de su visién epistémica sobre la matematica y su ensenanza hacia posturas
mas acordes con las didacticas que proponen el empleo de problemas como base para hacer
participar al alumno en el proceso ensenanza-aprendizaje de esta disciplina. Se invit6 a los
estudiantes a participar en tres tiempos durante el curso. En el primero, practicaron la do-
cencia con un tema libre, que seleccionaron ellos y que expusieron al resto de sus companeros
con entera libertad; en el segundo, una vez que habian avanzado lo suficiente en las lecturas
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y discusiones en el grupo, se les pidi6 que impartieran un tema pero desde una didactica
problémica, en esta ocasién el tema también fue de su eleccién. Por tltimo, en la tercera
oportunidad, se les pidié que expusieran un tema elegido por el profesor, tomado de un curso
universitario de célculo diferencial, con la condicién que usaran una didactica con base en
problemas para promover una competencia. En la primera ocasién las participaciones fueron
muy tradicionales pero fueron cambiando en la medida en que las lecturas y discusién del
curso avanzaba. Todas las participaciones fueron videograbadas y seran analizadas desde la
perspectiva del Enfoque Ontosemiético (Godino et al, 2008) y los resultados serdn presenta-
dos en otro trabajo. Por otra parte, se aplico al inicio y al final de la experiencia una escala
Likert sumativa de cinco niveles y se realizé un anélisis comparativo de ambas aplicaciones de
la escala. A mayor suma mas cerca de la vision humanista-problémica sobre la ensenanza de
las matematicas y a menor valor en la escala, mas lejos de esta vision, lo que representa una
postura mas tradicional. Los resultados de este primer anélisis se presentan en este trabajo
y muestran un incremento en el resultado general de la escala equivalente a un 20%, lo cual
se interpreta como una modificacién sustantiva hacia una vision humanista-problémica de
las matematicas y su ensenanza. El desarrollo posterior del estudio de los videos permitira
corroborar o corregir esta interpretacion.

Reflexion

Diversos autores, entre ellos Schon (1992) han senalado el modelo de reflexién dominante
como el de la racionalidad técnica. El principio fundamental de la racionalidad técnica es
que la practica profesional tiene por objeto la solucién instrumental de problemas a partir
de la aplicacién racional de conocimientos tedricos y técnicos previamente disponibles y que
provienen de un proceso de investigacion cientifica, entendida ésta tltima como la inves-
tigacién que puede hacerse desde la éptica positiva. Bajo esta perspectiva Schein (1973)
(citado por Schon, 1992) admite tres componentes esenciales en el conocimiento profesional;
una componente de ciencia o disciplina bésica, sobre la que se fundamenta y desarrolla la
propia practica; una ciencia aplicada o de ingenieria, que tiene que ver con la obtencién de los
procedimientos cotidianos tanto de diagnoéstico como de solucién de problemas y una com-
ponente de habilidad y actitud que se relaciona con la actuacién concreta para dar atencion
y servicio al cliente, empleando para ello los componentes anteriores de ciencia basica y
aplicada. Los profesionistas concebidos bajo este modelo, no se considera que posean las
destrezas para la elaboracion de técnicas, sino solo para su aplicaciéon. Por el contrario,
Freire (2002) menciona que la reflexién critica sobre la prictica contiene una exigencia de
relacion entre la teoria y la practica, en caso contrario la teoria se transforma en palabreria y
la practica en mero activismo. Se concibe el acto docente como un binomio docente-discente
que forma parte de un ciclo formador-formado durante el mismo proceso. Considera que
quien forma se forma y re-forma al formar, asi como también quien es formado se forma
y reforma a su formador. Es dificil concebir que un profesionista se vuelva critico si es
mecanico-memorizador; serd mucho mas un “repetidor cadencioso” de frases e ideas inertes
que un desafiador (Freire, 2002).
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Resultados y Discusién

La siguiente figura sintetiza los resultados de la escala Likert.

Comparacion de resultados de la Escala Likert aplicada

35
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23]

Figura 1: Resultados de la escala Likert.
El color azul representa la primera aplicacion,
el color verde la segunda

Como muestra la figura 1, la primera vez que se aplico el cuestionario de la escala, se
obtuvieron los valores y se realizaron las sumas de todos los participantes, lo que arrojo
un valor total de 428 puntos (en azul). Una vez realizada la experiencia, en donde los
estudiantes tuvieron la oportunidad de participar como docentes en sus intervenciones y
como discentes en las intervenciones de sus companeros, ademas de haber efectuado las
lecturas y la reflexién propia del seminario en las sesiones de clase para ello dispuestas,
contestaron de nueva cuenta la misma escala y los valores obtenidos totales fueron de 549
puntos (en verde). A excepcion del reactivo 21, en todos se obtuvo una mayor valoracién en
la segunda aplicacion del cuestionario.

Conclusién

La reflexién critica es un proceso que puede motivar cambios en la vision epistémica de
las personas con relacién a la forma en que conciben las matemaéticas y su ensenanza. En
este primer ejercicio de analisis podemos ver que los estudiantes adoptan una posiciéon mas
favorable a la idea de ensenar matemaéticas en forma problémica y considerando al aprendiz
como un ser humano mas que como una especie de receptor anénimo una vez que pasan por
un proceso de reflexiéon con un contenido critico, que le da una componente teleoldgica al
acto de la reflexién misma y que les permite cuestionar la validez y veracidad de sus pre-
concepciones. Aunque este es un resultado preliminar, es congruente con otros resultados
obtenidos en ejercicios de reflexion critica realizados por uno de los autores. FEl anélisis
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de los materiales videograbados desde una perspectiva del enfoque Ontosemiotico y bajo la
metodologia de la Teoria Fundamentada permitiran ampliar estos resultados.
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Resumen

El presente trabajo tiene como propdsito presentar algunos elementos del andlisis que se llevo
a cabo para la elaboracion de una secuencia de actividades diddcticas en linea para el apren-
dizaje de numeros complejos y sus operaciones, las cuales involucran el uso de representaciones
dindmicas elaboradas con GeoGebra. Dicho andlisis tuvo como base algunos elementos tedricos
del Enfoque Onto-semidtico de la Cognicion e Instruccion Matemdtica.

1 Introduccién

En este trabajo se presentan algunos elementos del analisis llevado a cabo para la elaboracién
de una secuencia de actividades didacticas en linea para la ensenanza y el aprendizaje de
nimeros complejos (Romero y Del Castillo [1]). Estas actividades involucran el uso de rep-
resentaciones dindmicamente vinculadas elaboradas con Geogebra y estan disponibles en la
pagina www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos. Se inicia con algunas reflexiones
sobre el uso de tecnologia y de representaciones graficas dinamicamente vinculadas, se con-
tintla con una breve presentacién de los elementos tedricos utilizado para el diseno, y se
termina con algunos anélisis sugeridos por este marco tedrico.

2 Uso de Representaciones Graficas Dinamicas

Las actividades didacticas disenadas tienen la caracteristica en comun de iniciar con repre-
sentaciones graficas dinamicas, lo cual es considerado como un rasgo esencial en las mismas:
“La visualizacion cobra importancia en el proceso de razonamiento inductivo y deductivo”
(Ben-Chaim, 1991, citado por Planchart [2]), mismo que se intenta promover en la secuencia
de actividades.

De manera particular, Planchart [2] senala la importancia de la visualizacién en el pro-
ceso de aprendizaje, al mencionar que “Las graficas, los diagramas, las figuras geométricas
construidas manualmente o en computadoras generan representaciones internas y, éstas for-
talecen el proceso cognitivo que conduce al aprendizaje.”

Otra de las razones por las cuales se decidi6 que las actividades iniciaran por medio
de representaciones graficas es porque, en la mayoria de los casos, el docente le da mas
importancia a los desarrollos de caracter algebraico, tal como lo afirman diversos autores:
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e “las investigaciones en educacién matematica senalan que en general el sistema alge-
braico es el preferido por los profesores de mateméticas en su practica docente” 3]

e “. .. los profesores promueven mas el pensamiento algoritmico-algebraico que el argu-
mento visual.”[2]

Aunado a esto, no sélo los docentes se inclinan por un desarrollo algoritmico-algebraico,
sino que segin Vinner (1989, citado por Planchart [2]) los mismos estudiantes tienen dicha
preferencia.

Por estas razones, se consideré pertinente llevar a cabo un diseno de actividades didacticas
diferente, que rompiera con el esquema anteriormente expuesto, iniciando cada una de las
actividades con una representacion grafica dindmica. Asi, ademas de sacar al estudiante
de su zona de confort, se enriquece su concepcién sobre el tema de nimeros complejos al
trabajar con sus diferentes representaciones.

3 Uso de Tecnologia

En las actividades didacticas disenadas se ve reflejado el uso de la tecnologia, porque éstas se
encuentran en linea y, principalmente, porque se utiliza un software de geometria dinamica,
el cual, segin Laborde [4], juega un papel muy importante en la ensefianza y/o aprendizaje
de las matemaéticas ya que:

e El software ofrece una visualizacién global de los fenémenos que enriquece el conjunto
de imagenes mentales de los estudiantes.

e Los ambientes de geometria dindmica, con sus capacidades graficas de gran potencia y
sus posibilidades de manipulacion directa, son herramientas que pueden ser operadas
facilmente.

e La geometria dindmica permite una variacién continua de los parametros y contribuye
por lo tanto al estudio de problemas generales y no sélo de situaciones especificas.

Como ya se ha mencionado, el software que sirvié de apoyo tecnolégico para la realizacién
de este diseno de actividades es GeoGebra. Las razones por las cuales se considerd hacer uso
de éste son, como lo menciona Romero [5], las siguientes:

e Los numerosos reconocimientos que este software ha recibido.
e Los beneficios de ser un software libre.

e Es un DGS (Software de Geometria Dindmica).

e Es un CAS (Sistema de Cémputo Simbdlico).

e Ademéas de ser un DGS y un CAS, es un Software de Matemadticas Dindmicas, ya
que permite la representacion de objetos geométricos y algebraicos, y los vincula
dindmicamente. Ademads, incluye una “Hoja de Célculo”, misma que se puede vin-
cular con las representaciones geométrica y algebraica.
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4 Elementos Tedricos

Para fundamentar este trabajo se consideran algunos elementos teodricos del Enfoque On-
tosemiético del Conocimiento e Instruccién Matematica (EOS), desarrollado por Godino
[6].

Especificamente, entre los elementos que se consideran para este trabajo estan los sistemas
de practicas, los objetos personales e institucionales, sus significados sistémicos, los elementos
bésicos del significado, las relaciones que se establecen entre ellos (funciones semidticas)
y conflictos semidticos, los cuales se consideran como herramientas finas para analizar la
actividad matematica y los objetos que se ponen en juego durante la misma. A su vez, con
el objetivo de identificar cambios potenciales que promuevan mejores resultados del proceso
de instruccién, se usa la valoracién de la idoneidad didactica propuesta por este marco
tedrico.

5 Significado Institucional de Referencia y Pretendido

Con el objetivo de caracterizar el significado institucional de referencia de los niimeros com-
plejos, sus formas de representacion y sus operaciones basicas, se llevo a cabo la revision del
programa de la materia de Algebra para Ingenieria de la Universidad de Sonora, de notas
de clase [7], libros de texto [8], datos histéricos [9], [10], [11], resultados de investigacién en
Matemética Educativa [2], sitios web [12] y el uso de tecnologia [13].

Con relacién al significado institucional de referencia, en la Tabla 1 se muestra un resumen
del andlisis ontoldgico-semiotico hecho. En el cual, se han identificado los objetos primarios
constitutivos del significado de los niimeros complejos y se han organizado de acuerdo con
las cuatro configuraciones identificadas por Pardo y Gémez [14]. Estas se corresponden
con las cuatro grandes etapas del desarrollo histérico, caracterizadas por los cambios en las
concepciones epistemoldgicas de los niimeros complejos, las cuales son:

e Algebraica: Primeras apariciones de las raices cuadradas de cantidades negativas,
consideradas como inttiles, aunque coherentes con los métodos algebraicos.

e Analitica: Aceptacién y generalizacion del uso de las expresiones imaginarias gracias
al desarrollo del anélisis infinitesimal, consideradas como cantidades que por su natu-
raleza son imposibles, ya que no se pueden ubicar entre los nimeros posibles: positivos,
negativos o nulos. Por eso se les llama cantidades imaginarias porque solo existen en
la imaginacion.

e Geométrica: Introduccién de un eje imaginario que tiene asociado v/—1 como unidad
perpendicular a 1 y consideracion de los imaginarios como vectores del plano. Asi, en
el plano de ejes real e imaginario un vector queda representado por a + bi; y v/—1
actiia como 90° alrededor de O, es decir, como un signo o indice de perpendicularidad.

e Formal: Formalizacion de los niimeros complejos considerandolos como pares orde-
nados de nimeros reales.
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Las configuraciones aqui presentadas no son exhaustivas. Una configuracién que no se incluyé
en la tabla es la que considera las situaciones extra-matematicas, ya que los contextos de
aplicacion extra-matematicos de los niimeros complejos, no son facilmente accesibles a los
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estudiantes de primer semestre de universidad.

Tabla 1. Configuraciones Epistémicas asociadas a los Nuimeros Complejos

Objetos Configuracion Configuracion Configuracion Configuracion
primarios Algebraica Analitica Geométrica Formal
Situaciones -Resolver ecuaciones -Uso de -Representar -Considerar a los
cuadraticas y cubicas expresiones y nimeros numeros
(en general, funciones de complejos en el complejos como
polinomiales) con variable compleja plano, en forma pares ordenados
soluciones complejas polar y cartesiana de ntmeros reales
no reales -Representar los -Analizar la
-Operar con nimeros procedimientos de estructura de
complejos las operaciones campo del
-Representar ntimeros con nimeros conjunto de los
complejos en forma complejos numeros
polar y cartesiana complejos
-Conversiones
Lenguaje -Verbal -Verbal -Verbal -Verbal
-Numérico -Numérico -Numérico -Algebraico
-Algebraico -Algebraico -Algebraico
-Geométrico
Procedimientos | -Resolver ecuaciones -Evaluacion de -Graficar nimeros -Operar con los
de segundo y tercer funciones de imaginarios puros nimeros
grado variable compleja -Graficar nimeros complejos de
-Operar con nimeros complejos acuerdo a las
complejos -Graficar los definiciones
-Demostrar algunas procedimientos de formales
propiedades de los las operaciones
numeros complejos con nimeros
conjugados complejos
-Expresar nimeros -Ley del
complejos en sus paralelogramo
diferentes formas de
representacion
-Convertir nimeros
complejos
representados en
forma cartesiana a su
forma polar y
viceversa
COHCGptOS -Raiz de un ntimero -Variable compleja | -Plano Complejo -Parejas ordenadas
negativo -Funciones de -Punto -Conjunto
-Numero imaginario variable compleja -Segmento dirigido | -Operacién binaria
-Ntmero complejo -Parte Real -Axiomas de
-Parte Real -Parte Imaginaria campo
-Parte Imaginaria -Médulo
-Médulo -Argumento
-Argumento -Ley del
-Suma, resta, paralelogramo
multiplicacién, -Rotaciones
divisién, conjugados,
potencias y raices de
nimeros complejos
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Propiedades | -Extensién de las -Propiedades y -Interpretacién -Los ntmeros
propiedades de las teoremas geométrica de las complejos con la
operaciones con asociados con las operaciones con suma y
numeros reales hacia funciones de nimeros multiplicacién
las propiedades de las variable compleja complejos ordinaria tienen
operaciones de los estructura
nimeros complejos algebraica de
-Reglas de las campo

operaciones con
nimeros complejos

Argumentos | Justificaciones de los Demostracién de -Demostrar Demostracién de
algoritmos para teoremas de graficamente las propiedades de
operar con nimeros variable compleja algunas la suma y
complejos propiedades de producto de
los ntimeros complejos
complejos
conjugados

Dado que la secuencia se dirige a estudiantes de ingenieria de nuevo ingreso, para el
significado institucional pretendido se tomaron en cuenta solo las configuraciones algebraica
y geométrica, ya que las configuraciones formal y analitica no forman parte del programa de
Ingenieria.

Asi, la secuencia didactica, se materializé en 13 hojas de trabajo y 33 applets elaborados
con el software GeoGebra. Cada hoja de trabajo contiene algunos applets, indicaciones y pre-
guntas que tienen como objetivo orientar la actividad matematica del estudiante. Ademas,
con el fin de aprovechar las ventajas del software GeoGebra y las actividades en si, la se-
cuencia fue colocada en una pagina web (www.mat.uson.mx/proyectoalgebra/Complejos)
para que se pueda utilizar desde cualquier computadora.

A continuacion, con el fin de brindar una panoramica general de cada una de las activi-
dades se disenaron unas tablas que contemplan a los objetos primarios (situaciones, lengua-
jes, procedimientos, conceptos, propiedades y argumentos). En la Tabla 2 se muestra el
ejemplo para la actividad de Suma de Numeros Complejos (actividad ba de la pagina en
linea mencionada anteriormente).

Tabla 2. Objetos Primarios para la Actividad de Suma de Numeros Complejos

Tipos de objetos Objetos primarios

Situaciones - Describir graficamente la suma de nimeros complejos
- Sumar nuimeros complejos especificos en forma binomial
- Representar algebraicamente la suma de nimeros complejos

Lenguaje - Gréfico
- Verbal
- Numérico
- Algebraico
Procedimientos - Lectura de coordenadas cartesianas

- Sumar partes reales
- Sumar partes imaginarias

Conceptos - Numeros complejos

- Suma de ntimeros complejos
- Parte Real

- Parte Imaginaria
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Propiedades | - Sean Z; = a +biy Zy = ¢ + di ntimeros complejos entonces
Z1+ Zy = (a+c¢)+ (b+d)i. (Ya que el punto de partida fue la representacién gréfica)
- Conmutatividad de la suma para nimeros complejos

Argumentos - Extensién de las propiedades para sumar con ntimeros reales
- Justificar el por qué la suma de niimeros complejos cumple con la ley del
paralelogramo

6 Consideraciones Finales

Actualmente se trabaja en la descripcién, explicacion y valoracién del proceso de instruccién
asociado a la implementaciéon de la secuencia, como un elemento a considerar para la mejora
de la misma. También se considera de suma importancia, la elaboracion de un documento
con orientaciones para el docente para su uso en el aula.
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Resumen

En este reporte se presentan los avances del proyecto ”Desarrollo de actividades diddcticas
para promover el aprendizaje de la suma vectorial en estudiantes de ingenieria”, para imple-
mentarse en la Universidad de Sonora, se destacan tres aspectos: elementos importantes de la
justificacion del trabajo, elementos tedricos en los que apoya la propuesta en este caso la teoria
de las representaciones semidticas de Duval [1] y por dltimo se presenta una de las actividades
con la que se pretende promover la emergencia de la suma vectorial en el plano en términos de
coordenadas de coordenadas cartesianas. En las situaciones que se presentan en la actividad la
informacion que se conoce de los vectores es la magnitud y el dngulo que determina su direccion
y sentido.

1 Introduccién

En Matematica Educativa se estudian los problemas que tienen que ver con la ensenanza y
el aprendizaje de las matematicas, existiendo diferentes formas de acercarse a esos procesos.
Hay varias vertientes para realizar investigacién en esta darea, por una parte esta el estudio de
los diferentes componentes de uno de los proceso, ensenanza o aprendizaje, esto a través de la
observacion directa de diferentes fendmenos; por otro lado tenemos la posibilidad de utilizar
resultados de investigacién y/o practica ya realizada por los docentes de mateméticas. Este
trabajo se centra en el disenio de actividades orientadas a apoyar la actividad del profesor
para promover el aprendizaje de estudiantes de ingenieria en el tema de vectores, el cual
forma parte del curso de Geometria Analitica incluido en los planes de estudio de la mayoria
de las carreras de ingenieria de la Universidad de Sonora. Este curso se imparte en el
segundo semestre de dichas carreras, en él el estudiantes tiene la oportunidad de estudiar
por primera vez los vectores como objetos matematicos, y no sélo como una herramienta
para resolver ciertos problemas de Fisica. Es por ello que se disenan algunas situaciones en
las que se ve a los vectores como herramienta fundamental en la modelacién y solucién de
problemas extramatematicos (desplazamiento, fuerzas y velocidades), para posteriormente
hacer un tratamiento en el que la atencién esté centrada en ellos como objetos de estudio,
partiendo la representacion geométrica hasta llegar a la representacion analitica. En los
apartados siguientes se presentan mencion de algunos elementos que permiten contextualizar
y justificar el desarrollo del trabajo: primero se presentan algunos elementos que ayudan a
ubicar y justificar el contexto de la problematica que se estudia; posteriormente se presentan
los elementos del marco tedrico en que se apoya el desarrollo de las actividades, los cuales se
ubican en la teoria de representaciones semidticas de Duval [1]; finalmente se presenta una
de las actividades que integran la secuencia de actividades de la propuesta.
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2 Problematica y Justificacion

En una revision de la literatura de la disciplina, Mateméatica Educativa, encontramos algunos
reportes de investigacién que registran sobre algunas dificultades que presentan los estudi-
antes al trabajar con vectores. Por ejemplo, en los trabajos realizados por Flores, Gonzalez y
Herrera [3] en los que identificaron algunas dificultades de los estudiantes durante el proceso
de aprendizaje. Las dificultades mas importantes que identificaron son las siguientes:

¢ Uso incorrecto del teorema de Pitagoras.
¢ Suma incorrecta de vectores utilizando algiin método mal empleado.

& Suma de vectores como escalares.

Romero [5] realizé una investigacién sobre las limitaciones de los registros de representacion.
En dicha investigacion se obtuvo como resultado que los estudiantes presentan dificultades
para poder representar el vector cero. Otra de las dificultades mostradas en el registro grafico
se presentd cuando se tenia la igualdad de al menos dos vectores, pues resulté complicado
poder distinguir unos de otros.

En el caso del registro algebraico, las dificultades que se detectaron con mayor facilidad
son las que tenian que ver con formar la expresion coherente y la lectura de expresiones
algebraicas.

Soto [6] realiz6 un estudio con alumnos universitarios, las principales dificultades que
presentaron los estudiantes son:

¢ Expresar un vector como combinacién lineal de otros dos vectores.
¢ Identificar vectores colineales o coplanares.
¢ Identificar conjuntos de vectores linealmente dependientes.

¢ Aligual que en otras investigaciones también fue detectada la dificultad que los alumnos
presentan al intentar representar el vector cero en el registro gréfico.

Como se puede ver, son numerosas las investigaciones que han puesto atencién en los
procesos de ensenanza y aprendizaje de la suma vectorial, en algunas se ofrecen propuestas
didacticas para su ensenanza con el proposito de profundizar en la comprension de dichos
objetos matematicos.

Katz [4] hace una propuesta para el estudio de los vectores que consiste en promover en el
estudiante la comprensiéon de los significados y no sélo la memorizacion, para ello sugiere que
se promueva la participacion activa de los estudiantes en el salén de clase y considera de gran
importancia el trabajo en equipo, pero su técnica sigue siendo la "tradicional”, partiendo
de una clase donde proporciona datos historicos, definiciones con su respectivo ejemplo para
que posteriormente el estudiante aplique, lo aprendido, en otros ejercicios.
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La propuesta realizada por Urrea [7] con respecto a la ensenanza de la Geometria
Analitica, la cual gira en torno a la resolucion de problemas, dicha propuesta se divide
en tres etapas:

¢ Etapa uno: corresponde al diseno de problemas.

¢ EBEtapa dos: corresponde a la resolucién de problemas de manera individual por parte
de los estudiantes.

¢ Etapa tres: corresponde al debate de las estrategias utilizadas por los estudiantes para
resolver los problemas, una parte es trabajo en equipo y otra es trabajo de grupo. En
todo momento bajo la coordinacion del profesor.

Con base en las reflexiones anteriores y tomando en cuenta que este trabajo esta ubicado
en la categoria que denominamos de desarrollo docente, se presenta a continuacién el objetivo
general del trabajo de tesis y también el objetivo de la secuencia de actividades.

Objetivo general del trabajo:

¢ Disenar una secuencia didactica que permita promover la construccion de la suma de
vectores en el plano y sus propiedades.

Objetivo general de la secuencia:

¢ Promover la emergencia de la suma de vectores en el plano y sus propiedades.

3 Consideraciones teodricas

El uso de las representaciones en el aprendizaje de las matematicas es de gran importancia
pues, a diferencia de otras areas cientificas, los objetos matematicos no son directamente
accesibles a la percepcion por lo que se hace necesario tener representaciones de los mismos.
Muchos investigadores han puesto interés en el uso de las representaciones para los procesos
de ensenanza y aprendizaje, como herramienta importante en el proceso de comunicacién
de los contenidos mateméticos. Sin embargo para este trabajo consideramos la teoria de las
representaciones semidticas de Duval [1] por la importancia que le da al manejo de distintos
registros de representacion y a la relacion que existe entre el aprendizaje y el uso de dichos
registros de representacion, pues los considera fundamentales para la comprensién de los
objetos matematica. Duval senala que: “no hay noesis sin semiosis, es decir, es la semiosis
la que determina las condiciones de posibilidad de la noesis’, esto es, es indispensable la
representacién de los objetos matematicos para poder acceder a su conceptualizacion.

Duval define a las representaciones como: “Producciones construidas por el empleo de sig-
nos que pertenecen a un sistema semiotico que tiene sus propias limitaciones de significancia
y funcionamiento” .

A su vez Duval sostiene que un sistema semidtico es un registro de representacion
semidtica si permite que se cumplan tres actividades cognitivas fundamentales ligadas a
la semiosis las cuales son:
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Formacién.
Tratamiento.
Conversion.

Duval senala que es muy importante no confundir el objeto con sus distintas representa-
ciones porque con el paso del tiempo puede llegar a convertirse en un obstaculo cognitivo.
El saber diferenciar el objeto y sus diferentes representaciones es una parte importante para
el aprendizaje ya que las representaciones son fundamentales para la actividad cognitiva del
pensamiento y para fines de comunicacion. Los procesos de la semiosis y de la noesis son
indispensables. Ya que no puede haber conceptualizacién del objeto matematico sin la apre-
hensién de las representaciones semidticas. Los objetos matematicos tienen la peculiaridad
de poder ser representados en distinto registros de representacién semidtica, como es el caso
de los vectores, éstos se pueden representar en forma: gréfica, algebraica, o bien en lengua
natural en forma de enunciado. En la siguiente tabla se muestran algunos ejemplos.

Objeto qus
puede ser Representaciones
Tepresentado.
Registro en Registro Registro Grafico
lenguaje Natural Algebraico
Ln vector a5 un »
Vector objeto con 4 /
magritad y
direccion
Lamagnitud deun .
Magnind vecter e5ls |ﬁ 3
madids d= su e
lengitod
El products dzun
wector pot un escala
Producto de &8 el vector que e
un vecior por cbtiens de =
un escalar mauliplicar o] escala S o | #___,.-"
por cada una de las
SRINEINATLE Jel
VECToT
La nuoma de veoms '
&5 & Vector gue 3%
Suma de sbriene de muanar s =-Li= *
VELrorss ComponantsS P e A X !
respectivas delos -

VEMOI=s

Tabla 1. Representacion de los objetos matemaéaticos en distintos registros

Con respecto a las actividades del tratamiento, hay cambios que dependen del registro
que se esté utilizando, por lo que los tratamientos son de naturaleza distinta, de la misma
manera el registro seleccionado puede influir en la realizacion del tratamiento haciéndolo mas
o menos complejo. Cuando se lleva a cabo un tratamiento en una representacion semidtica
se aplican sobre ella determinadas reglas, la aplicacion de estas reglas hace que la nueva
representaciéon aunque construida en el mismo registro que la representacion de partida
brinda nuevas posibilidades creativas.
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De las tres actividades cognitivas ligadas a la semiosis, con frecuencia la menos atendida
en el proceso de ensenanza es la conversion ya que se considera automatica desde el momento
en que se pueden formar representaciones en diferentes registros. De lo contrario este registro
requiere de una coordinacion interna de los diferentes sistemas de representacién, que ha de
ser construida por el estudiante, sin que dicha coordinacién de representaciones diferentes le
signifiquen objetos diferentes.

Ademas la conversién involucra una buena comprension del objeto en estudio ya que
en muchos de los casos la representacién de registros diferentes no presenta necesariamente
los mismos aspectos de un mismo contenido. Consideramos también que el poder estar
cambiando de un registro a otro permite la construcciéon de un mejor conocimiento pues
se ve expresado de diferentes maneras un mismo objeto; como lo menciona Duval [2]. “La
conversion seria el resultado de la comprension conceptual y cualquier problema con ésta
seria indicativo de conceptos erréneos’. Duval plantean tres razones para el uso de distintos
registros de representacién en el funcionamiento del pensamiento humano:

Los costos de tratamiento.
Las limitaciones representativas especificas de cada registro.

La coordinacion necesaria de una diferenciacién entre representante y repre-
sentado.

4 Nuestra propuesta y sus caracteristicas

Con el fin de entender mejor la problematica del aprendizaje de la suma vectorial y coadyuvar
a generar ambientes de aprendizaje que brinden al estudiante la oportunidad de tener expe-
riencias ricas que le permitan atender las dificultades que exhiben sobre el tema de suma de
vectores en el nivel superior, se ha considerado una forma alternativa para abordarlo, donde
el estudiante tenga la oportunidad de enfrentar y resolver situaciones problema, en un primer
momento en un contexto fura de la matematica, donde los vectores y la suma vectorial son el
centro. A partir de estas situaciones se espera que el estudiante pueda construir la definicién
de suma vectorial en coordenadas cartesianas, asi como sus propiedades.

La estrategia seleccionada consiste en el diseno de una secuencia de actividades didacticas
donde se hace énfasis en las diferentes formas de representar a los vectores, los problemas
seran planteados para que el estudiante a partir de sus conocimientos previos desarrolle la
habilidad de transformar los problemas sobre vectores, en otro donde la solucién involucre
en forma evidente el teorema de Pitagoras. Se pretende que al resolver las situaciones
planteadas se vea en la necesidad de emplear diferentes registros de representacién de los
vectores, mediante tratamientos y conversiones.

Las primeras actividades que se aplican a los estudiantes presentan un contexto extra-
matematico, cada actividad esta acompanada del tiempo estimado de aplicacion, materiales
que se requieren utilizar, el objetivo de la actividad, asi como el propdsito de cada pregunta
(por el espacio en el ejemplo sélo se muestra en detalle la primer pregunta). A se presenta
una parte de una de las actividades que forman parte de la secuencia propuesta.

Ejemplo de actividad: Actividad 4
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Objetivo: El objetivo de esta cuarta actividad es que los estudiantes puedan aplicar los
conocimientos que hasta ahora tienen de las suma de vectores, para:

¢ Trabajar o extraer informacién dada graficamente.
¢ Identificar la propiedad asociativa de la suma de vectores.
¢ Identificar la propiedad conmutativa de la suma de vectores.

¢ Identificar e interpretar el vector inverso aditivo.

Actividad 4: Una particula esta bajo el efecto de cuatro fuerzas tal como se muestra
en la siguiente figura.

1. ;Cuél es la magnitud de la fuerza que esta recibiendo la particula?

El propdsito de esta prequnta es que en un primer momento el estudiante se capaz de interpretar la
informacion proporcionada en un registro grdfico para posteriormente realizar una serie de conver-
siones que le permitan cambiar del registro en coordenadas polares a coordenadas cartesianas para que

de esa manera los tratamientos que se realicen en dicho registro sean mds econémicos.
2. Si la particula pudiera moverse, jen qué direccion saldria disparada?

3. (Todos tus companeros de equipo sumaron en el mismo orden las fuerzas para obtener
el vector resultante?

4. En caso de que alguno de tus companeros lo haya realizado en distinto orden, ;jqué
resultado obtuvo?

5. (Como es el resultado que tu companero obtuvo con el que obtuviste?

6. /Cual es la magnitud y direccion de la fuerza resultante si las fuerzas se suman man-
teniendo el siguiente orden 160 N, 100 N, 80 N y 110 N?

7. Si queremos que la particula permanezca sin moverse al aplicarle una quinta fuerza,
icual deberan ser la magnitud y direccion de la quinta fuerza? Justifica tu respuesta.
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5 Consideraciones finales

Es importante mencionar que en este momento nos encontramos en la etapa de pilotaje de las
actividades, el proposito de la puesta en escena es identificar las estrategias que utilizan los
estudiantes al resolver las situaciones propuestas, asi como detectar dificultades y corregir
errores en la redaccién de las situaciones problema como en las preguntas de algunos de
ellos. Ya se aplicé una actividad de diagnéstico, a los estudiantes con los se implementara la
secuencia de actividades, en ella se detectaron dificultades para identificar la suma vectorial
graficamente tal como se muestra en las siguientes figuras, que son respuestas dadas por los
estudiantes a una de las preguntas de dicho diagnéstico:

Pregunta 3.- Marca con una X la representacion grafica que representa la suma de los
vectores V' 'y W

M ,""'&H
. |
i~ - T - + - o o=
W\ i el A «— ,-/qi Wil | E‘MM W
/ | | e
I H"‘-\_h_\} - IIIII e ’I_"\
[ P | WY | -
.-'"‘-J .-"'-l
\ " - Illl . | s
. - WA ) o | -~ W
ﬁf-r e Ll

En estas respuestas de los estudiantes podemos identificar la presencia de dificultades
reportadas en otras investigaciones [3], en este caso no identifican gréaficamente la suma
vectorial como el vector que inicia en el punto inicial del primer vector y termina en el punto
final del segundo vector.
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