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Resumen

Un concepto de gran importancia en la matematica, de dificil comprension entre los estudiantes, es el
concepto de variable. Las razones de su dificultad residen, entre otras, porque éste es sorprendentemente
dificil de definir, ademas de que al interior de las Matematicas se utiliza de distintas formas.

Asi, las dificultades que alumnos de diversas edades tienen para alcanzar un manejo adecuado del
concepto de variable, sugieren la bisqueda de alternativas didacticas que propicien la formacion de este
concepto. En este trabajo se estudian algunas de las dificultades que se crean por esta variedad del uso de
las variables, con el prop6sito de disefiar una didactica orientada a la ensefianza de las matematicas que
promueva el logro de los conocimientos, en particular del concepto de variable a nivel universitario.
Creemos firmemente que la ensefianza de los conceptos matematicos, a cualquier nivel de profundidad,
puede mejorarse mediante una didactica conveniente.

Importancia del concepto de variable

Histéricamente se ha observado que en general la ensefianza actual no produce los resultados
deseados pues no forma en el estudiante nociones y operaciones nuevas; incluso frecuentemente
origina un conjunto de ideas confusas que dificilmente asimila y retiene el estudiante, lo cual
provoca una serie de dificultades para la correcta comprension de las nociones y conceptos
matematicos.

Un concepto de gran importancia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y de
dificil comprension entre los estudiantes lo es, en particular, el concepto de variable. Las razones
de su dificultad residen, entre otras, porque éste es sorprendentemente dificil de definir. Este
concepto es tan importante que su invencion constituye un punto de partida en la historia de las
matematicas (Rajaratnan, 1957), y es una de las ideas fundamentales de la matematica desde la
escuela elemental hasta la Universidad (Davis 1964, Hirsch y Lappan 1989). La comprension del
concepto de variable proporciona la base para la transicion de la aritmética al algebra y es
necesario para el uso significativo de toda la matemética avanzada (A. Philipp, 1992).

El problema

Las variables se usan generalmente en textos escolares sin proporcionar una experiencia
introductoria que pudiera servir como base en la cual la idea de variable pueda desarrollarse en
sus diferentes significados (Ursini, 1993). El aprendizaje del concepto de variable logrado por
los estudiantes a través de su paso por el sistema escolar es poco significativo; aungue son
capaces de reconocer el papel que juega la variable en expresiones y problemas muy simples, un
ligero aumento en la complejidad de los mismos provoca generalizaciones inadecuadas y la
busqueda de soluciones memorizadas o por inspeccion que no son acordes al nivel requerido
para el estudio de mateméticas mas avanzadas. Las estrategias de los estudiantes estan
dominadas por procedimientos que no han sido interiorizados, lo cual los deja anclados a un
nivel de accién que se manifiesta, por ejemplo, en la necesidad de hacer explicitos los pasos que
siguen en el proceso mental de solucion y usarlos como soporte para continuar, sin ser capaces
de analizarlos, y detectar posibles errores (Ursini y Trigueros, 1997, péags. 1-19).
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En matematicas se usan generalmente los simbolos literales para representar a las variables.
En un estudio de los libros de texto de matematicas publicados entre el final de los afios 50s v el
inicio de los 80s, Tonnenssen (1981) encontr6 que casi en todos ellos se define de una manera
explicita o implicita el concepto de variable como un simbolo fijo, asi también como un
referente para un conjunto de al menos dos elementos. Los mismos simbolos son utilizados para
denotar diferentes caracterizaciones de la variable, y diferentes simbolos son empleados para
representar la misma caracterizacion de la variable. Esto contribuye a opacar las diferencias entre
las distintas caracterizaciones de la variable y ocultar las condiciones que determinan dénde y
coémo puede variar su valor (Matz, 1982). Mas aun, es muy frecuente que para poder resolver un
problema se requiera la capacidad de interpretar un mismo simbolo literal de maneras distintas.
Asi, para no implicar un uso particular de las variables, en este trabajo se utilizaran los simbolos
literales para describir el uso matematico de una letra.

Estas consideraciones subrayan el caracter multifacético del concepto de variable y sefialan que
para poder trabajar exitosamente con la variable es necesario poder interpretar de distintas
maneras los simbolos que se usan para representarla, asi como poder pasar de una interpretacion
a otra.

Por otra parte, los cursos de matematicas que se imparten a nivel universitario requieren de una
comprension profunda de los conceptos del algebra, en particular del concepto de variable, el
cual es central en esta disciplina. Se espera que los estudiantes universitarios tengan un manejo
solido y flexible de la variable, sean capaces de distinguir entre sus diferentes usos y lo puedan
manejar de manera integrada, pero, a pesar del nivel de escolaridad, persisten concepciones
equivocadas y estrategias de solucion de problemas propias de estudiantes con menor
escolaridad, lo cual hace pensar que existe un anclaje a nivel de accion que impide a la mayoria
de los estudiantes acceder a niveles de abstraccion que les permitan tratar a la variable como un
objeto cuya funcion se puede analizar. Pero realmente no se ha realizado un esfuerzo para
estudiar la forma en que manejan este concepto los estudiantes que ingresan a la Universidad.

Muchas de las dificultades que los estudiantes encuentran con las variables se relacionan con
su incapacidad para reconocer su papel correcto. Aunque puede ser que solo uno de los usos de
la variable aparezca en una tarea especifica, es muy comin que los estudiantes tengan que
resolver problemas en los que aparece mas de uno de sus usos, por ejemplo, deben ser capaces de
trabajar con nimeros generales, con constantes, con incognitas, con variables en una relacion
funcional y poder pasar de una a otra interpretacion, aun cuando estas diferentes
caracterizaciones de la variable tengan la misma representacion simbdlica. EI no reconocer las
diferencias que caracterizan los distintos usos de la variable se torna frecuentemente un
obstaculo que blogquea el aprendizaje de la matematica. En otras palabras, los estudiantes no sélo
deben aprender a trabajar con muchos tipos de simbolos literales en un problema, sino que deben
aprender que un simbolo literal puede asumir mas de un papel dentro de un problema dado.
Ademas, es de tomarse en cuenta que la evolucion histérica del concepto de variable conlleva
una serie de dificultades y problemas por los que tuvieron que atravesar los grandes matematicos
para irlo adecuando a sus necesidades.

Algunas dificultades que resaltan son las experimentadas por los alumnos cuando se avanza a
un sistema de representacion mas abstracto, en el cual aumenta tanto el poder del lenguaje
simbdlico -con respecto a la etapa anterior- como el grado de abstraccién. Esto se manifiesta
cuando los numeros -elementos basicos, materia prima de las matematicas escolares- dejan de ser
percibidos como objetos, cosas, elementos concretos del pensamiento matematico, y son
representados por letras, ya sea como incdgnita, nimeros generalizados, parametros o variables
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(Enfedaque, 1990, 23-31). EI momento critico del paso de los estudiantes al nivel de la
simbologia algebraica se ubica en nuestro sistema educativo al inicio del algebra.

Todos estos puntos conducen a la necesidad de realizar una investigacién que permita tener
una vision mas amplia de la problematica en la ensefianza y aprendizaje del concepto de variable
para, en base a ella, elaborar una propuesta constructivista para su ensefianza que permita superar
las dificultades de los estudiantes en relacion a este concepto.

Marco teérico

Existe una gran diversidad de investigaciones relacionadas con el concepto de variable, en este
trabajo utilizaremos la clasificacion de los simbolos literales de Kichemann (1981) y el marco
tedrico de Wagner (1977).

Con el fin de determinar de qué manera los alumnos interpretan los simbolos literales usados
para representar a las variables en un contexto algebraico escolar, Kiichemann (1980) realizé un
estudio con méas de 3000 estudiantes cuyas edades oscilaban entre 13 y 15 afios. Para ello aplico
un cuestionario escrito, en el cual se pedia a los alumnos que interpretaran y manipularan
expresiones algebraicas, y que resolvieran problemas en los que las variables estaban
representadas por simbolos literales. Al analizar las respuestas dadas por los alumnos,
Kichemann (1980) identificd seis diferentes maneras de interpretar los simbolos literales, a
saber:

Letra evaluada. A la letra se le asigna un valor numérico;

Letra no utilizada. La letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le atribuye
ningun significado;

Letra como objeto. Se considera la letra como una abreviacién del nombre de un objeto o como a
un objeto en si;

Letra como incdgnita especifica. La letra representa un nimero particular pero desconocido y
los alumnos son capaces de operar directamente sobre ella:

Letra como numero generalizado. Se considera que la letra representa o es capaz de asumir
distintos valores;

Letra como variable. Se considera que la letra representa un rango de valores no especificado y
que existe una relacion sistematica entre dos conjuntos de valores de este tipo.

En estos resultados destaca el hecho de que los alumnos tienen diferentes maneras de
interpretar las letras usadas para representar las variables, lo cual indica que quienes se inician en
el estudio del algebra consideran que los simbolos literales pueden interpretarse de diferentes
formas, y que su significado puede variar con el problema. Esto muestra que la interpretacion
dada no es siempre la apropiada, y frecuentemente es la fuente de respuestas erroneas.

Kilchemann considera que esta clasificacion de la interpretacién de los simbolos literales
refleja un grado de dificultad creciente: afirma que un nifio habra comprendido perfectamente el
uso de los simbolos literales en algebra cuando sea capaz de trabajar con la “letra como
variable”. El orden que Kiichemann propone sugiere que es mas facil para el nifio trabajar con la
“letra como incognita especifica” que con la “letra como numero generalizado”, y que es mas
facil trabajar con la “letra como nimero generalizado” que con la “letra como variable”. Usiskin
(1988), por su parte, destaca en su investigacion cuatro usos diferentes de la variable y las asocia
a diferentes concepciones del algebra.

De aqui puede verse que las causas de esta dificultad en la comprension del concepto de
variable, estriban en que una variable tiene caracterizaciones que varian de acuerdo al problema
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en el cual estd inmerso. Por ejemplo, una variable puede representar, una incognita especifica,
esto es, un nuamero desconocido pero especifico que puede ser calculado considerando las
restricciones dadas; como un numero generalizado, es decir un ndmero indeterminado
comprendido dentro de un método general; o también puede ser utilizado para representar una
relacion funcional entre dos cantidades cuyos valores cambian. Mas adn, una variable puede
utilizarse de diferentes formas en momentos distintos dentro de un mismo problema, es decir,
puede tener distintas caracterizaciones.

Asi pues, el concepto de variable se utiliza en diferentes contextos con diferentes significados
y dependiendo del contexto lo tratamos de diferente manera (Usiskin, 1988). La comprensién del
concepto de variable implica la posibilidad de superar la simple realizacion del célculo y
operaciones con letras o con simbolos, para alcanzar una comprension de las razones por las que
funcionan estos procedimientos; la capacidad de prever hacia donde conducen y la posibilidad de
establecer relaciones entre los aspectos que asume la variable.

El trabajo adecuado con cada uno de los aspectos en los que la variable puede presentarse
implica la posibilidad de: interpretar, en un problema dado, el significado de la variable, es decir,
darse cuenta del papel que la variable juega en esa situacion; operar con y sobre el simbolo
empleado para representarla; utilizarla con el fin de representar un problema de manera
simbolica (Ursini y Trigueros, 1997, pag. 1-19). Esto significa que los malos entendimientos que
tienen los estudiantes alrededor del uso de letras en las ecuaciones contribuyen
significativamente para esta dificultad.

Segun Wagner, los simbolos para las variables matematicas adquieren un significado cuando
aparecen en un contexto y representan algun referente: el simbolo y su referente determinan el
papel semantico de una variable; el simbolo y su contexto determinan el papel sintactico de la
variable.

Debido a que los simbolos para las variables son arbitrariamente intercambiables el contexto y
el referente, juntos, aparte de cualquier simbolo particular, determinan un aspecto de las
variables que es Unico en matematicas. Esto es, el contexto y el referente determinan el papel
matematico de la variable.

Las tres componentes, simbolo, referente y contexto, asi como el papel semantico, el sintctico
y el matematico se combinan para contribuir para la interpretacion de los estudiantes de las
variables. Un cambio en cualquiera de estos componentes puede o no, dependiendo de la
naturaleza del cambio, causar un cambio correspondiente en cada aspecto de la variable. Esto es,
un cambio en el contexto o en el referente pueden o no afectar el papel matemaético de la
variable, excepto donde interviene el uso convencional.

SIMBOLO [ __—"1 REFERENTE

i)

CONTEXTO

La didactica propuesta por Aebli en términos de la psicologia de Piaget proporciona un
fundamentacion tedrica para entender como se construye el conocimiento y un marco teorico
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para nuestro trabajo. Este modelo se basa en el modelo didactico de Hans Aebli (1958), el cual
esta estructurado, organizado y fundamentado en la psicologia de Jean Piaget (1957).

El modelo didactico retne diversas ideas de los trabajos de Piaget y Aebli, entre ellas
mencionamos: el planteamiento de problemas como punto de partida en la ensefianza de un
concepto matematico, la inclusion de operaciones inversas y asociativas, al actividad constante
del alumno, el uso de representaciones maultiples, la ley de adecuacion éptima de Hans Aebli
(1992).

Metodologia y Presentacion de Resultados

Para detectar los usos que se le han estado dando al concepto de variable, aplicamos una
encuesta consistente en un solo punto: Defina el concepto de variable. Esta encuesta se aplico a
profesores y estudiantes de diferentes niveles educativos y, en base a las respuestas obtenidas, se
disefid un primer cuestionario que fue sometido a consideracion de profesores de matematicas
para criticar la claridad de sus enunciados, el nivel de dificultad de los problemas y recoger
sugerencias al respecto.

A partir de éstas se disefié un segundo cuestionario, mas amplio que el anterior, que se dividid
en tres partes y se analizaron por separado. Este es el cuestionario que aplicamos a estudiantes de
ciencias e ingenieria y ciencias basicas para evaluar el manejo y el conocimiento que tengan los
estudiantes acerca de las diversas caracterizaciones del concepto de variable.

Los cuestionarios contemplan diversas caracterizaciones de la variable:

1. La variable como una incognita especifica, es decir, la variable representa un nimero
especifico pero desconocido que puede ser calculado bajo ciertas restricciones.

2. La variable como un numero general, es decir, la variable representa un ndmero
indeterminado comprendido dentro de un método general.

3. La variable como una relacién funcional, es decir, la variable representa nimeros cuyo valor
se mueve dentro de un rango de valores ligados entre si por una relacion.

Con el fin de obtener una vision mas completa de la comprension de la nocion de variable que
tienen los estudiantes, se hizo un analisis cualitativo de las respuestas dadas al cuestionario.
Comenzamos por agruparlas primeramente en tres categorias: no contestd, respuesta correcta ,
repuesta incorrecta. Posteriormente, se procedié a analizar para cada pregunta todas las
respuestas incorrectas. Cabe sefialar que las caracterizaciones del concepto de variable que aqui
manejamos nos permitié un andlisis detallado de las respuestas de los estudiantes.

A partir de este andlisis se detectaron los siguientes puntos:

* Se esperaba que fuera clara la diferencia entre variables y constantes, pero no fue asi.

» Se refleja un pobre manejo del concepto de variable, ain visto como relacion funcional.

» Se observa dificultad para redactar en oracion verbal algunas proposiciones: no se hace patente
el orden en que se realizan las operaciones ni es clara la separacion entre unas y otras.

* No se tiene habilidad para interpretacién de problemas y su representacion mediante una
expresion.

» Se cometen errores injustificados para el nivel de preparacion matematica de los estudiantes.

» Se percibe bastante dificultad para la generalizacion de resultados en un proceso, al igual que
para representar como relacion funcional una cierta situacion.
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Asi, al parecer el aprendizaje del concepto de variable no se ha logrado al nivel requerido para
el estudio de matematicas mas avanzadas, cuando enfrentan actividades que requieren de
generalizacion y su expresion.
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